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Motivacido

Decidibilidade e complexidade

» A decidibilidade n3o impde limites nos recursos que sdo necessarios
para se resolver um problema;

» Recursos: tempo e espago (memdria);

» Certos problemas decidiveis podem demandar quantidades exageradas
desses recursos, inviabilizando solucdes que tenham interesse pratico;

» A teoria da decidibilidade classifica os problemas em decidiveis (ou
solucionaveis) e indecidiveis (ou n3o-solucionaveis);

» A teoria da complexidade classifica os problemas decidiveis em
trataveis e intrataveis.
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Motivacido

Decidibilidade e complexidade

» O que s3o problemas trataveis e intrataveis?

» Como identificar problemas nessas duas categorias?

Recursivamente enumeraveis

Recursivas

Trataveis
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Medicdo do tempo de execucdo

Tempo de execucdo

Seja M uma MT deterministica que para sobre todas as entradas.

» O “tempo de execucdo”’, ou “complexidade de tempo”, de M é a
funcdo f: N — N, onde:
» n é o comprimento da entrada w;
» f(n) é o nimero maximo de transices que M executa ao processar
qualquer entrada de comprimento n.

» Diz-se que M roda em tempo f(n);
» Diz-se que M é uma MT de tempo f(n).
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Medicdo do tempo de execucdo

Tempo de execucdo

Seja M uma MT n3o-deterministica que para sobre todas as entradas.

» O “tempo de execucdo”’, ou “complexidade de tempo”, de M é a
funcdo f: N — N, onde:
» n é o comprimento da entrada w;
» f(n) é o nimero maximo de transicdes que M executa
em qualquer ramo da sua computac3o ao processar qualquer entrada
de comprimento n.

» Diz-se que M roda em tempo f(n);
» Diz-se que M é uma MT de tempo f(n).
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-grande

Definicdo

Sejam f,g: N — R™.

» Diz-se que f(n) € O(g(n)), f(n) = O(g(n)) ou ainda f(n) é
O(g(n)), se existirem nimeros inteiros e positivos ¢ e ng tais que:

Vn > ng, f(n) < c-g(n)

» Diz-se que g(n) é um “limitante superior assintético” para f(n).
» Representa que f cresce mais lentamente do que g, a menos de
fatores constantes suprimidos.
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo

Seja f(n) = 5n3 + 2n% + 22n + 6. Entdo, f(n) = O(g(n)) com
g(n) = n3, ou seja, f(n) = O(n?).
Prova:

» Considere ¢ = 6;

» Considere ng = 6;

» Entdo, 5n3 + 2n2 + 22n + 6 < 6n3,Yn > no.
f também é O(n?), O(n?) etc.
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo

No grafico seguinte, as seguintes funcdes estdo representadas:
» Em vermelho: 5n3 + 2n? 4+ 22n +6
» Em azul: 6n3

» Em cinza: n?* e n?
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo

y
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo

Seja f(n) = n?. Entdo, f(n) ndo & O(n).
Prova:

» Supor que n? é O(n);

» Entdo, devem existir ng e c¢ tais que Vn > no,n2 <c-n;

» Escolher ny =max(ng,2 - ¢) (ou seja, ny > ngen; >2-c);
» Como ni > ng, entdo n% <c-ni;

» Dividir os dois lados da inequacio por nq;

» Logo, n1 <¢;

» Mas isso &€ uma contradicdo, pois ny foi escolhido para satisfazer
n>0eny >2-¢

» A hipétese é falsa e n? ndo é O(n).
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-grande

Demonstracdes

» Para provar que uma fun¢do f(n) é O(g(n)), deve-se portanto:

@ Escolher valores para ng e c;
@ Provar que, Yn > ng, f(n) <c-g(n

» Para provar que uma fun¢do f(n)

).
0 € O(g(n)), deve-se:

© Provar que ndo existem ng e ¢ tais que Vn > ng, f(n) < c-g(n).

(n
n3o
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-grande

Fatos

Principios gerais observados:
© Fatores constantes ndo importam:
se f(n) =c-g(n), entdo f(n) é O(g(n)) para qualquer ¢ > 0.
© Termos de ordem inferior ndo importam:
se f(n) = apn® + ap_1n* 1 + .. + agn® 4+ a1n + ag, com a > 0,
entdo f(n) é O(apn”) e também, pela regra anterior, O(n*).
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplos

Exemplos dos principios:
© Fatores constantes ndo importam:
2n3 & 0(0,001n3): basta escolher ng = 0 e ¢ = 2000.

© Termos de ordem inferior ndo importam:
2" +n3 & O(2"): basta escolher ng = 10 e ¢ = 2.

..n
(observar que nll_)llolo on = 0)
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-grande
Propriedades

Se f(n) € O(g(n)) e Vn,h(n) > 0, entdo h(n) - f(n) € O(h(n) - g(n))
» Vn > ng, entdo f(n) < c-g(n);
> A desigualdade é preservada ao se multiplicar ambos os termos por
h(n);
> h(n)- f(n) < h(n)-c-g(n), ouseja, h(n) - f(n) <c-h(n)- g(n);
ée0

> h(n) - f(n) € O(h(n) - g(n)).
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-grande
Propriedades

Se Vn = ng, f(n) < g(n), entdo f(n) + g(n) & O(g(n))
» Como Vn > ng, f(n) < g(n), entdo
Vn > no, f(n) +g(n) < g(n) + g(n);
» Portanto, f(n)+ g(n) < 2-g(n);

> f(n)+g(n) & O(g(n)).
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-grande

Propriedades

Se f(n) & O(g(n)) e g(n) & O(h(n), entdo (n) & O(h(n))
» Vn >nyq, f(n) <c-gn);
> Vn > ng,g(n) < cy-h(n);
» Considerar ng =max(ni,n2);
» Considerar ¢ = ¢7 - ¢g;
> VYn > ng, entdon > ny en > ng;
» Portanto, f(n) <c1-g(n) e g(n) < co-h(n);
» Substituindo g(n) por ¢z - h(n) em f(n) < c1 - g(n), resulta
fn) <ep-co-h(n);
> f(n) & O(h(n)).
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-grande
Propriedades

Se fi(n) ¢ O(Q(Tb)z fa(n) € O(h(n)) e g(n) & O(h(n)), entdo

fi(n) + fa(n) € O(h(n));
» VYn >nyq, fi(n) < e -g(n);
> Vn > ng, fa(n) < ¢ - h(n);

> Vn > ng,g(n) < cz-h(n);
» Considerar ng =max(ni,na,n3);
» Portanto, Vn > ng, fi(n) + fa(n) < c1-g(n) + ¢z - h(n);
» Substituindo g(n) por cs - h(n), resulta
filn) + fa(n) <c1-cs-h(n)+co - h(n);
» fi(n) + fa(n) < (c1 -3+ c2) - h(n);
> fi(n) + fa(n) € O(h(n)).
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-grande
Propriedades

Outras propriedades:
» Se f(n) e g(n) sdo polindmios, e o grau de g(n) é maior ou igual que
o grau de f(n), entdo f(n) é O(g(n));
» Se f(n) e g(n) sdo polindmios, e o grau de g(n) é menor que o grau
de f(n), entdo f(n) ndo & O(g(n));
» Se f(n) & um polinémio, entdo f(n) é O(a™),Va > 1;

» a",a > 1 ndo é O(f(n)) para nenhum polinémio f(n).
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-grande

Func¢Ges

Procura-se, sempre que possivel, fazer valer as seguinte regras basicas:

» Escolher a fungdo g(n) mais préxima de f(n), tal que f(n) seja
O(g(n));
» Escolher fun¢des g(n) que sejam simples:

» Um Gnico termo;
» Coeficiente 1.
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-grande

Func¢Ges

Funcdes simples mais utilizadas:

Big-Oh Nome
O(1) Constante
O(logn) Logaritmica
O(n) Linear
O(nlogn) | nlogn
O(n?) Quadratica
O(n?) Cabica
o2m) Exponencial
O(n!) Fatorial
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo

No grafico seguinte estdo representadas as funcdes:
> logn
> n
» nlogn

> TL2

> 2N
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo

5 2 5 25 125 32 120
10 3 10 100 1.000 1.024 3.628.800
20 4 20 400 8.000 1.048.576 2,4%10"®
30 5 30 900 27.000 1,0%10° 2,6%10%
40 5 40 1.600 64.000 1,1*10% 8,1%¥10"
50 6 50 2.500 125.000 1,1¥10" 3,0¥10%

100 7 100 10.000 1.000.000 1,2%10% >10"7

200 8 200 40.000 8.000.000 1,6*10%° >10%7*
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo

No grafico seguinte estdo representadas as funcdes:

P’}’LZ

> nd
> nd
> 27
» 3"

> 4"
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo
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Medicdo do tempo de execucdo

Logaritmos

A mudanca de base em logaritmos é feita pela multiplicacdo de um fator
constante:
» Seja f(n) =logyn
logy n
log, b
» Como log, b é um fator constante, entdo pode-se escrever

f(n) = O(log(n)) sem especificar a base, pois a notacdo O
desconsidera fatores constantes por definicdo.

» Entdo, logyn =

Exemplo:
» Seja f(n) = 3nlogyn + 5nlogylogyn + 2

» Nesse caso, f(n) = O(nlogn), pois nlogn domina nloglogn.
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Medicdo do tempo de execucdo

Notacdo O-pequeno

Sejam f,g: N — R,
» Diz-se que f(n) € o(g(n)), ou ainda f(n) = o(g(n)), se existirem
ndmeros inteiros e positivos ¢ e ng tais que:

Vn > ng, f(n) <c-g(n)

» Diz-se que f(n) é uma funcdo “ndo mais” (ou “menor”) que g(n);
f(n)

» Se f(n) =o(g(n)) entdo: nh_rggom =0.
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 1

Seja A = {0¥1¥|k > 0}. Um possivel algoritmo para decidir essa linguagem
é representado pela MT M descrita a seguir:
1. Varrer a fita inteira e rejeitar se houver algum simbolo 0 depois de um
simbolo 1;
2. Repetir, enquanto existirem simbolos 0 e 1 na fita:
3. Fazer uma varredura da fita, cortando um tnico 0 e um dnico 1;
4. Aceitar se todos os 0 e 1 tiverem sido cortados. Rejeitar se houver 0
ou 1 sobrando.
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 1

Célculo do tempo de execucdo de Mj:

» Para a fase 1, sdo necessarias n transicoes (ou “passos”). Para retornar
a cabeca de leitura/escrita para a posicdo inicial, sdo necessarios
outros n passos. Logo, a fase 1 requer 2n passos, ou O(n) passos;

» Para cada iteracdo das fases 2 e 3, sdo necessarios O(n) passos.
Como cada iteracdo corta dois simbolos, serdo necessarias n/2
varreduras da fita para cortar todos os simbolos. Logo, as fases 2 e 3
requerem, na sua totalidade, 2 % O(n) = O(n?) passos;

> A etapa 4 exige uma unica varredura par decidir se aceita ou rejeita a
entrada. Logo, ela requer O(n) passos;

» O tempo total requerido por M7 para analisar uma cadeia de
comprimento n &, portanto, O(n) + O(n?) + O(n) = O(n?).
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 2

Seja novamente A = {0¥1%|k > 0}. Um outro algoritmo para decidir essa
linguagem é representado pela MT M> descrita a seguir:
1. Varrer a fita inteira e rejeitar se houver algum simbolo 0 depois de um
simbolo 1;
2. Repetir, enquanto existirem simbolos 0 e 1 na fita:
3. Fazer uma varredura na fita para determinar se a quantidade total de
simbolos 0 e 1 é par ou impar; rejeitar se for impar;
4. Fazer uma nova varredura, cortando Os alternados e depois 1s
alternados, comecando do primeiro 0 e do primeiro 1;
5. Aceitar se a fita ndo contiver nenhum 0 e nenhum 1; rejeitar caso
contrario.
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Exemplo com 0'31'3 (aceita por My):

coooooo0o0o0 00 oo HIEEEEEREEER
x@xolxfoxoxolxiox x P xH HBxH-H B~
x x xfolx x x[0lx x x[ox x x x[Jfx x x|x x x|«
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 2

» A quantidade inicial de 0 é 13 (impar);
» Depois, ela é reduzida para 6 (par);

» Depois para 3 (impar);

» Finalmente para 1( impar);

» A mesma seqiiéncia “impar, par, impar, impar” foi observada para a
quantidade de simbolos 1;

» Se impar=1 e par=0, ent3o as seqiiéncias obtidas correspondem a
1011;

» Invertendo, obtemos 1101, que representa 13 em binério;

» Portanto, as quantidades de 0 e 1 sdo idénticas e a cadeia pertence a
linguagem.
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 2

Exemplo com 013112 (rejeitada por My pois 13 + 12 = 25, que n3o & par):
cooooooo0o00 o0 oo JlIEEEEEEEERE

Exemplo com 031! (rejeitada por My pois 6 +5 = 1, que ndo & par):

ocoooooo0o00 00 oo HEINEENEEER
xolxfolx@xoxoxox x*HxHxHxHx
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 2

Seja w = 0™1"™:

» A representacdo binaria de m (ou n) é feita por divisdes inteiras
sucessivas por 2; os restos representam os algarismos dessa
representacdo, do menos para o mais significativo;

» Suponha que m +n é par; entdo, m =2*i+r,n=2%7j+ s, com
0<r,s<1l,e2*xi+7+2%j+sépar, ousea, r=s=0ou
r=s=1,

» Logo, m + n é par = o algarismo menos significativo na
representacdo binaria de m é igual ao algarismo menos significativo na
representacdo binaria de n;

» A marcacdo alternada representa uma divisdo por 2 inteira de m e n
(os restos r e s sdo desprezados);
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 2

» A iteracdo dos passos anteriores (verificagdo da paridade e marcagdo
alternada) garante que os algarismos seguintes na representacdo
binaria de m e n s3o idénticos também;

» Se n3o restar nenhum simbolo 0 ou 1, entdo a quantidade de digitos
que representam m e n sdo idénticas e, além disso, os digitos de
mesma posicdo em ambas as representacdes s3o idénticos também;

» Portanto, os nimeros binarios que representam m e n s3o idénticos,
m=new€ A.
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise

Caso 2

Em resumo:

w=0"1"

> Mo = T;Tij—1...21X0,
> Ny = YjYj—1---Y1Y0,
» (m=n)s (i=7)N (2 =y, 0 <k <i).
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 2

Célculo do tempo de execucdo de Ms:
» Cada uma das etapas 1,3,4 e 5 demanda uma varredura na fita que é
O(n);
» As etapas 1 e 5 sdo executadas uma (nica vez, e portanto sdo O(n);

» A etapa 4 corta @ metade a quantidade de Os e 1s cada vez que ela é
executada;

» Portanto, o loop é executado no maximo 1 + log, n vezes (adiciona-se
1 para poder zerar a quantidade de simbolos na fita; por exemplo,
log, 16 = 4 mas sdo necessarias 5 iteracGes para chegar
sucessivamente em 8, 4, 2, 1 e 0 simbolos na fita);
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 2

Calculo do tempo de execugdo de M; (continuagdo):

» Logo, o tempo total de execucio das etapas 2, 3 e 4 é
(1 +logyn) x (O(n) 4+ O(n)), ou seja, O(nlogn);

» O tempo total de execucdo de M; é
O(n) + O(nlogn) + O(n) = O(nlogn).
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 3

Seja novamente A = {0¥1%|k > 0}. Um outro algoritmo para decidir essa
linguagem é representado pela MT M3, dessa vez com duas fitas, descrita
a seguir:
1. Varrer a primeira fita inteira e rejeitar se houver algum simbolo 0
depois de um simbolo 1;

2. Varrer novamente a primeira fita até encontrar o primeiro 1, porém
copiando os simbolos 0 encontrados para a segunda fita;

3. Varrer os simbolos 1 da primeira fita, cortando um 1 dessa fita para
cada 0 encontrado na segunda fita;

4. Se restarem 0 na segunda fita ou 1 na primeira fita, rejeitar; caso
contrario, aceitar.
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 3

Exemplo com 0°1° (aceita por M3):

—> @ — O
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise
Caso 3

Célculo do tempo de execucdo de Ms:

» Cada uma das etapas 1,2,3 e 4 demanda uma varredura na fita que é

O(n);
» Cada uma das etapas 1,2,3 e 4 é executada uma anica vez;

» Portanto, o tempo total de execu¢do de M3 é O(n).
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise

Resumo

Para a linguagem A = {0¥1%|k > 0}:
> M, decide A em O(n?);
M decide A em O(nlogn);
M3 decide A em O(n);
A complexidade de tempo de A depende do modelo de computacdo
escolhido.
Observacdo: a simulacdo de M3 é feita por uma maquina de uma Gnica fita
de tempo O(n?).

v

v

v
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo

/

10
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Medicdo do tempo de execucdo

Analise

Resumo

Decidibilidade x Complexidade:

» Na teoria da decidibilidade, a escolha do modelo de computacdo ndo
muda as conclusdes sobre a decibibilidade de uma certa linguagem;

» Na teoria da complexidade, a escolha do modelo de computacio pode
resultar em complexidades de tempo diferentes para uma mesma
linguagem;

» Mas se a teoria da complexidade procura exatamente classificar os
problemas em funcdo da sua complexidade de tempo, qual modelo de
computacio deve ser usado?

» Os resultados apresentados pelos modelos deterministicos ndo sofrem
grandes variacdes;

» A idéia é criar um sistema de classificacdo que n3o seja sensivel a
pequenas variacdes de complexidade.
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Medicdo do tempo de execucdo

Modelos e complexidades de tempo

Relembrando alguns resultados anteriormente vistos:

O Toda MT de mudltiplas fitas e tempo ¢(n) > n possui uma MT
equivalente de uma Gnica fita com tempo O(t(n)?).
A eliminacdo das fitas adicionais transforma o tempo de execucdo por
no maximo uma poténcia de 2 do tempo original.

© Toda MT nio-deterministica de uma dnica fita e tempo t(n) > n
possui uma MT equivalente deterministica de uma Gnica fita com
tempo O(24™).
A eliminacdo de ndo-determinismos transforma o tempo de execucdo
por no maximo uma exponencial do tempo original.
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Medicdo do tempo de execucdo

As classes TIME, DT'IME e NTIMFE

» TIME(t(n)) =
{L|L & uma linguagem decidida por uma MT
de tempo O(t(n)}
» DTIME(t(n)) =
{L|L & uma linguagem decidida por uma MT deterministica
de tempo O(t(n)}
» NTIME(t(n)) =
{L|L & uma linguagem decidida por uma MT n3o-deterministica
de tempo O(t(n)}
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Medicdo do tempo de execucdo

Exemplo

» My : A€ TIME(n?);

» M, : A€ DTIME(n?);

» My : A€ NTIME(n?);

» My: AeTIME(nlogn);

» My: Ae DTIME(nlogn);
» My: Ae NTIME(nlogn);
» M3 :Ae TIME(n) ;

» Ms: A€ DTIME(n?);
» Ms: Ae NTIME(n?).
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A classe P

Introducdo

» Tempos de execucio polinomiais sdo considerados razoaveis, e as
diferencas entre eles s3o consideradas pequenas;
» Tempos de execucdo exponenciais s3o considerados n3o razoaveis, e as
diferencas entre eles e os tempos polinomiais sdo consideradas grandes;
» Seja n = 1.000:
» 1.000% = 1.000.000.000, grande porém administravel;
» 21:000 & myito maior que o nimero de 4tomos no universo observével
(estimado em ~1080);
» Algoritmos de tempo polinomial geralmente sdo suficientemente
rapidos (considerando-se os modelos e a tecnologia da computacdo
atual);

» Algoritmos de tempo exponencial raramente s3o Gteis (idem);
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A classe P

Introducdo

» Algoritmos de tempo exponencial geralmente surgem quando ha busca
exaustiva num espaco de possiveis solucdes;

» Algoritmos de tempo polinomial surgem quando ha um entendimento
mais profundo sobre a natureza do problema;

» Como os varios modelos deterministicos de computacio sdo todos
polinomialmente equivalentes, diferencas dessa ordem serdo ignoradas;

» Ser3o consideradas apenas as diferencas entre tempos polinomiais e
exponenciais, estes dltimos produzidos por modelos
n3o-deterministicos;

» Essa delimitacdo facilita o estudo da teoria, mas na pratica todas as
diferencas de tempo sdo relevantes e devem ser consideradas.
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A classe P

Definicdo

P é a classe das linguagens que podem ser decididas em tempo polinomial
por uma MT deterministica:

P =|JDTIME(n)
k
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A classe P

Propriedades

A classe P:

» E “matematicamente robusta”, ou seja, ela ndo depende no particular
modelo de computacio que esteja sendo usado, desde que esse seja
polinomialmente equivalente 3 Maquina de Turing deterministica;

» Corresponde aproximadamente 3 classe de problemas que s3o possiveis
de serem solucionados em um computador moderno, ou seja, ela
apresenta relevancia pratica;
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A classe P

Caracteristicas

Sempre que um algoritmo de tempo polinomial é descoberto para um
algoritmo que até entdo parecia requerer apenas tempo exponencial, isso
significa, geralmente, que:
» Foi obtido algum entendimento mais profundo sobre a natureza do
problema e sobre a forma de se conseguir uma solugdo para o mesmo;
» Novas reducdes de tempo podem ser obtidas na medida em que esse
entendimento for aprofundado, até finalmente alcancar uma
implementacdo suficientemente rapida para ser executada em
computadores modernos.
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A classe P

Exemplos de problemas em P

» CAM =
{(G, s,t) |G & um grafo direcionado que tem um caminho
de s para t}
> PRIMES =
{{z,y) |z e y sdo primos entre si}!
» LLC =
{(L,w)| L & uma linguagem livre de contexto e w € L}

!Nameros inteiros primos entre si s30 aqueles que possuem como (nico divisor

comum o nimero 1.
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A classe P

Problema CAM

CAM = {(G,s,t)| G é um grafo direcionado que tem um
caminho de s para t}
Teorema: CAM € P.
Prova:

1. Marcar o né s;
2. Repetir até que nenhum novo né tenha sido marcado:

3. Verificar todas as arestas de G e marcar todos os nés b tais que (a,b)
seja uma aresta e a seja um né ja marcado;

4. Se t estiver marcado, entdo aceitar; sendo, rejeitar.
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A classe P

Problema CAM

Calculo do tempo de execucdo (suponha que G tem n nés):
» A etapa 1 é proporcional a n, portanto ela é O(n);
» A etapa 2 é repetida n vezes, uma para cada né6 de G;
» A etapa 3 requer analisar se existem arestas com outros (n — 1) nés;
» As etapas 2 e 3 combinadas requerem n * (n — 1) analises, portanto
ela & O(n?);
» A etapa 4 é proporcional a n, portanto ela é O(n);
» O tempo total € O(n) + O(n?) + O(n) = O(n?);
» CAM € (P).
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A classe P

Problema CAM

Exemplo
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A classe P

Problema CAM

Exemplo

Determinar se hd caminho entre os nés 0 e 5:
» {0}, 0:{(0,1)}
» {0,1}, 1:{(1,3),(1,4)}
» {0,1,3,4}, 3:{(3,0),(3,4)} e 4:{(4,2),(4,6)}
» {0,1,2,3,4,6}, 2: {(2,5)} e 6: {(6,7)}
» {0,1,2,3,4,5,6,7}, 5:{(5,2)} e 7:{(7,4),(7,5)}
» {0,1,2,3,4,5,6,7}
» Como 5 €{0,1,2,3,4,5,6,7}, entdo existe um caminho entre os nés
0ebd;

» De fato, existem varios caminhos: 01425, 013425, 014675, 0134675
etc.
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A classe P

Problema CAM

Exemplo

Determinar se hd caminho entre os nés 2 e 6:
» {2}, 2:{(2,5)}
» {2,5}, 5:{(5,2)}
» {2,5}
» Como 6 ¢ {2,5}, entdo ndo existe um caminho entre os nés 2 e 6.
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Introducdo

» A pesquisa exaustiva por uma solucdo dentro de um espaco de
possiveis solucdes (conhecido como método da “forca bruta”)
geramente produz algoritmos de tempo exponencial;

» Todo problema decidivel pode ser resolvido pelo método da forca
bruta;

» Diversos problemas de interesse pratico possuem apenas algoritmos de
tempo exponencial;

» InGimeras tentativas tem sido feitas ao longo dos anos para encontrar
algoritmos de tempo polinomial para esses problemas, porém sem
sucesso até o momento;

» O motivo desse insucesso é desconhecido:

» Talvez os respectivos algoritmos de tempo polinomiais ainda n3o
tenham sido descobertos;

» Talvez eles nem existam, ou seja, talvez os correspondentes problemas
sejam intrinsicamente dificeis.
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A classe J

Definicdo

NP é a classe das linguagens que podem ser decididas em tempo
polinomial por uma MT n3o-deterministica:

NP = JNTIME(n)
k
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Propriedades

A classe NP:

» E insensivel ao modelo de computacdo ndo-deterministico selecionado,
uma vez que eles sdo todos polinomialmente equivalentes;

» Contém muitos problemas de interesse pratico.
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A classe N'P

Exemplos de problemas em NP

» Caminho Hamiltoniano (CAM HAM);

» CAMHAM = {(G,s,t)| G & um grafo direcionado
que tem um caminho de s para t que passa por todos os demais nés
de G exatamente uma vez}

» Pode ser resolvido por uma MT n3o-deterministica de tempo
polinomial, ou seja por um MT deterministica de tempo exponencial.

» N3o se sabe se existem MT deterministicas de tempo polinomial que
resolvam o mesmo.
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A classe NP

Problema CAM HAM

MT n3o-deterministica que decide CAM HAM em tempo polinomial:

1. Gerar uma lista de m nameros p1, po, ..., Pm, onde m é o nimero de
nés de G. Os nimeros p; sdo escolhidos de forma n3o-deterministica;

2. Se houver repeticGes de nameros na lista, rejeitar;
3. Se p1 # s ou py, # t, rejeitar;

4. Yi,1 <i<m—1, verificar se (p;,pi+1) € uma aresta de G; se alguma
n3o for, rejeitar, caso contrario, aceitar.

Como todas as etapas sdo executadas em tempo polinomial, o algoritmo
executa em tempo polinomial (numa MT n&o-deterministica).
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A classe N'P

Problema CAM HAM

Exemplo

» Suponha G com 6 nés, denotados 0 a 5. A escolha ndo-deterministica
de uma cadeia com 6 nés pode ser feita, por exemplo, pela Maquina
de Turing M, representada parcialmente a seguir;

» Em cada ramo da sua computacdo, M produz uma cadeia (possivel
solu¢do do problema) diferente e grava a mesma numa fita
inicialmente preenchida apenas com brancos;

» A verificacio da validade de cada cadeia como solucdo do problema é
feita partir do estado ¢i0;
» M possui 6° seqiiéncias distintas de movimentacdo, uma para cada

cadeia possivel de ser gerada de forma ndo-deterministica (000000 até
555555).
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A classe NP

Problema CAM HAM

Exemplo
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A classe N'F

Problema CAM HAM

Exemplo

Suponha s =0 e t = 5. Cadeias possiveis geradas pela Maquina de Turing
nio-deterministica:

» 420531: rejeita, pois s = 4 (deveria ser 0);
» 025143: rejeita, pois t = 3 (deveria ser 5);
» 013245: rejeita, pois 2 ndo é sucessor de 3;
» 135502: rejeita, pois ha repeticdo do né 5;
> 013425: aceita.
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A classe N'P

Exemplos de problemas em NP

COMPOSTOS = {x |z =p-q, para inteiros p,q > 1}

» Pode ser resolvido por uma MT n3o-deterministica de tempo
polinomial, ou seja por uma MT deterministica de tempo exponencial,

» O tamanho da entrada n é medido pelo namero de algarismos do
nimero que se deseja testar (n = logip(x));

» Os algoritmos mais simples possuem tempo exponencial em n (como
por exemplo gerar todos os nameros com n algarismos e testar um por
um para verificar se = é divisivel por ele, analisando depois o resto).
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A classe J

Problema COM POSTOS

> Até recentemente suspeitava-se que COM POSTOS € P mas ndo
havia prova disso;

» Em 2002 foi descoberto um algoritmo de tempo polinomial para esse
problema, ou seja, foi provado que COM POSTOS € P.

> Teste de primalidade de AKS (Agrawal-Kayal-Saxena, Indian Institute
of Technology) com tempo O(log'?(z));

> InvestigacBes posteriores conseguiram reduzir esse tempo para
O(log®());
» O(g(n)) = O(g(n) * log®(g(n))) para algum valor de k.
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A classe N'F

Problema COM POSTOS

Curvas para 10%,log'2(z) * log(log*?(x)) e log®(x) * log(log®(z)):

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 13 de setembro de 2017 73 / 162



Definicdo

Um verificador para uma linguagem A é um algoritmo V' tal que:

A ={w|V aceita (w,c) para alguma cadeia c}

» O verificador apenas analisa uma possivel solucdo para o problema e
informa se ela de fato é uma solucdo (aceitando-a) ou ndo
(rejeitando-a);

» O verificador ndo encontra uma solucdo para o problema, ele apenas
verifica uma possivel solugdo gerada a priori;

» Um verificador polinomial é aquele cujo tempo de execucio é
polinomial com o tamanho da cadeia w;

» Uma linguagem é polinomialmente verificavel se ela tem um
verificador de tempo polinomial.
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A classe N'F

Definicdo

w

w c
A
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Definicdo

Seja V' um verificador polinomial. Entdo |c| = O(|w|*), pois:

> Essa é a quandidade maxima de simbolos que V' pode analisar dentro
da sua limitacdo de tempo.
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Exemplos

Verificadores para algumas linguagens:
» Para CAMHADM, ¢ & um caminho qualquer entre dois nés;
o verificador apenas testa se esse caminho & um caminho
Hamiltoniano;
» Para COMPOSTOS, ¢ & um niamero inteiro qualquer;
o verificador apenas testa se = é divisivel por ele;
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A classe N

Definicdo alternativa

NP é a classe das linguagens que tem verificadores de tempo polinomial.

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 13 de setembro de 2017 78 / 162



A classe NP

Equivaléncia das definicdes

Teorema:

L possui um verificador de tempo polinomial < L é decidida por uma MT
ndo-deterministica de tempo polinomial.

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 13 de setembro de 2017 79 / 162



A classe N'P

MTs n3o-deterministicas de tempo polinomial x

verificadores polinomais

L possui um verificador V' de tempo polinomial = L é decidida por uma
MT n&o-deterministica N de tempo polinomial.
Prova

Sobre a entrada w de comprimento n:

» Suponha que V seja uma MT de tempo n*;
» Construir uma MT n&o-deterministica IV tal que:

1. N seleciona n3o-deterministicamente uma cadeia ¢ de comprimento
maximo n*;

2. N executa V sobre (w,c);

3. Se V aceitar, N aceita; se V rejeitar, N rejeita.

» N gera todas as possiveis solucbes e usa V' para testar cada uma delas.
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A classe N'P

MTs n3o-deterministicas de tempo polinomial x

verificadores polinomais

L é decidida por uma MT n3o-deterministica N de tempo polinomial = L
possui um verificador V' de tempo polinomial.
Prova

Sobre a entrada (w, ¢):

» Considerar N como uma MT que decide L pelo método da forca
bruta (sempre existe uma);
» Construir V tal que:
1. V simula N sobre a entrada w, usando os simbolos de ¢ para orientar
as suas escolhas n3o-deterministicas iniciais;
2. Ela executa V sobre (w, c¢);
3. Se N aceitar, V aceita; se N rejeitar, V rejeita.

» V se comporta como IV, exceto por escolher a cadeia ¢ ao invés de
fazer escolhas n3o-deterministicas.
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A classe N'P

DefinicGes

» L e NP & L é decidida por uma MT n3o-deterministica
de tempo polinomial;

» L € NP < L possui um verificador de tempo polinomial.
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A classe N'P

Problema CLIQUFE

CLIQUE = {(G,k) |G & um grafo nao-direcionado com um k — clique}

» Um clique em um grafo n3o-direcionado é um subgrafo no qual todo
par de nés estd conectado por uma aresta;

» Um k — clique é um clique que contém k nos.

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 13 de setembro de 2017 83 / 162



A classe N'P

Problema CLIQUFE

» Grafo com um 5 — clique:

O£

%

» CLIQUE € NP mas n3o se sabe se CLIQUE € P.
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A classe J

Problema CLIQUFE

Teorema: CLIQUE € NP.
Prova usando uma MT n3o-deterministica de tempo polinomial:
» Construir uma MT n&o-deterministica IV tal que, a partir da entrada
(G, k):
1. N3o-deterministicamente seleciona um conjunto ¢ formado por k nés;
2. Verifica se G contém arestas que conectam todos os pares de nés de c;
3. Em caso afirmativo, aceita; caso contrario, rejeita.
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A classe J

Problema CLIQUFE

Teorema: CLIQUE € NP.
Prova usando um verificador de tempo polinomial:
» Construir um verificador V' tal que, a partir da entrada ((G, k), ¢):

1. Verifica se ¢ € um conjunto de nés em G rejeita caso contrario;
2. Verifica se G contém arestas que conectam todos os pares de nés de c;
3. Em caso afirmativo, aceita; caso contrario, rejeita.
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A classe N'P

Problema SO]WASUBC

SOMAsupc = {(S,t)| S = {x1,x2,...,x1} e, para algum

m
Y = {yl""vym} C S’Zyz = t}
=1

» Sejam dadas uma cole¢do (conjunto em que sdo permitidas repeticdes
de elementos) de nameros inteiros S = {1, x2, ..., £} € um nimero
inteiro t;

» Determinar se existe uma colecdo (idem) Y = {y1,...,ymn} C S tal

m
que Zyz ={.
i=1
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A classe J

Problema SO]WASUBC

> ({4, 11,16, 21, 2, 7}, 25> € SOM Agypc pois 4 + 21 = 25;
({4,11,16,21,2,7},1) ¢ SOM Asypc pois todos os elementos x; de
S s3o maiores do que 1;

» SOMAsysc € NP mas ndo se sabe se SOM Agypc € P.
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A classe J

Problema SO[\JASUBC

Teorema: SOM Asypc € NP.
Prova usando uma MT n3o-deterministica de tempo polinomial:
» Construir uma MT n&o-deterministica IV tal que, a partir da entrada
(S, 1):
1. N3o-deterministicamente seleciona um conjunto ¢ dos nimeros em S
2. Verifica se a soma dos niimeros de ¢ é igual a ¢;
3. Em caso afirmativo, aceita; caso contrario, rejeita.
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A classe J

Problema SO]WASUBC

Teorema: SOM Asypc € NP.
Prova usando um verificador de tempo polinomial:
» Construir um verificador V' tal que, a partir da entrada ((5, 1), c):

1. Verifica se os elementos de ¢ est3o todos contidos em S
2. Verifica se a soma dos nameros de ¢ é igual a ¢;
3. Em caso afirmativo, aceita; caso contrario, rejeita.
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Resumo

» P é o conjunto das linguagens que sdo decidiveis em tempo polinomial
em MTs deterministicas;

» P é o conjunto das linguagens cuja pertinéncia pode ser
decidida rapidamente;

» NP é o conjunto das linguagens que s3o decidiveis em tempo
polinomial em MTs n&o-deterministicas (equivalentemente, em MTs
deterministicas de tempo exponencial);

» NP é o conjunto das linguagens cuja pertinéncia pode ser
decidida lentamente ;

» NP é o conjunto das linguagens que s3o verificaveis em tempo
polinomial;

» NP é o conjunto das linguagens cuja pertinéncia pode ser
verificada rapidamente .
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A classe J

Como se relacionam os conjuntos P e N'P?

» Como toda linguagem que pode ser decidida por uma MT
deterministica pode também ser decidida por uma MT
n3o-deterministica, segue que P C N'P;

» Resta saber se P = NP ou se P # NP;

» Em outras palavras: serd que todo algoritmo de tempo exponencial
tem um equivalente de tempo polinomial? Ou serd que existem
problemas que sé podem ser resolvidos através de algoritmos de
tempo exponencial?

» A questdo P versus NP & um dos maiores problemas ainda n3o
resolvidos na Ciéncia da Computacdo e da Matematica.
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» Muita pesquisa e muitos esforcos ja foram dedicados para descobrir
algoritmos de tempo polinomial para diversos problemas de tempo
exponencial de interesse pratico;

» Da mesma forma, para provar que existem certos problemas de tempo
exponencial que ndo possuem algoritmos de tempo polinomial;

» No entanto, nenhum resultado concreto foi obtido até hoje para
nenhuma dessas iniciativas;

» A impressdo geral é que existem problemas que s6 podem ser
resolvidos por algoritmos exponenciais, ou seja, que P # NP.
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A classe J

» Se algum dia for demonstrado que P = NP, entdo todos os problemas
de tempo exponencial poderdo ser decididos em tempo polinomial;

» Se algum dia for demonstrado que P # NP, entdo saberemos que
existem problemas intrinsecamente dificeis (aqueles pertencentes a
NP — P), para os quais todas as solucdes algoritmicas serdo
necessariamente exponenciais;

» O Clay Mathematics Institute oferece US$1.000.000,00 para quem
apresentar uma prova formal de que P # NP ou P = N'P;

> http://www.claymath.org/millennium-problems/p-vs-np-problem
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Apenas uma das alternativas acima é a correta,
mas ainda ndo se sabe qual delas.

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 13 de setembro de 2017 95 / 162



Redutibilidade em tempo polinomial

Perguntas

Dada uma linguagem decidivel L qualquer, como provar:
» LeP?
» Apresentando uma MT deterministica de tempo polinomial que decide
L, ou
» Efetuando uma reducio para outro problema pertencente a P
(conforme explicado mais adiante).

» Le NP?
» Apresentando uma MT n3o-deterministica de tempo polinomial que
decide L, ou
» Apresentando um verificador de tempo polinomial para L.
» L ¢P?

» N3o existe método conhecido. Pode-se apenas exibir fortes evidéncias
de que isso seja verdade (através da NP-completude, explicada mais
adiante).
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Redutibilidade em tempo polinomial

Conceito

» A redutibilidade estudada anteriormente n3o leva em consideracdo o
tempo necessario para mapear instancias de um problema P; em
instancias de um problema Ps;

» Uma nova defini¢do sera feita, de forma a garantir que a redugdo seja
feita de forma “eficiente”;

» Dessa maneira, uma soluc3o eficiente para um problema P, podera ser
usada para resolver, de forma igualmente eficiente, um problema P;.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Funcdo computével em tempo polinomial

Uma fungdo f: X* — ¥* é dita uma “fungdo computavel em tempo
polinomial” se existir uma MT deterministica de tempo polinomial que, ao
processar a entrada w, para com exatamente f(w) gravada na sua fita.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo em tempo polinomial

Uma linguagem A é dita “redutivel em tempo polinomial” a linguagem B,
denotado A <p B, se existir uma funcdo computavel em tempo polinomial
[ X — ¥* tal que:

weAs f(w)eB

Diz-se que a funcdo f é uma “reducio de tempo polinomial” de A para B.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo em tempo polinomial

Se uma linguagem A é redutivel em tempo polinomial para uma outra
linguagem B, sabidamente decidivel em tempo polinomial por uma MT
deterministica, segue que existe uma MT deterministica de tempo
polinomial que decide A.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdes e decidibilidade/complexidade

Decidibilidade:

» Uma solu¢do para um problema B, combinada com uma reducio
(qualquer) de A para B, produz uma solugdo para A.

Complexidade:

» Uma solucio eficiente para um problema B, combinada com uma
reducdo eficiente de A para B, produz uma solucdo eficiente para A.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Teorema 1

Teorema:
Se A<pBeBecP,entio AcP.
Prova:

» Seja M a MT que decide B;

» Seja f a reducdo de tempo polinomial de A para B;
» Construir N tal que, para a entrada w:

1. N computa f(w);

2. N simula M com a entrada f(w);

3. Se M aceita, aceitar; se M rejeita, rejeitar.

» Como f executa em tempo polinomial e M executa em tempo
polinomial, segue que a composicdo, ou seja IV, também executa em
tempo polinomial e portanto A é decidida em tempo polinomial, ou
seja, A € P.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Teorema 1

De Hopcroft07:

» Suponha w € A, |w| =m;

» Como f(w) & O(m’), para algum j, entdo |f(w)| = c¢-m/ para algum
C,

» Suponha que M, que decide B, é O(nk);

» Entdo, o tempo que M leva para decidir f(w) & O((c-m/)¥);

» O tempo total consumido, incluindo 0 mapeamento de w em f(w), é
O(m?) + O((c-m?)*) = O(m? + (c-m?)F);

» Simplificando, temos O(m/ + ek . mjk);

» Como ¢, j e k sdo constantes, segue que o tempo total para NV é
polinomial em funcio de m.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Teorema 1

“Reducdes de tempo polinomial sdo importantes pois o limite imposto no
namero de transicdes executadas pela maquina que efetua a reducio limita
também o comprimento da cadeia que é gerada para a maquina decisora.
Essa propriedade garante que a combinacdo de uma reducdo de tempo
polinomial com um algoritmo de tempo polinomial produz um outro
algoritmo de tempo polinomial.”
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Redutibilidade em tempo polinomial

Teorema 2

Teorema: Se A <p Be B<p (C, entdo A <p C.
Prova:

» A composicdo de reducdes polinomiais € também uma reducdo
polinomial.

A relacdo “reducdo em tempo polinomial” é transitiva.
Detalhes em Martin91.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Férmula booleana

» Variavel boolena: aquela que pode assumir os valores “verdadeiro” (1)
ou “falso” (0);

» OperacBes boolenas: “E” (A), “OU” (V) e “NAQ" (barra superior):
0OANO=0|0VvV0O=0]|0=1
0A1l=0|0Vv1=1|1=0

INO=0|1VvO0=1
INnl=1|1Vvl=1

» Férmula booleana: composta por variaveis e operacdes booleanas.
Exemplo: ¢ = (T Ay)V (zAZ)

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 13 de setembro de 2017 106 / 162



Redutibilidade em tempo polinomial

Problema SAT

» Uma férmula booleana é dita ‘satisfazivel” se houver alguma
atribuicdo de valores 0 e 1 para as suas variaveis de tal forma que o
valor resultante seja 1;

Exemplo: a féormula ¢ = (Z Ay) V (z A Z) é satisfazivel pois
x=0,y=1,2=0 faz com que ¢ = 1;

» SAT = {(¢) | ¢ é uma férmula satisfazivel};

» SAT é decidivel: basta testar se alguma das 2" possiveis combinacdes
de valores para as n variaveis da férmula satisfaz & mesma;

> SAT € N'P;
» SAT € P?
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Redutibilidade em tempo polinomial

FNC-férmula

> Literal: varidvel booleana ou varidvel booleana negada;
Exemplos: x1, T3

» Clausula: férmula composta por literais e operadores “OU” (V);
Exemplo: (z1 VT2 VT3V x4)

» FNC-férmula: (de Forma Normal Conjuntiva) férmula composta por
clausulas conectadas por operadores “E” (A);
Exemplo: (z1 VT2 VT3V ag) A (x3VT5 V) A (x3V Tg)

» Prova-se que toda férmula boolena pode ser convertida para uma
FNC-férmula equivalente.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Problema 3SAT

» Caso especial do problema SAT;

» 3ENC-férmula: FNC-férmula em que todas as clausulas contém
exatamente trés literais;
Exemplo: (z1 VT2 VT3) A (23 VT5 V xg) A (23 V x5 V X6)

» 3SAT = {(¢) | ¢ € uma 3FNC-férmula satisfazivel};
Exemplo: ¢ = (21 Va1 Vo) AN (TT VT2V T2) A (TTV a2 V) € 3SAT
pois ela tem valor 1 com 21 =0 e x5 = 1;

» Para a férmula ser satisfazivel, cada clausula deve conter um literal
com o valor 1;

» Prova-se que toda férmula booleana possui uma 3F NC-férmula
equivalente;

» O tamanho desta férmula, no entanto, cresce exponencialmente com o
tamanho da entrada.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo de 3SAT para CLIQUFE

Teorema: 3S AT é redutivel em tempo polinomial para CLIQUE.
Prova:

» Sejap = (a1 Vb Ver)A(agVbaVer)A...(ag Vb V)
» A redugdo produz uma cadeia (G, k), onde G é um grafo
n3o-direcionado com um k-clique sse ¢ é satisfazivel;

» A construcdo de GG é apresentada a seguir.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo de 3SAT para CLIQUFE

Construcdo de G a partir de ¢:
» (G possui k - 3 nos;
» Cada né representa um literal de ¢;

» Os nés sdo agrupados em triplas, cada tripla corresponde a uma
clausula;
» Os arcos conectam todos os pares de nés de (G, exceto:

» No6s que fazem parte da mesma tripla (exemplo: a1 e b1);
» No6s que representam um literal e a sua negacdo (exemplo: a; e @7).
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo de 3SAT para CLIQUFE

Exemplo para ¢ = (z1 Va1 Vag) A (TT VT2 VT2) A (TT Va2 V x9):
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Redutibilidade em tempo polinomial

Estratégias para provar a reducao

Suponha que se deseje provar:
w € A se e somente se f(w) € B

(we A& f(w) € B)

Duas estratégias sdo possiveis para obter a prova:
QuweA= f(w)eB
w¢ A= f(w) ¢ B
QuweA= f(w)eB
flwyeB=weA

Elas sdo equivalentes. Usaremos a segunda.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo de 3SAT para CLIQUFE

¢ é satisfazivel = G tem um k-clique:
» Sejap= (a1 Vb1 Ver)A(agVbaVer)A...(ag Vb V),
» Se ¢ é satisfazivel, entdo pelo menos um literal é verdadeiro em cada

clausula;

» Selecionar o n6 correspondente em cada tripla (se houver mais de um,
fazer uma selecdo arbitraria);

» O namero de nés selecionado é k, pois foi escolhido um né em cada
tripla;

» Os n6s selecionados estdo todos interligados, pois:

» Nenhum par é da mesma tripla (foi escolhido apenas um literal em
cada clausula);

» Nenhum par é formado por nés contraditérios (um literal e o seu
complemento ndo podem ser ambos verdadeiros).

» Logo, G tem um k-clique.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo de 3SAT para CLIQUFE

(¢) € SAT = (G,3) € CLIQUE

Q.0 O

®

> o= (1 Vo1 V) AN(TTVT2VT2) A (TTV 2 Vo) € satisfazivel para
T = Oe T = 1;

» G tem um 3-clique formado pelos nés xs, T7, 2.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo de 3SAT para CLIQUFE

G tem um k-clique = ¢ é satisfazivel:
» Seja G um grafo com um k-clique;

» Nenhum par de nés desse k-clique pertence a mesma tripla, pois nés
da mesma tripla ndo sdo conectados;

» Logo, cada uma das k triplas possui exatamente um né no k-clique;

> Selecionar os nés do k-clique e atribuir valores as variaveis de tal
forma que os correspondentes literais tenham o valor verdadeiro;

» Como nés contraditérios ndo sdo conectados, essa atribuicdo sera
sempre possivel;

» A atribuic3o satisfaz ¢, pois cada clausula possui um literal com o
valor verdadeiro.

» Logo, ¢ é satisfazivel.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo de 3SAT para CLIQUFE

(G,3) € CLIQUE = (¢) € SAT

©-.0 6
O AN ©
@ B
® " ®

» G tem um 3-clique formado pelos nés xo,T7, T1

» Selecionar 15,771,771 e fazer zo =1 e x1 = 0.
p=(r1VriVa) AN (TIVT2VTI2) A (T1VaaVxe) é satisfazivel.

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 13 de setembro de 2017 117 / 162



Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo de 3SAT para CLIQUFE

Seja:

gb:(xl\/xlVxl)/\(at_l\/x_l\/x_l)/\(xg\/xg\/xg)/\(at_g\/x_g\/x_g)

> ¢ ndo é satisfazivel (¢ ¢ SAT), pois pelo menos uma clausula é
sempre falsa;

» Portanto, G ndo tem um 4-clique e (G,4) ¢ CLIQUE;

» N3o obstante, é facil verificar que (G,2) € CLIQUE (usando, por
exemplo, 0s nés x1 e x2).
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo de 3SAT para CLIQUFE

Analise do tempo de execucdo do algoritmo proposto:
» Sejap= (a1 Vb1 Ver)A(agVbaVer)A...(ag Vb V),
> ¢ possui 3 - k literais (distintos ou n3o);
» G possui 3 - k nés distintos;
» Para determinar os arcos de (G, é necessario inspecionar os 3 - k nds

individualmente e, para cada um deles analisar possiveis conexdes com
outros 3 - k — 3 n6s (todos exceto os da mesma tripla);

» Portanto, sdo necessarias (3-k)-(3-k—3) =9 k% —9-k analises
distintas;

> Logo, o algoritmo de reducdo possui tempo polinomial com o tamanho
da entrada.
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Redutibilidade em tempo polinomial

Reducdo de 3SAT para CLIQUFE

» Temos uma reducdo de tempo polinomial de 3SAT para CLIQUE,

» Se CLIQUEFE for solucionavel em tempo polinomial, entdo 3SAT
também o sera;

» Problemas de naturezas completamente diferentes, como 3SAT e
CLIQUE, possuem complexidades relacionadas;

» Esse resultado pode ser generalizado para toda uma classe de
problemas.
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NP-completude

Conceitos

» A complexidade de certos problemas em NP esté relacionados com a
complexidade de todos os problemas de N'P;

» Esses problemas formam um subconjunto de N'P;

» A sua descoberta, na década 70, foi um marco na histéria da Ciéncia
da Computacdo.
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NP-completude

Problema N P-hard

Um problema (linguagem) B é dito A'P-hard se a seguinte condi¢cdo for
verificada:

» B ni3o necessita pertencer a N'P;

» VA € NP, existe uma reducio de tempo polinomial de A para B.
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NP-completude

Problema N P-hard

P

B pode ou n3o pertencer a NP
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NP-completude

Problema NP-completo

Um problema (linguagem) B é dito N'P-completo se as seguintes
condicdes forem verificadas:

» Be NP;
» VA € NP, existe uma reducio de tempo polinomial de A para B.
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NP-completude

Problema NP-completo

B deve pertencer 3 NP
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NP-completude

Problema NP-completo

Ou seja:
» Um problema NP-completo é um problema NP-hard que pertence a
NP;
» Todo problema NP-completo & também um problema NP-hard;
» Nem todo problema A'P-hard é N'P-completo;

» Um problema B é N'P-hard sse existir algum problema NP-completo
A que seja redutivel para B.
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NP-completude

Problema NP-completo

Problemas N/P-completos podem ser considerados como “problemas
universais’ na classe N'P:

» Eles sdo pelo menos tio dificeis quanto qualquer outro problema em
NP;

» A eventual descoberta de uma maquina deterministica de tempo
polinomial que resolva um tal problema é suficiente para permitir a
constru¢do de maquinas com as mesmas caracteristicas que resolvam
todos os problemas em NP;

» Tal descoberta provaria que P = N'P.

As trés consideracdes acima sdo validas também para problemas NP-hard.
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NP-completude

A classe NPC

» A classe N'PC é formada por todos os problemas NP-completos;
» N'PC C N'P;

» A complexidade de todos os problemas em NP é relacionada
individualmente com a complexidade de cada problema em NPC.

» Problemas NP-completos aparecem em todas as areas;
» A maioria dos problemas NP conhecidos esta em P ou N'PC;

» Se um problema estd em N'PC, essa &€ uma forte evidéncia de que
provavelmente ele ndo esta em P;

» Problemas NP-completos sdo os principais candidatos para estar em
NP —P.
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NP-completude

A classe NPC

Apenas uma das alternativas acima é a correta,
mas ainda n3o se sabe qual delas.
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NP-completude

Teorema 3

Teorema: Se B e NPC e B € P, entio P = NP.
Prova:

» Decorre diretamente da definicdo de redutibilidade em tempo
polinomial.
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NP-completude

Teorema 4

Teorema: Se BeNPC e B<pC, comC € NP, entio C € NPC.
Prova:
» Como B € N'PC, entdo todos os problemas de NP reduzem em
tempo polinomial para B;
» Como B reduz em tempo polinomial para C, e a composicio de
reducdes polinomiais € também polinomial, entdo todos os problemas
de NP sido redutiveis em tempo polinomial para C;

» Como, por suposicio, C € NP, entdo C € NPC.
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NP-completude

Teorema 4
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NP-completude

Teorema 5

Teorema: Se Be NPH e B <p C, entdo C € NPH.
Prova:
» Como B € N'PH, entdo todos os problemas de NP reduzem em
tempo polinomial para B;
» Como B reduz em tempo polinomial para C, e a composicio de
reducdes polinomiais € também polinomial, entdo todos os problemas
de NP sido redutiveis em tempo polinomial para C;

» Logo, C € N'PC.
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NP-completude

SAT € NPC

Teorema: SAT € N'PC.
Prova:

» Conhecido como Teorema de Cook (ou Cook-Levin), foi provado em
1971;

» A prova é longa e repleta de detalhes (Hopcroft-2007);
» Ela é baseada em nas seguintes ideias:

» Demonstracdo de que SAT € NP (simples): para isso, & suficiente
apresentar uma MT n3o-deterministica que adivinha uma atribuicdo de
valores booleanos para as varidveis e depois testa se essa atribuicio
satisfaz a férmula.

» Demonstracio de que todos os problemas A € NP possuem uma
reducdo de tempo polinomial para SAT (complexa): é feita através de
uma reducdo que simula a MT para A com a entrada w, produzindo
uma férmula booleana ¢ tal que w € A < ¢ é satisfazivel.
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NP-completude

SAT € NPC

Corolério: 3SAT € NPC.
Prova:

» 3SAT € N'P;

» Pode-se apresentar uma reducdo de tempo polinomial de SAT para
35S AT, ou fazer uma demonstracdo direta, modificando a
demonstracdo de que SAT € N'PC;

» A reducdo de SAT para 3SAT mapeia férmulas que s3o satisfaziveis
simultaneamente, porém n3o necessariamente equivalentes.

Corolario: CLIQUE € NPC.
Prova:

» CLIQUE € N'P;

» A reducdo de tempo polinomial de 3SAT para CLIQU E apresentada
anteriormente é a prova.
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NP-completude

A classe NPH

O

Apenas uma das alternativas acima é a correta,
mas ainda n3o se sabe qual delas.
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NP-completude

A classe NPH

Exemplo de problema que pertence 3 N’PH mas ndo pertence a N'PC:
PARApyT = {(M,w)| M & uma MT que para com a entrada w}

Prova:
» Reduc3o de tempo polinominal de SAT para PARAyT:

» A partir de uma férmula booleana ¢, construir uma MT M que gera e
testa todas as possiveis atribuicbes de valores para as suas varidveis;

» Se alguma combinacdo de valores satisfizer ¢, M para; caso contrério,
M entra em loop infinito.

» PARAyT ¢ NP, pois PARA 1 ndo é decidivel;
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NP-completude

A classe NPH

Se existisse solucdo de tempo polinomial para um problema indecidivel
(PARApT), entdo existiria um algoritmo de tempo polinomial para um
problema decidivel (SAT') para o qual, pelo menos até hoje, se conhece
apenas solucdes de tempo exponencial.
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NP-completude

Estratégias

Para provar que P = N'P:
» Provar que algum (qualquer um) problema N P-completo pertence a
P;
» Como conseqiiéncia, todos os problemas de /P poderdo ser
resolvidos de forma eficiente.
Para provar que P # N'P:
» Provar que existe pelo menos um problema A pertencente 3 NP que
ndo pertence a P;
» Se isso for provado, todos os problemas NP-completos estardo

automaticamente em N'P-P (pois, se assim n3o fosse, haveria um
algoritmo eficiente para resolver A, e isso contradiz o fato de que

A¢P).
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NP-completude

Estratégias

Ao encontrar um novo problema:
» Verificar se algum problema NP-completo é redutivel a ele em tempo
polinomial:
» Em caso afirmativo, & improvavel que exista algoritmo de tempo
polinomial para ele (pois se houvesse haveria também para inimeros
outros problemas que ja vem sendo pesquisados ha anos) e
provavelmente ndo vale a pena dedicar esforcos nesse sentido.

» Verificar se esse novo problema é redutivel em tempo polinomial para
algum problema pertencente a P:
» Em caso afirmativo, o novo problema também pertence a P.

» Pesquisar, diretamente, se esse novo problema pertence a P.
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NP-completude

Outros problemas NP-completos

A demonstracio de que um problema estd em N'PC pode ser feita:
» De forma direta (pouco utilizada), como no caso do SAT;
» Por reducdo de tempo polinomial a partir de algum outro problema

reconhecidamente em A'PC (largamente utilizada), como por exemplo
SAT, 3SAT (principalmente) ou CLIQUE;

» Desde o inicio da década de 1970, milhares de problemas
N'P-completos ja foram identificados, todos eles de grande interesse
pratico;

> https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_NP-complete_problems
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NP-completude

Exemplos de problemas NP-completos

© Problema:
Conjuntos independentes (Cl).

© Descricdo:
Determinar se um grafo GG possui um subconjunto de nés tal que
nenhum par de nés desse subconjunto esteja conectado por algum
arco.

© Entrada:
Um grafo G e um ndmero inteiro k entre 1 e o nimero de nés de G.
Q Saida:
SIM se e somente se G tem um conjunto independente formado por k
nés.
© Reducio:
3SAT.
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NP-completude

Exemplos de problemas NP-completos

@ Problema:
Cobertura de nés (CN).

© Descricdo:
Determinar se um grafo GG possui um subconjunto de nés tal que
todos os arcos de GG sejam tocados, em pelo menos uma extremidade,
por algum né do subconjunto.

© Entrada:
Um grafo G e um ndmero inteiro k entre 0 e o nimero de nés de G
menos um.

Q Saida:
SIM se e somente se G tem um conjunto independente formado por k
nés.

© Reducio:
Conjuntos independentes.
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NP-completude

Exemplos de problemas NP-completos

“Circuito Hamiltoniano” em um grafo G:
© Caminho que visita todos os nés de G uma Gnica vez;
© Deve formar um ciclo, ou seja, comecar e terminar no mesmo né;
© A quantidade de n6s do caminho é igual & quantidade de nés do grafo;

@ A quantidade de arcos do caminho é igual a quantidade de nés do
grafo.
N&o confundir “Caminho Hamiltoniano” (cada né comparece uma dnica
vez) com “Circuito Hamiltoniano” (idem, exceto que o primeiro n6 deve ser
igual ao altimo).
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Exemplos de problemas NP-completos

© Problema:
Circuito Hamiltoniano direcionado (CIHD).
© Descricdo:
Determinar se um grafo direcionado G possui um Circuito
Hamiltoniano.
© Entrada:
Um grafo direcionado G.

Q Saida:

SIM se e somente se G possuir um Circuito Hamiltoniano.

© Reducio:
3SAT.
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NP-completude

Exemplos de problemas NP-completos

Q Problema:
Circuito Hamiltoniano n3o-direcionado (CIHN).

© Descricdo:
Determinar se um grafo ndo-direcionado G possui um Circuito
Hamiltoniano.

© Entrada:
Um grafo n3o-direcionado G.

Q Saida:

SIM se e somente se G possuir um Circuito Hamiltoniano.

© Reducio:
Circuito Hamiltoniano direcionado.
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Exemplos de problemas NP-completos

© Problema:
Caminho Hamiltoniano direcionado (CAHD).
© Descricdo:
Determinar se um grafo direcionado G possui um Caminho
Hamiltoniano.
© Entrada:
Um grafo direcionado G.
Q Saida:
SIM se e somente se G possuir um Caminho Hamiltoniano.
© Reducio:
3SAT.
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Exemplos de problemas NP-completos

©Q Problema:
Caminho Hamiltoniano n3o-direcionado (CAHN).

© Descricdo:
Determinar se um grafo ndo-direcionado G possui um Caminho
Hamiltoniano.

© Entrada:
Um grafo n3o-direcionado G.

Q Saida:

SIM se e somente se G possuir um Caminho Hamiltoniano.

© Reducio:
Caminho Hamiltoniano direcionado.
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NP-completude

Exemplos de problemas NP-completos

© Problema:
Caixeiro viajante (CV).

© Descricdo:
Determinar se um grafo ndo-direcionado G, com valores nimericos
inteiros atribuidos aos seus arcos, possui um Circuito Hamiltoniano e,
além disso, a soma dos pesos dos arcos que compdem esse caminho é
menor ou igual a k.

© Entrada:
Um grafo ndo-direcionado G com valores inteiros atribuidos aos seus
nés e um valor de k;

Q Saida:
SIM se e somente se G possuir um Circuito Hamiltoniano com a
caraceristica descrita.

© Reducio:
Circuito Hamiltoniano n3o-direcionado.
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Exemplos de problemas NP-completos

© Problema:
Soma do subconjunto (SS).
@ Descricdo:
Determinar se um conjunto de nimeros inteiros contém algum
subconjunto cuja soma dos seus elementos resulte num dado valor ¢;
© Entrada:
Um conjunto de valores S e um ndmero ¢;
Q Saida:
SIM se e somente se S possuir um subconjunto de elementos cuja
soma seja t.
© Reducio:
3SAT.
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NP-completude
Exemplos de problemas NP-completos
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NP-completude
Exemplos de problemas NP-completos
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NP-completude

Estratégias para lidar com problemas NP-completos

Uma vez que um problema foi identificado como sendo N/P-completo, a
adocdo de uma solucio para o caso geral geralmente tem um custo que
inviabiliza a sua utilizacdo. Algumas estratégias, no entanto, permitem
atenuar tais custos. As principais sdo:

» Considerar casos particulares;
» Obter solu¢Bes aproximadas (para problemas de otimizac3o);
» Efetuar “backtracking” e ramificacdo limitada;

» Considerar “melhoras locais”.
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Estratégias para lidar com problemas NP-completos

Casos particulares

Perguntas:
» E realmente necessario considerar o problema em toda a sua
generalidade?
» Seré que casos particulares (conjuntos restritos de instancias) ndo sdo
suficientes para o tipo de aplicacdo que se pretende?
» Eventualmente a delimitacdo de casos particulares pode produzir
solucBes viaveis do ponto de vista prético.
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Estratégias para lidar com problemas NP-completos

Casos particulares

Exemplos:

» N3o se sabe se SAT e 3SAT pertencem a P.
No entanto, sabe-se que 2SAT € P;

» Varios problemas envolvendo grafos nio possuem solucdes conhecidas
em P.
No entanto, quando um grafo se reduz a uma arvore (que é um caso
particular de um grafo), muitos desses problemas apresentam solu¢des
menos complexas em P.
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Estratégias para lidar com problemas NP-completos

Algoritmos de aproximacao

Problema de otimizac3o:

» Problema cuja solu¢do possui o melhor “custo” (determinado por uma
“funcdo de custo”) entre um conjunto de possiveis solugdes;

» E diferente de um problema de decisdo, pois a resposta n3o é apenas
SIM ou NAO.
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Estratégias para lidar com problemas NP-completos

Algoritmos de aproximacao

Exemplo de problema de otimizacio:

» O problema de decisdo Caixeiro Viajante determina apenas se existe
um Circuito Hamiltoniano com um custo total menor ou igual a um
certo valor informado (no caso, a fung¢do de custo corresponde a soma
dos valores associados aos arcos que formam o circuito);

» O problema de otimizacdo Caixeiro Viajante, por outro lado, demanda
que se apresente o Circuito Hamiltoniano (se houver) com o menor
custo possivel entre todos os circuitos que satisfazem o critério do
problema de decisdo correspondente.
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Estratégias para lidar com problemas NP-completos

Algoritmos de aproximacao

» Se P é um problema de otimizacdo N P-completo, um “algoritmo de
aproximac3o” para o mesmo pode proporcionar uma solucdo que n3o é
6tima, mas se aproxima dela de alguma forma;

» Suponha que z seja a entrada do problema e que opt(x) represente a
solucdo 6tima;

» Suponha que A é um algoritmo de tempo polinomial para P e que
A(z) seja a solucdo ndo-6tima produzida por ele para a entrada z;

» Se A satisfaz a desigualdade:
jopt(x) — A(x)| _
opt(x)

para algum valor de ¢, para todas as instincias = do problema, entdo
A é dito um “algoritmo de e-aproximacdo”.
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Estratégias para lidar com problemas NP-completos

Algoritmos de aproximacao

Problemas de otimizacdo N P-completos podem ser classificados em:

» Completamente aproximaveis: se, para qualquer valor de € > 0,
sempre existir um algoritmo de e-aproximac3o;
Pouquissimos problemas se encaixam nessa categoria (erro arbitrario).

» Parcialmente aproximaveis: se existirem c; e ¢y tais que, para qualquer
valor ¢; < € < ¢9, sempre existir um algoritmo de e-aproximac3o;
Alguns problemas se encaixam nessa categoria (erro limitado).

» N3o-aproximaveis: se, para qualquer valor de ¢ > 0, nunca existir um
algoritmo de e-aproximacio;
Muitos problemas se encaixam nessa categoria (inclusive o do Caixeiro
Viajante).
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Estratégias para lidar com problemas NP-completos

“Backtracking” e ramificacdo limitada

Método baseado nas seguintes etapas:

» Eliminacdo sistematica de subproblemas do problema original,
substituindo-os por subproblemas ainda mais simples mas cuja solucio
representa a solucdo do subproblema inicial;

» Verificacdo se os novos subproblemas gerados no passo acima
produzem respostas satisfatérias (as respostas podem ser positivas,
negativas ou desconhecidas, no sentido de ser imposivel encontrar uma
solugdo rapida para o mesmo).

Essa estratégia produz algoritmos com tempo exponencial no pior caso,
mas que freqiientemente apresentam tempos muito melhores do que esse.
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Estratégias para lidar com problemas NP-completos

Melhora local

Para problemas de otimizacdo. Método baseado nos seguintes principios:
» |dentificacdo e utilizacdo de solucdes de menor custo localizadas;

» Melhores escolhas dependem do problema e da instancia considerada,
devendo ser feitas através de experimentacdo;

» Uso de escolhas aleatdrias;
» Exemplos: algoritmos genéticos e redes neurais.

Tempo exponencial no pior caso, ndo garantem solucées préximas da
6tima, mas geralmente apresentam excelentes resultados para problemas
NP-completos. Os motivos desse sucesso ainda n3o sio totalmente
compreendidos ou antecipados pela teoria da computacio.
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Leitura complementar

» “The Status of the P Versus NP Problem”
Lance Fortnow
Communications of the ACM
Setembro de 2009

http://cacm.acm.org/magazines/2009/9/38904-the-status-of -the-p-versus-np-problem/fulltext

» “A Teoria da Computacio e o Profissional de Informatica”
Jodo José Neto
RECET
Outubro de 2009

http://revistas.pucsp.br/index.php/ReCET/article/view/1572
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