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Introdução

Algoritmo

◮
De�nição informal;

◮
Des
rição �nita e não-ambígua;

◮
Passos dis
retos, exe
utáveis me
ani
amente;

◮
Tempo �nito;

◮
Restrições de ordem práti
a: tempo e espaço;

◮
Restrições de ordem teóri
a: tanto quanto ne
essário.
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Introdução

Algoritmo

◮
Realização na forma de programa;

◮
Programa demanda uma máquina para sua exe
ução;

◮
Cara
terísti
as desejáveis das máquinas:

◮
Simpli
idade: Apenas 
ara
terísti
as essen
iais, 
om omissão de


ara
terísti
as não-relevantes. Permitir 
on
lusões generalizadas sobre

a 
lasse das funções 
omputáveis.

◮
Poder: Representação de qualquer função 
omputável. Simulação de

qualquer outra máquina real ou teóri
a.
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Introdução

Máquina universal

Con
eito

◮
Aquela que permite a representação de qualquer algoritmo na forma

de um programa para a mesma;

◮
Evidên
ias que permitem 
ara
terizar uma máquina 
omo sendo

universal:

◮
Interna: Quaisquer extensões ou variações não aumentam o seu poder


omputa
ional (o 
onjunto de funções 
omputáveis permane
e

inalterado).

◮
Externa: Equivalên
ia 
om outros modelos (máquinas ou não) que

representam a noção de algoritmo.
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Introdução

Máquina universal

Modelos estudados

◮
Máquina Norma;

◮
Interna;

◮
Máquina de Turing;

◮
Máquina Norma;

◮
Externa;

◮
Máquina de Post;

◮
Externa;

◮
Máquina 
om Pilhas;

◮
Aut�mato 
om Duas Pilhas.

◮
Externa;
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Hipótese de Chur
h

Hipótese de Chur
h

◮
Alonzo Chur
h, 1903-1995, matemáti
o norte-ameri
ano;

◮
Também 
onhe
ida 
omo Hipótese de Chur
h-Turing, 1936;

◮
Mesmo ano em que foi apresentada a Máquina de Turing;

◮
Estabele
e a equivalên
ia entre a noção de algoritmo e Máquina de

Turing;

◮
Como a noção de algoritmo é informal, a hipótese não pode ser

provada;

◮
A ne
essidade por uma de�nição formal de algoritmo é grande, pois

apenas a partir dela é que é possível investigar a existên
ia de

algoritmos que resolvem (ou não) 
ertos problemas e 
al
ulam (ou

não) 
ertas funções, além de poder demonstrar 
ertas propriedades

dos mesmos.
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Hipótese de Chur
h

Hipótese de Chur
h

◮
�Qualquer função 
omputável pode ser pro
essada por alguma

Máquina de Turing�;

◮
�A Máquina de Turing é o dispositivo de 
omputação mais genéri
o

que existe�;

◮
�Tudo que é 
omputável é 
omputável por uma Máquina de Turing�;

◮
� A 
apa
idade de 
omputação representada pela Máquina de Turing é

o limite máximo que pode ser atingido por qualquer dispositivo de


omputação�;

◮
�Qualquer outra forma de expressar algoritmos terá, no máximo, a

mesma 
apa
idade 
omputa
ional da Máquina de Turing�.
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Hipótese de Chur
h

Hipótese de Chur
h

◮
Ao longo das dé
adas, evidên
ias internas e externas apenas reforçam

a Hipótese de Chur
h, que é a
eita 
omo verdadeira de forma

prati
amente generalizada e não questionada;

◮
A Máquina de Turing (entre outros modelos), pela sua simpli
idade,

passa a ser usada 
omo de�nição formal de algoritmo, atendendo aos

propósitos 
itados anteriormente.
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Codi�
ação de dados estruturados

Algoritmos e tipos de dados

◮
Algoritmos manipulam, normalmente, diversos tipos de dados (inteiros

positivos, negativos, ra
ionais, reais, lógi
os, 
adeias de 
ara
teres,

vetores, estruturas et
);

◮
Com o objetivo de evitar que os modelos matemáti
os abstratos se

tornem (desne
essariamente) 
omplexos, o es
opo de manipulação de

dados dos algoritmos que serão estudados é restrito aos números

inteiros positivos;

◮
Essa restrição não traz maiores 
onseqüên
ias, uma vez que esses e

vários outros tipos de dados podem ser representados através de


odi�
ações apropriadas dos mesmos no espaço dos números inteiros

não negativos.
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Codi�
ação de dados estruturados

Função de 
odi�
ação

Seja X um 
onjunto de dados estruturados. A função injetora:

c : X → N

é tal que, ∀x ∈ X, c(x) representa a 
odi�
ação do dado estruturado x.
Como c é injetora,

(c(x) = c(y))⇒ (x = y)

portanto a 
odi�
ação representa de forma unívo
a o dado estruturado x
na forma de um número natural c(x).
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Codi�
ação de dados estruturados

Teorema fundamental da aritméti
a

Enun
iado

Seja a > 1. Então:
a = pn1

1 pn2

2 ...pnk

k

onde:

◮ p1 < p2 < ... < pk são números primos (não ne
essariamente os

primeiros, não ne
essariamente 
onse
utivos);

◮ n1, n2, ..., nk são números inteiros positivos maiores ou iguais a 1;

◮
Essa de
omposição é úni
a, a menos de permutações.

⇒ Qualquer número inteiro maior que 1 pode ser de
omposto, de forma

unívo
a, no produto de potên
ias de números primos.

⇒ Números primos são a base para a de�nição dos demais números

(números 
ompostos).
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Codi�
ação de dados estruturados

Teorema fundamental da aritméti
a

Exemplos

◮ 2 = 21;

◮ 17 = 171;

◮ 256 = 28;

◮ 143 = 111.131;

◮ 42706587 = 31.76.112;

◮ 132187055 = 51.75.112.131.
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Codi�
ação de dados estruturados

Exemplo

n-uplas de números naturais

◮
Deseja-se obter c : Nn → N

◮
Teorema fundamental da aritméti
a;

◮
Considere os n primeiros números primos, p1, p2, ..., pn;

◮
Então c(x1, x2, ..., xn) = px1

1 .px2

2 .....pxn

n

◮
Todo número natural de
omponível nos n primeiros números primos


orresponde a uma (úni
a) n-upla;

◮
Representação unívo
a de n-uplas 
omo números naturais.

Exemplo:

◮ c(1, 2, 3) = 21.32.53 = 2.9.125 = 2250;

◮ 2250 representa, de forma unívo
a, a tripla (1, 2, 3).
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Codi�
ação de dados estruturados

Exemplo

Programas monolíti
os

◮
Deseja-se obter c : P→ N, onde P é o 
onjunto dos programas

monolíti
os;

◮
Considere que o programa P possui as operações O1, O2, ..., Om e os

testes T1, T2, ..., Tn;

◮
Considere rótulos numéri
os sequen
iais, 
om rótulo ini
ial 1 e rótulo

�nal (úni
o) 0;

◮
Quádruplas representam as instruções;

◮
Considere que (0, k, r2, r2) representa a instrução

r1 : faça Ok vá_para r2

◮
Considere que (1, k, r2, r3) representa a instrução

r1 : se Tk então vá_para r2 senão vá_para r3
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Codi�
ação de dados estruturados

Exemplo

Programas monolíti
os

◮
Cada instrução de P é 
odi�
ada na forma de uma quádrupla;

◮
Cada quádrupla é 
odi�
ada na forma de um número inteiro;

◮
Se P 
ontém t instruções, serão geradas t quádruplas e,

onsequentemente, t números inteiros;

◮
Considere a t-upla formada por esses t números inteiros;

◮
Codi�que a t-upla 
omo um número inteiro.
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Codi�
ação de dados estruturados

Exemplo

Programas monolíti
os

Considere o programa monolíti
o P :

1: se T1 vá_para 2 senão vá_para 0

2: faça O1 vá_para 1

◮ (1, 1, 2, 0) representa a instrução asso
iada ao rótulo 1;

◮ (0, 1, 1, 1) representa a instrução asso
iada ao rótulo 2;

◮ c(1, 1, 2, 0) = 21.31.52.70 = 150;

◮ c(0, 1, 1, 1) = 20.31.51.71 = 105;

◮
Considere (150, 105) 
omo a representação de P ;

◮ c(150, 105) = 2150.3105

◮
O número 2150.3105 representa P .
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Codi�
ação de dados estruturados

Exemplo

Programas monolíti
os

Generi
amente, se w representa um programa monolíti
o P 
om t
instruções, então:

◮ w = 2i1 .3i2 .5i3 .....pitt
◮ ∀j, 1 ≤ j ≤ t:

◮ ij = 2a.3b.5c.7d

◮
Se a = 0, ij representa a instrução:

rj : faça Ob vá_para rc
◮

Se a = 1, ij representa a instrução:

rj : se Tb então vá_para rc senão vá_para rd
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Máquina Norma

Generalidades

◮
De�nida por Ri
hard Bird em 1976;

◮
Number Theoreti
 Register MA
hine (e, também, o nome da esposa

dele...);

◮
É uma máquina de registradores (possui uma quantidade ilimitada

deles);

◮
Arquitetura semelhante à dos 
omputadores modernos;

◮
Cada registrador armazena um úni
o número natural (sem limitação

de tamanho);

◮
Operações e testes (para 
ada registrador):

◮
Adi
ionar o valor 1;

◮
Subtrair o valor 1 (se 0, 
ontinua 
om 0);

◮
Testar se o 
onteúdo é 0.

◮
Máquina Universal.
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Máquina Norma

De�nição

Norma = (N∞,N,N, ent, sai, {addk , subk | k ≥ 0}, {zerok | k ≥ 0})

◮
Os registradores são denotados A,B, ...,X, Y ;

◮ A(k = 0), B(k = 1), ...;

◮ ent : N→ N
∞
, transfere o valor da entrada para X e zera os demais

registradores;

◮ sai : N∞ → N, transfere o valor de Y para a saída;
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Máquina Norma

De�nição

Norma = (N∞,N,N, ent, sai, {addk , subk | k ≥ 0}, {zerok | k ≥ 0})

◮ addk : N∞ → N
∞
, adi
iona 1 ao k-ésimo registrador, mantendo os

demais inalterados;

◮ subk : N∞ → N
∞
, subtrai 1 do k-ésimo registrador, mantendo os

demais inalterados; se 0, mantém 0;

◮ zerok : N∞ → {verdadeiro, falso}, retorna verdadeiro se o


onteúdo do k-ésimo registrador é 0, falso 
aso 
ontrário;

◮
Notação: K := K + 1,K := K − 1,K = 0
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Máquina Norma

Evidên
ias internas

◮
Operações e testes;

◮
Tipos de dados;

◮
Agregados;

◮
Endereçamento indireto;

◮
Re
ursão.
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Máquina Norma

Operações e testes

De�nições in
rementais, através da expansão su
essiva do repertório de

operações e testes da Máquina Norma.

◮
Atribuição do valor 0 a um registrador;

◮
Atribuição de um valor qualquer a um registrador;

◮
Adição de dois registradores;

◮
Atribuição de registrador à registrador;

◮
Multipli
ação de dois registradores;

◮
Operador rela
ional menor;

◮
Teste de divisibilidade;

◮
Teste se o valor de um registrador é primo;

◮
Atribuição do n-ésimo número primo a um registrador.
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Máquina Norma

Operações e testes

Atribuição do valor 0 a um registrador

Denotado:

A := 0

para o registrador A.

◮
De
rementar A até 
hegar em zero;

◮
Operação implementada através do programa iterativo:

até A = 0
faça A := A− 1

◮
Considerada 
omo ma
ro, A := 0 representa uma nova operação.
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Máquina Norma

Operações e testes

Atribuição de um valor qualquer a um registrador

Denotado:

A := n

para o registrador A.

◮
Zerar A e depois in
rementar até 
hegar em n;

◮
Operação implementada através do programa iterativo, 
om n
repetições da operação A := A+ 1:
A := 0
A := A+ 1
A := A+ 1
...

A := A+ 1

◮
Considerada 
omo ma
ro, A := n representa uma nova operação.
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Máquina Norma

Operações e testes

Adição de dois registradores

Denotado:

A := A+B

para os registradores A e B.

◮
De
rementar B e in
rementar A até zerar B;

◮
Operação implementada através do programa iterativo:

até B = 0
faça (A := A+ 1;B := B − 1)

◮
O registrador B é zerado;

◮
Para preservar o valor de B, deve-se usar um registrador auxiliar;

◮
Considerada 
omo ma
ro, A := A+B representa uma nova operação.
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Máquina Norma

Operações e testes

Adição de dois registradores

Denotado:

A := A+B usando C

para os registradores A e B, empregando C 
omo auxiliar.

◮
Operação implementada através do programa iterativo:

C := 0
até B = 0
faça (A := A+ 1;C := C + 1;B := B − 1);
até C = 0
faça (B := B + 1;C := C − 1)

◮
O registrador C é zerado;

◮
O identi�
ação explí
ita do registrador C serve para evitar 
on�itos no

uso do mesmo;

◮
Considerada 
omo ma
ro, �A := A+B usando C� representa uma

nova operação.
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Máquina Norma

Operações e testes

Atribuição de registrador à registrador

Denotado:

A := B ou A := B usando C

para os registradores A e B, empregando C 
omo auxiliar.

◮
�A := B usando C� denota:

A := 0
A := A+B usando C
ou seja, B permane
e inalterado após a atribuição.

◮
�A := B� denota:

A := 0
A := A+B
ou seja, B é zerado após a atribuição.

◮
Consideradas 
omo ma
ros, �A := B� e �A := B usando C�

representam novas operações;
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Máquina Norma

Operações e testes

Multipli
ação de dois registradores

Denotado:

A := A ∗B usando C,D

para os registradores A e B, empregando C e D 
omo auxiliares.

◮
Somar B 
om ele mesmo A− 1 vezes;

◮
Operação implementada através do programa iterativo:

C := A
até (C = 0)
faça (A := A+B usando D;C := C − 1)

◮
Considerada 
omo ma
ro, “A := A ∗B usando C,D� representa uma

nova operação.
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Máquina Norma

Operações e testes

Operador rela
ional menor

Denotado:

A < B usando C,D,E

◮
Se A = B = 0, então FALSO;

◮
Se A = 0 e B 6= 0, então VERDADEIRO;

◮
Senão, de
rementa simultaneamente A e B até A = 0;

◮
Se B = 0 antes de A = 0, então FALSO;

◮
Se B = 0, então FALSO;

◮
Senão, VERDADEIRO.
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Máquina Norma

Operações e testes

Operador rela
ional menor

Denotado:

A < B usando C,D,E

◮
Operação implementada através do programa iterativo:

C := A usando E;

D := B usando E;

até C = 0
faça (se D = 0

então FALSO

senão C := C − 1;D := D − 1);
se D = 0
então FALSO

senão VERDADEIRO
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Máquina Norma

Operações e testes

Teste de divisibilidade

Denotado:

teste_mod(A,B) usando C,D,E,C ′,D′, E′

◮
Denominador não pode ser 0;

◮
Numerador 0 é divisível por qualquer número diferente de 0;

◮
Subtrai B su
essivamente de A até o resto ser menor do que B;

◮
Se o resto for 0, então VERDADEIRO;

◮
Senão, FALSO.
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Máquina Norma

Operações e testes

Teste de divisibilidade

Denotado:

teste_mod(A,B) usando C,D,E,C ′,D′, E′

◮
Operação implementada através do programa iterativo:

C := A usando E;

D := B usando E;

(se B = 0
então FALSO

senão (se A = 0
então VERDADEIRO

senão até C < D usando C ′,D′, E′

faça (C := C −D usando E);

(se C = 0 então VERDADEIRO senão FALSO)))
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Máquina Norma

Operações e testes

Exer
í
io

Obtenha um programa iterativo que implemente a operação:

A := A−B usando C
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Máquina Norma

Operações e testes

Teste se o valor de um registrador é primo

Denotado:

teste_primo(A) usando C,D

para o registrador A, empregando C 
omo auxiliar.

◮ 0 não é primo;

◮ 1 não é primo;

◮
Testa a divisibilidade de A por todos os números entre A− 1 e 1,
nesta ordem, parando quando a
onte
er o primeiro 
aso;

◮
Se este 
aso 
orresponder ao 1, então VERDADEIRO;

◮
Senão, FALSO.
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Máquina Norma

Operações e testes

Teste se o valor de um registrador é primo

Denotado:

teste_primo(A) usando C,D

para o registrador A, empregando C 
omo auxiliar.

◮
Operação implementada através do programa iterativo:

se A = 0 então FALSO senão

C := A usando D;

C := C − 1;
se C = 0 então FALSO senão

até teste_mod (A,C)
faça C := C − 1;
C := C − 1;
se C = 0 então VERDADEIRO senão FALSO
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Máquina Norma

Operações e testes

Atribuição do n-ésimo número primo a um registrador

Denotado:

A := primo (B) usando D

para o registrador A, supondo que B 
ontém n ≥ 1 e empregando D 
omo

auxiliar.

◮ A := 1;

◮
In
rementar A até 
hegar em um número primo;

◮
Neste ponto, de
rementar B;

◮
Repetir os dois passos anteriores até que B = 0.
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Máquina Norma

Operações e testes

Atribuição do n-ésimo número primo a um registrador

Denotado:

A := primo (B) usando D

para o registrador A, supondo que B 
ontém n ≥ 1 e empregando D 
omo

auxiliar.

◮
Operação implementada através do programa iterativo:

A := 1;
D := B;

até D = 0 faça

D := D − 1;
A := A+ 1;
até teste_primo (A) faça A := A+ 1
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Máquina Norma

Tipos de dados

Números inteiros positivos e negativos

Números inteiros 
om sinal m podem ser representados pela dupla:

(s, |m|)

onde

◮ |m| representa o valor absoluto de m;

◮
se m < 0 então s = 1 senão s = 0.

A representação em Norma pode ser feita:

◮
Codi�
ação de duplas, ou

◮
Par de registradores.
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Máquina Norma

Tipos de dados

Números inteiros positivos e negativos

Denotado:

A := A+ 1

supondo que A representa o par de registradores A1 (s) e A2 (m).

◮
Operação implementada através do programa iterativo:

se A1 = 0 então A2 := A2 + 1 senão

(A2 := A2 − 1;
se A2 = 0 então A1 := 0 senão X)

◮ (0, 0) + 1 = (0, 1); (0, 1) + 1 = (0, 2); (1, 1) + 1 = (0, 0); (1, 2) + 1 =
(1, 1)

◮
Outras operações podem ser implementadas sem di�
uldade.
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Máquina Norma

Tipos de dados

Números ra
ionais

Números ra
ionais r = a
b
podem ser representados pela dupla:

(a, b)


om b > 0. Algumas operações e testes sobre os números ra
ionais:

◮
Soma: (a, b) + (c, d) = (a ∗ d+ b ∗ c, b ∗ d)

◮
Subtração: (a, b) − (c, d) = (a ∗ d− b ∗ c, b ∗ d)

◮
Multipli
ação: (a, b) ∗ (c, d) = (a ∗ c, b ∗ d)

◮
Divisão: (a, b) ÷ (c, d) = (a ∗ d, b ∗ c), para c 6= 0

◮
Igualdade: (a, b) = (c, d) se e somente se a ∗ d = b ∗ c
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Máquina Norma

Agregados

Vetores

◮
Vetores 
om n elementos (in
lusive 
om n variável) podem ser

representados em um úni
o registrador, usando 
odi�
ação de n-uplas;

◮
Suponha que o registrador A representa o vetor 
om os elementos

A[1], A[2], ...,

◮
Indexação direta (
om número natural) ou indireta (
om registrador).

Algumas operações e testes sobre vetores:

◮
Adi
iona 1 à uma posição indexada;

◮
Subtrai 1 de uma posição indexada;

◮
Testa se uma posição indexada 
ontém o valor 0.
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Máquina Norma

Agregados

Vetores

Suposições:

◮ pn representa o n-ésimo número primo;

◮
A ma
ro teste_div (A,C), que retorna verdadeiro se C é divisor de A
e falso 
aso 
ontrário, é dada;

◮
A ma
ro A := A/C, que retorna o resultado da divisão inteira de A
por C, é dada;

◮
Será omitido o termo �usando� das ma
ros já de�nidas.
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Máquina Norma

Agregados

Vetores

De�nição da ma
ro:

addA[n] usando C

Adição de uma unidade ao elemento n do vetor A, usando indexação

direta.

◮ C := pn;
A := A ∗ C

◮
Considere o vetor [4, 2, 3] e seja A = c(4, 2, 3) = 24 ∗32 ∗53 = 18000:

◮
Para exe
utar addA[2], basta fazer A = A ∗ 3; o valor resultante

(54000) representa o vetor [4, 3, 3];
◮

Para representar [4, 2, 3, 5] (a
rés
imo de elemento), basta fazer

A = A ∗ 75.
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Máquina Norma

Agregados

Vetores

De�nição da ma
ro:

subA[n] usando C

Subtração de uma unidade do elemento n do vetor A, usando indexação

direta.

◮ C := pn;
se teste_mod (A,C)
então A := A/C
senão X

◮
Considere o vetor [4, 2, 3] e seja A = c(4, 2, 3) = 24 ∗32 ∗53 = 18000:

◮
Para exe
utar subA[2], basta fazer A = A/3; o valor resultante (6000)
representa o vetor [4, 1, 3];

◮
Para representar [4, 2] (eliminação de elemento), basta fazer A = A/53.
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Máquina Norma

Agregados

Vetores

De�nição da ma
ro:

zeroA[n] usando C

Testa se o elemento n do vetor A 
ontém o valor 0, usando indexação

direta.

◮ C := pn;
se teste_mod (A,C)
então FALSO

senão VERDADEIRO

◮
Considere o vetor [4, 2, 3] e seja A = c(4, 2, 3) = 24 ∗32 ∗53 = 18000:

◮
Como teste_mod (18000, 3) = 0, segue que A[2] 6= 0;

◮
Como teste_mod (18000, 7) 6= 0, segue que A[4] = 0.
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Máquina Norma

Agregados

Vetores

De�nição da ma
ro:

addA[B] usando C

Adição de uma unidade ao elemento do vetor A, usando indexação indireta

através do registrador B.

◮ C := primo (B);
A := A ∗ C
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Máquina Norma

Agregados

Vetores

De�nição da ma
ro:

subA[B] usando C

Subtração de uma unidade do elemento do vetor A, usando indexação

indireta através do registrador B.

◮ C := primo (B);
se teste_mod (A,C)
então A := A/C
senão X
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Máquina Norma

Agregados

Vetores

De�nição da ma
ro:

zeroA[B] usando C

Testa se o elemento do vetor A 
ontém o valor 0, usando indexação

indireta através do registrador B.

◮ C := primo (B);
se teste_mod (A,C)
então FALSO

senão VERDADEIRO
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Máquina Norma

Agregados

Máquina Norma 
om apenas 2 registradores

◮
Os registradores A,B, ... da Máquina Norma podem ser simulados

numa máquina equivalente, 
om apenas dois registradores, usando a

representação de vetores na forma de n-uplas;

◮
Suponha que a máquina tenha apenas os registradores X e Y ;

◮
Todo o pro
essamento de uma Máquina Norma pode ser simulado na

nova máquina 
om apenas esses dois registradores;

◮
Conven
iona-se que X[1] representa o registrador A, X[2] o
registrador B e assim por diante;

◮
As seguintes operações são de�nidas:

◮ addX[k] usando Y
◮ subX[k] usando Y
◮ zeroX[k] usando Y
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Máquina Norma

Agregados

Pilhas

◮
Estruturas do tipo last-in-�rst-out;

◮
Podem ser simuladas em Máquinas Norma através de dois

registradores;

◮
O primeiro representa o 
onteúdo da pilha, 
onsiderado 
omo um

vetor e 
onforme visto anteriormente;

◮
O segundo 
ontém o número do elemento que 
orresponde ao topo da

pilha;

◮
As operações abaixo podem ser de�nidas fa
ilmente:

◮ empilha
◮ desempilha
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Máquina Norma

Endereçamento indireto

Desviar para a instrução 
ujo rótulo 
orresponde ao 
onteúdo de um

registrador.

◮ r: faça F vá_para A

◮ r: se T vá_para A senão vá_para B

◮
�A� e �B� são registradores;

◮
Desvia para o endereço 
ontido em �A� (�B�);

◮
A ma
ro �EndA� para 
al
ula o endereço 
orrespondente;

◮
�r: faça F vá_para EndA�

◮
�r: se T vá_para EndA senão vá_para EndB�
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Máquina Norma

Endereçamento indireto

Suponha que A 
ontém valores ≤ k. O valor de A permane
e inalterado.

Ma
ro �EndA�:
i : se zeroA então vá_para 0 senão vá_para i+ 1
i+ 1 : faça subA vá_para i + 2
i+ 2 : se zeroA então vá_para i+ 3 senão vá_para i+ 4
i+ 3 : faça A := 1 vá_para 1

i+ 4 : faça subA vá_para i + 5
i+ 5 : se zeroA então vá_para i+ 6 senão vá_para i+ 7
i+ 6 : faça A := 2 vá_para 2

i+ 7 : faça subA vá_para i + 8
... ...

i+ k ∗ 3− 1 : se zeroA então vá_para i+ k ∗ 3 senão vá_para i+ k ∗ 3 + 1
i+ k ∗ 3 : faça A := k vá_para k
i+ k ∗ 3 + 1 : faça subA vá_para i + k ∗ 3 + 2
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Máquina Norma

Re
ursão

◮
Chamada de subprogramas e re
ursão podem ser simuladas em

programas monolíti
os 
om o uso do endereçamento indireto;

◮
Demonstração em Bird76.
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Máquina de Turing

Generalidades

◮
De�nida por Alan Turing em 1936;

◮
Formulada antes da 
onstrução do primeiro 
omputador digital;

◮
A
eita 
omo formalização da noção informal de algoritmo;

◮
Possui, no mínimo, o mesmo poder 
omputa
ional de qualquer


omputador moderno ou outro modelo de 
omputação;

◮
In
orpora o programa na sua de�nição.
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Máquina de Turing

Con
eito

Pro
ura reproduzir uma pessoa trabalhando na solução de um problema:

◮
Instrumento para es
rever, outro para apagar;

◮
Folha de papel dividida em regiões;

◮
Dados ini
iais na folha de papel.

Durante o trabalho:

◮
Novo símbolo pode ser lido;

◮
Símbolo existente pode ser alterado;

◮
Olhos podem ser deslo
ar de região;

◮
Ação a ser exe
utada depende do símbolo lido e do �estado mental�

do trabalhador;

◮
Estados ini
ial e �nais indi
am 
omeço e término das atividades.
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Máquina de Turing

Con
eito

Algumas simpli�
ações:

◮
A folha de papel tem dimensões tão grandes quanto ne
essárias;

◮
Ela é organizada de forma unidimensional e dividida em 
élulas;

◮
O 
onjunto de símbolos é �nito;

◮
O 
onjunto de estados mentais é �nito;

◮
Apenas um símbolo é lido de 
ada vez;

◮
A atenção se deslo
a apenas para as 
élulas adja
entes.
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Máquina de Turing

Componentes
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Máquina de Turing

Formalização

Uma Máquina de Turing é uma 8-upla:

M = (Σ, Q,Π, q0, F, V, β, ◦)

onde:

◮ Σ é o alfabeto de entrada;

◮ Q é o 
onjunto de estados;

◮ Π é a função (par
ial) de transição:

Π : Q× (Σ ∪ V ∪ {β, ◦}) → Q× (Σ ∪ V ∪ {β, ◦}) × {E,D}
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Máquina de Turing

Formalização

Uma Máquina de Turing é uma 8-upla:

M = (Σ, Q,Π, q0, F, V, β, ◦)

onde:

◮ q0 ∈ Q é o estado ini
ial;

◮ F ⊆ Q é o 
onjunto de estados �nais;

◮ V é o alfabeto auxiliar, V ∩ Σ = ∅;

◮ β /∈ (Σ ∪ V ) é o símbolo espe
ial �bran
o�;

◮ ◦ /∈ (Σ ∪ V ) é o mar
ador de iní
io de �ta.
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Máquina de Turing

Con�guração

A 
on�guração de uma Máquina de Turing deve representar:

◮
O estado 
orrente;

◮
O 
onteúdo 
orrente da �ta;

◮
A posição do 
ursor sobre a �ta.

Isso é feito 
onsiderando-se a 
on�guração 
omo um elemento (α, q, β) do

onjunto:

(Σ ∪ V ∪ {β, ◦})∗ ×Q× (Σ ∪ V ∪ {β, ◦})∗

◮ α ∈ (Σ ∪ V ∪ {β, ◦})∗ representa a parte da �ta que está situada à

esquerda da posição 
orrente do 
ursor;

◮ q ∈ Q representa o estado 
orrente;

◮ β ∈ (Σ ∪ V ∪ {β, ◦})∗ representa a parte da �ta que está situada à

direita da posição 
orrente do 
ursor, in
luindo a mesma.
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Máquina de Turing

Diagrama de estados

Se:

Π(qi, x) = (qj , y,m)

então:

Nesse 
aso,

◮ (α, qi, xβ)⇒ (αy, qj , β), se m = D, ou

◮ (αz, qi, xβ)⇒ (α, qj , zyβ), se m = E,

representam possíveis movimentações a partir de uma mesma 
on�guração

pela apli
ação da transição Π(qi, x) = (qj, y,m).
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Máquina de Turing

Critérios de a
eitação

Existem várias maneiras de formular a a
eitação de uma 
adeia w por uma

Máquina de Turing M . Todas elas são equivalentes entre si:

1

�Estado �nal�: w é a
eita se, após a parada, M se en
ontra em um

estado �nal; uma 
adeia é rejeitada se, após a parada, M se en
ontra

em um estado não-�nal;

2

�Entrada�: w é a
eita imediatamente após a entrada de M em um

estado �nal, mesmo que existam outras possibilidades de

movimentação nesse estado; uma 
adeia é rejeitada se, após a parada,

M se en
ontra em estado não-�nal;

3

�Parada�: w é a
eita se M pára; uma 
adeia é rejeitada se M entra

em loop in�nito;

Em todos os 
asos, w é rejeitada se a 
abeça de leitura/es
rita se deslo
ar

à esquerda da primeira 
élula da �ta de entrada.
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Máquina de Turing

MT e linguagens

Considere-se o 
ritério de a
eitação por �Entrada� e a Máquina de Turing:

M = (Σ, Q,Π, q0, F, V, β, ◦)

◮
A linguagem a
eita por M , denotada ACEITA(M) ou L(M) é:
{w ∈ Σ∗ |M assume algum estado qf ∈ F ao pro
essar a entrada w}

◮
A linguagem rejeitada por M , denotada REJEITA(M) é:
{w ∈ Σ∗ |M pára em um estado q /∈ F ao pro
essar a entrada w
ou a 
abeça de leitura/es
rita se deslo
a para a

esquerda da primeira posição}

◮
A linguagem para a qual M entra em loop, denotada LOOP (M) é:
{w ∈ Σ∗ |M pro
essa a entrada inde�nidamente}
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Máquina de Turing

Parti
ionamento
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Máquina de Turing

Exemplo
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Máquina de Turing

Exemplo

◮ ACEITA(M) = {anbn|n ≥ 0}

◮ REJEITA(M) = Σ∗ −ACEITA(M)

◮ LOOP (M) = {}

Computação de M 
om a entrada aabb:

◮ (ǫ, q0, ◦aabb), (◦, q0, aabb),
(◦A, q1, abb), (◦Aa, q1, bb),
(◦A, q2, aBb), (◦, q2, AaBb),
(◦A, q0, aBb), (◦AA, q1, Bb),
(◦AAB, q1, b), (◦AA, q2, BB),
(◦A, q2, BB), (◦AA, q0, BB),
(◦AAB, q3, B), (◦AABB, q3, ǫ),
(◦AAB, q4, B)
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Máquina de Turing

Linguagem re
ursivamente enumerável

De�nição

L ⊆ Σ∗
é dita re
ursivamente enumerável se existe uma Máquina de Turing

M tal que:

◮
Se w ∈ L, M pára e a
eita a entrada;

◮
Se w /∈ L, M :

◮
Pára e rejeita a entrada, ou

◮
Entra em pro
essamento inde�nido e não pára (�loop in�nito�).

Corresponde à maior 
lasse de linguagens que pode ser re
onhe
ida

me
ani
amente, porém sem garantia de que o pro
essamento pára quando

a 
adeia de entrada não perten
e à linguagem de�nida.
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Máquina de Turing

Linguagem re
ursiva

De�nição

L ⊆ Σ∗
é dita re
ursiva se existe uma Máquina de Turing M tal que:

◮
Se w ∈ L, M pára e a
eita a entrada;

◮
Se w /∈ L, M : pára e rejeita a entrada.

Corresponde à maior 
lasse de linguagens que pode ser re
onhe
ida

me
ani
amente, 
om garantia de que o pro
essamento pára para toda e

qualquer 
adeia de entrada.
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Máquina de Turing

Linguagem re
ursivamente enumerável × linguagem

re
ursiva

◮
Toda linguagem re
ursiva é também re
ursivamente enumerável;

◮
Existem linguagens que são re
ursivamente enumeráveis porém não

são re
ursivas;

◮ CLR ⊂ CLRE ;

◮
Se L é uma dessas linguagens, então toda e qualquer Máquina de

Turing M que a
eita L é tal que:

◮ ACEITA(M) = L;
◮ REJEITA(M) = Σ∗ − L− LOOP (M);
◮ LOOP (M) 6= {}.

◮
Ou seja, existe pelo menos uma 
adeia de entrada que faz M entrar

em loop in�nito, qualquer que seja M .
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Máquina de Turing

Propriedades

Serão demonstradas mais adiante:

◮
O 
omplemento de uma linguagem re
ursiva é uma linguagem

re
ursiva;

◮
Se uma linguagem e o seu 
omplemento são re
ursivamente

enumeráveis, então a linguagem é re
ursiva.
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Máquina de Turing

MT funções

◮
Máquinas de Turing pode ser vistas e estudadas 
omo dispositivos que

de�nem linguagens;

◮
Máquinas de Turing podem, também, ser vistas 
omo dispositivos que


omputam funções:

◮
O argumento é posi
ionado na �ta de entrada;

◮
Ao término da 
omputação o 
onteúdo da �ta representa o resultado

da apli
ação da função ao argumento forne
ido.

◮
De�nição de linguagens ⇔ Computação de funções.
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Máquina de Turing

Função 
omputável

Uma função par
ial:

f : (Σ∗)n → Σ∗

é dita Função Turing-Computável, ou simplesmente Função Computável se

existe uma Máquina de Turing M = (Σ, Q,Π, q0, F, V, β, ◦) que 
omputa

f , ou seja:

◮
Considere (w1, w2, ..., wn) ∈ (Σ∗)n, representada na �ta de entrada


omo ◦w1w2...wn

◮
Se f(w1, w2, ..., wn) = w, então o pro
essamento de M 
om a

entrada ◦w1w2...wn:

◮
Pára (não importa se a
eitando ou rejeitando);

◮
O 
onteúdo da �ta de entrada é ◦w.

◮
Se f não é de�nida para o argumento (w1, w2, ..., wn), então o

pro
essamento de M 
om a entrada ◦w1w2...wn:

◮
Entra em loop in�nito.
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Máquina de Turing

Função 
omputável total

Uma função total:

f : (Σ∗)n → Σ∗

é dita Função Turing-Computável Total, ou simplesmente Função

Computável Total se existe uma Máquina de Turing:

M = (Σ, Q,Π, q0, F, V, β, ◦)

que 
omputa f e que sempre pára para qualquer entrada.
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Máquina de Turing

Função 
omputável total

Exemplo 1

Considere a função total:

f : ({a, b}∗)2 → {a, b}∗

f devolve a 
on
atenação de duas 
adeias quaisquer forne
idas 
omo

entrada, ou seja f(w1, w2) = w1w2. O símbolo # será usado para

delimitar w1 e w2 na 
adeia de entrada. Exemplos:

◮ f(b, a) = ba. A �ta ini
ia 
om ◦b#a e termina 
om ◦ba

◮ f(abb, abab) = abbabab. A �ta ini
ia 
om ◦abb#abab e termina 
om

◦abbabab

Mar
us Ramos (UNIVASF) Máquinas Universais 14 de agosto de 2017 76 / 287



Máquina de Turing

Função 
omputável total

Exemplo 1
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Máquina de Turing

Função 
omputável total

Exemplo 1

Algoritmo: a segunda 
adeia é deslo
ada uma posição para a esquerda,

símbolo por símbolo; o símbolo # desapare
e.

◮
Deslo
a a 
abeça para a direita até en
ontrar o primeiro bran
o;

◮
Deslo
a uma posição para a esquerda, memoriza o símbolo lido no

estado e deslo
a novamente para a esquerda;

◮ q2 representa que o último símbolo lido foi a e q3 representa b;

◮
Conforme o símbolo 
orrente, grava um novo símbolo no lugar dele


orrespondente ao estado em que a máquina se en
ontra;

◮
Se houver ne
essidade, mudar de q2 para q3 e vi
e-versa para manter a


oerên
ia no signi�
ado atribuído aos estados;

◮
Fazer isso su
essivas vezes, até en
ontrar o símbolo #.
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Máquina de Turing

Função 
omputável total

Exemplo 2

Considere a função total:

g : {1}∗ → {1}∗

f devolve o quadrado do número de entrada (ambos representados em

unário), ou seja g(n) = n2
. Exemplos:

◮ f(1) = 1. A �ta ini
ia 
om ◦1 e termina 
om ◦1

◮ f(111) = 111111111. A �ta ini
ia 
om ◦111 e termina 
om

◦111111111
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Máquina de Turing

Função 
omputável total

Exemplo 2

Mar
us Ramos (UNIVASF) Máquinas Universais 14 de agosto de 2017 80 / 287



Máquina de Turing

Teorema 1

Máquina de Turing ≤ Máquina Norma

◮
Toda Máquina de Turing pode ser simulada por alguma Máquina

Norma.

◮
Se M = (Σ, Q,Π, q0, F, V, β, ◦) é uma Máquina de Turing, então

existe um programa monolíti
o P que simula M na Máquina Norma.
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Máquina de Turing

Teorema 1

Pré-requisitos

◮
O 
ritério de a
eitação deve ser por �Entrada�;

◮
A Máquina de Turing é determinísti
a;

◮
A função de transição Π deve ser total:

Q′ ← Q ∪ {qe}
Π′ ← Π
∀q ∈ Q′, τ ∈ (Σ ∪ V ), se Π não é de�nida para (q, τ)
então Π′ ← Π′ ∪ {(q, τ)→ (qe, τ, E)}

◮
As 
adeias serão rejeitadas por tentativa de movimentação da 
abeça

de leitura/es
rita à esquerda da primeira posição da �ta.
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Máquina de Turing

Teorema 1

Convenções

◮
Símbolos de Σ ∪ V , |Σ ∪ V | = m:

τj , 
onsiderando 1 ≤ j ≤ m, é representado pelo valor j;
β é representado por 0;
◦ é representado por m+ 1.

◮
A �ta de entrada é representada 
omo um vetor armazenado no

registrador X;

◮
Observar que a es
olha da representação de β por 0 faz 
om que

existam in�nitos símbolos β à direita do último símbolo da 
adeia de

entrada. Qualquer elemento do vetor que não 
ontenha um elemento

de Σ ∪ V retorna, na 
odi�
ação de ênuplas, o valor 0 (de 20), que
representa o símbolo β.
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Máquina de Turing

Teorema 1

Convenções

◮
A posição referen
iada pela 
abeça de leitura/es
rita 
orresponde ao


onteúdo do registrador C:

valor ini
ial 1 aponta para o símbolo ◦;

◮
O estado 
orrente é representado pelo 
onteúdo do registrador Q:

qi, i ≥ 0, é representado pelo valor i;

◮
Ao término do pro
essamento, Y = 0 indi
a rejeição da 
adeia de

entrada; Y 6= 0 indi
a a
eitação da 
adeia de entrada, e o valor de Y
representa o 
onteúdo da �ta nessa situação;

◮
Observar que o 
onteúdo da �ta é representado por um valor sempre

maior ou igual a 1 (será 1 se ela 
ontiver apenas bran
os).
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Máquina de Turing

Teorema 1

Algoritmo

Instruções ini
iais de P para a Máquina Norma:

r0 : se zeroC então vá_para r01 senão vá_para r02
r01 : faça Y := 0 vá_para r05
r02 : faça A := 2Q ∗ 3X[C]

vá_para End_A
r03 : se zeroC então vá_para r01 senão vá_para r04
r04 : faça Y := X vá_para r05
◮ r0 é o rótulo ini
ial;

◮
O 
ontrole retorna para r0 sempre que o próximo estado é não-�nal;

◮
O 
ontrole retorna para r03 sempre que o próximo estado é �nal;

◮ r05 é o rótulo �nal.
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Máquina de Turing

Teorema 1

Algoritmo

Para 
ada transição Π(qi, τm) = (qj , τn,D), a
res
entar à P o seguinte


onjunto de instruções:

r2i∗3m : faça X[C] := n vá_para r2i∗3m1

r2i∗3m1
: faça addC vá_para r2i∗3m2

r2i∗3m2
: faça Q := j vá_para r0

◮
Grava τn na posição 
orrente da �ta;

◮
Deslo
a a 
abeça de leitura/es
rita para a direita;

◮
Atualiza o estado 
orrente para qj ;

◮
Se o movimento for para a esquerda, usar subC no lugar de addC ;

◮
Se qj ∈ F , então substituir r0 por r03 .
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Máquina de Turing

Teorema 1

Algoritmo

Se |Q| = m e |Σ ∪ V | = n, então o programa monolíti
o 
orrespondente

possuirá:

5 +m ∗ (n+ 2) ∗ 3

instruções rotuladas.

Detalhamento do 
ál
ulo:

◮ 5: quantidade de instruções rotuladas ini
iais;

◮ n+ 2: n símbolos, mais β e ◦;

◮ m ∗ (n+ 2): função de transição total, quantidade total de transições;

◮ 3: quantidade de instruções rotuladas por transição.
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Máquina de Turing

Exemplo

Função de transição total

Considere a Máquina de Turing M que a
eita a linguagem {anbn |n ≥ 0}.
Então, para obter M ′


om função de transição total, devemos a
res
entar

o estado qe e as seguintes transições:

{
(q0, b)→ (qe, b, E) , (q0, A)→ (qe, A,E) , (q1, A)→ (qe, A,E),
(q1, B)→ (qe, B,E) , (q1, ◦)→ (qe, ◦, E) , (q1, β)→ (qe, β,E),
(q2, b)→ (qe, b, E) , (q2, B)→ (qe, B,E) , (q2, ◦)→ (qe, ◦, E),
(q2, β)→ (qe, β,E) , (q3, a)→ (qe, a, E) , (q3, b)→ (qe, b, E),
(q3, A)→ (qe, ◦, E) , (q3, ◦)→ (qe, ◦, E) , (q4, a)→ (qe, a, E),
(q4, b)→ (qe, b, E) , (q4, A)→ (qe, A,E) , (q4, B)→ (qe, B,E),
(q4, ◦)→ (qe, ◦, E) , (q4, β)→ (qe, β,E) , (qe, a)→ (qe, a, E),
(qe, b)→ (qe, b, E) , (qe, A)→ (qe, A,E) , (qe, B)→ (qe, B,E),
(qe, ◦)→ (qe, ◦, E) , (qe, β)→ (qe, β,E)
}
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Máquina de Turing

Exemplo

Representação dos estados

Considere a Máquina de Turing M ′
que a
eita a linguagem {anbn |n ≥ 0}.

Então:

◮ Q′ = {q0, q1, q2, q3, q4, qe}
Representação no registador Q:

◮ q0 por 0
◮ q1 por 1
◮ q2 por 2
◮ q3 por 3
◮ q4 por 4
◮ qe por 5
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Máquina de Turing

Exemplo

Representação dos símbolos

Considere a Máquina de Turing M ′
que a
eita a linguagem {anbn |n ≥ 0}.

Então:

◮ Σ ∪ V = {a, b} ∪ {A,B} = {a, b,A,B}
Representação no registrador X:

◮ a por 1,
◮ b por 2,
◮ A por 3,
◮ B por 4,

Adi
ionalmente:

◮ β por 0
◮ ◦ 
omo 5
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Máquina de Turing

Exemplo

Con�guração ini
ial

Situação ini
ial dos registradores na Máquina Norma para a 
adeia de

entrada ◦aabb:

◮ ◦aabb é representada pela seqüên
ia 51122

◮ X = 25 ∗ 31 ∗ 51 ∗ 72 ∗ 112 = 2.845.920

◮ Q = 0

◮ C = 1
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Máquina de Turing

Exemplo

Programa para Máquina Norma

r0 : se zeroC então vá_para r01 senão vá_para r02
r01 : faça Y := 0 vá_para r05
r02 : faça A := 2Q ∗ 3X[C]

vá_para End_A
r03 : se zeroC então vá_para r01 senão vá_para r04
r04 : faça Y := X vá_para r05
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Máquina de Turing

Exemplo

Programa para Máquina Norma

Π(q0, ◦) = (q0, ◦,D)
r243 : faça X[C] := 5 vá_para r2431
r2431 : faça addC vá_para r2432
r2432 : faça Q := 0 vá_para r0

Π(q0, a) = (q1, A,D)
r3 : faça X[C] := 3 vá_para r31
r31 : faça addC vá_para r32
r32 : faça Q := 1 vá_para r0

...
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Máquina de Turing

Exemplo

Programa para Máquina Norma

...
Π(q0, B) = (q3, B,D)

r81 : faça X[C] := 4 vá_para r811
r811 : faça addC vá_para r822
r812 : faça Q := 3 vá_para r0

...
Π(q3, β) = (q4, β,E)

r8 : faça X[C] := 0 vá_para r81
r81 : faça subC vá_para r82
r82 : faça Q := 4 vá_para r03

...
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Máquina de Turing

Exemplo

Endereços das transições
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Máquina de Turing

Exemplo

Con�gurações

Cadeia ab ∈ L(M ′):

Turing rótulo Q C X A

Π(q0, ◦) = (q0, ◦,D) r0 0 1 25 ∗ 31 ∗ 52 20 ∗ 35 = 243
r243 0 1 25 ∗ 31 ∗ 52 20 ∗ 35 = 243
r2431 0 1 25 ∗ 31 ∗ 52 20 ∗ 35 = 243
r2432 0 2 25 ∗ 31 ∗ 52 20 ∗ 35 = 243

Π(q0, a) = (q1, A,D) r0 0 2 25 ∗ 31 ∗ 52 20 ∗ 31 = 3
r3 0 2 25 ∗ 31 ∗ 52 20 ∗ 31 = 3
r31 0 2 25 ∗ 33 ∗ 52 20 ∗ 31 = 3
r32 0 3 25 ∗ 33 ∗ 52 20 ∗ 31 = 3
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Máquina de Turing

Exemplo

Con�gurações

Turing rótulo Q C X A

Π(q1, b) = (q2, B,E) r0 1 3 25 ∗ 33 ∗ 52 21 ∗ 32 = 18
r18 1 3 25 ∗ 33 ∗ 52 21 ∗ 32 = 18
r181 1 3 25 ∗ 33 ∗ 54 21 ∗ 32 = 18
r182 1 2 25 ∗ 33 ∗ 54 21 ∗ 32 = 18

Π(q2, A) = (q0, A,D) r0 2 2 25 ∗ 33 ∗ 54 22 ∗ 33 = 108
r108 2 2 25 ∗ 33 ∗ 54 22 ∗ 33 = 108
r1081 2 2 25 ∗ 33 ∗ 54 22 ∗ 33 = 108
r1082 2 3 25 ∗ 33 ∗ 54 22 ∗ 33 = 108
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Máquina de Turing

Exemplo

Con�gurações

Turing rótulo Q C X A

Π(q0, B) = (q3, B,D) r0 0 3 25 ∗ 33 ∗ 54 20 ∗ 34 = 81
r81 0 3 25 ∗ 33 ∗ 54 20 ∗ 34 = 81
r811 0 3 25 ∗ 33 ∗ 54 20 ∗ 34 = 81
r812 0 4 25 ∗ 33 ∗ 54 20 ∗ 34 = 81

Π(q3, β) = (q4, β,E) r0 3 4 25 ∗ 33 ∗ 54 23 ∗ 30 = 8
r8 3 4 25 ∗ 33 ∗ 54 23 ∗ 30 = 8
r81 3 4 25 ∗ 33 ∗ 54 23 ∗ 30 = 8
r82 3 3 25 ∗ 33 ∗ 54 23 ∗ 30 = 8
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Máquina de Turing

Exemplo

Con�gurações

Turing rótulo Q C X A

r03 4 3 25 ∗ 33 ∗ 54 23 ∗ 30 = 8
r04 4 3 25 ∗ 33 ∗ 54 23 ∗ 30 = 8
r05 4 3 25 ∗ 33 ∗ 54 23 ∗ 30 = 8
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Máquina de Turing

Exemplo

Con�gurações

Cadeia ba /∈ L(M ′):

Turing rótulo Q C X A

Π(q0, ◦) = (q0, ◦,D) r0 0 1 25 ∗ 32 ∗ 51 20 ∗ 35 = 243
r243 0 1 25 ∗ 32 ∗ 51 20 ∗ 35 = 243
r2431 0 1 25 ∗ 32 ∗ 51 20 ∗ 35 = 243
r2432 0 2 25 ∗ 32 ∗ 51 20 ∗ 35 = 243

Π(q0, b) = (qe, b, E) r0 0 2 25 ∗ 32 ∗ 51 20 ∗ 32 = 9
r9 0 2 25 ∗ 32 ∗ 51 20 ∗ 32 = 9
r91 0 2 25 ∗ 32 ∗ 51 20 ∗ 32 = 9
r92 0 1 25 ∗ 32 ∗ 51 20 ∗ 32 = 9
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Máquina de Turing

Exemplo

Con�gurações

Turing rótulo Q C X A

Π(qe, ◦) = (qe, ◦, E) r0 5 1 25 ∗ 32 ∗ 51 25 ∗ 35 = 7776
r7776 5 1 25 ∗ 32 ∗ 51 25 ∗ 35 = 7776
r77761 5 1 25 ∗ 32 ∗ 51 25 ∗ 35 = 7776
r77762 5 0 25 ∗ 32 ∗ 51 25 ∗ 35 = 7776

r0 5 0 25 ∗ 32 ∗ 51 25 ∗ 35 = 7776
r01 5 0 25 ∗ 32 ∗ 51 25 ∗ 35 = 7776
r05 5 0 25 ∗ 32 ∗ 51 25 ∗ 35 = 7776
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Máquina de Turing

Teorema 2

Máquina Norma ≤ Máquina de Turing

◮
Conforme demonstrado em Bird76, programas re
ursivos (
om

de�nição e 
hamada de subprogramas e re
ursão) podem ser

simulados em Máquinas Norma através de programas monolíti
os,


om o uso de endereçamento indireto.

◮
Portanto, é su�
iente 
onsiderar programas monolíti
os e as Máquinas

de Turing que 
omputam as mesmas funções;

◮
Também é su�
iente 
onsiderar Máquina Norma 
om apenas dois

registradores (X e Y ). Ela será denotada Norma2.
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Máquina de Turing

Teorema 2

Máquina Norma ≤ Máquina de Turing

◮
Todo Máquina Norma pode ser simulada por alguma Máquina de

Turing.

◮
Se P = (I, r0) para Norma2, então existe

M : (Σ, Q,Π, q0, F, V, β, ◦) que simula P .

◮
Máquina de Turing simula Norma2, que por sua vez simula Norma.
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Máquina de Turing

Teorema 2

Convenções

◮
Registrador X: Seu 
onteúdo é representado em unário e armazenado

nas 
élulas pares da �ta de M ;

A �ta de entrada | ◦ | 1
︸︷︷︸
|1| 1

︸︷︷︸
|1| 1

︸︷︷︸
|1| 1

︸︷︷︸
|β|β|β|...| representa

X = 4

◮
Registrador Y : Seu 
onteúdo é representado em unário e armazenado

nas 
élulas ímpares (ex
eto a primeira) da �ta de M ; A �ta de

entrada | ◦ |1| 1
︸︷︷︸
|1| 1

︸︷︷︸
|1| 1

︸︷︷︸
|1|β|β|β|...| representa Y = 3

◮
Rótulos das instruções: Cada rótulo r de P está em 
orrespondên
ia


om um estado qr de M . r0 
orresponde ao estado ini
ial q0 e 
ada

rótulo �nal rf 
orresponde a um estado �nal qf ∈ F .
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Máquina de Turing

Teorema 2

Componentes da Máquina de Turing

◮ Σ = {1}

◮ Q = {qi | ri é rótulo deP}

◮ Π = {}

◮
Estado ini
ial=q0 (supondo que r0 é o rótulo ini
ial de P )

◮ F = {qi | ri é rótulo �nal deP}

◮ V = {}
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Máquina de Turing

Teorema 2

Algoritmo

Para 
ada instrução i ∈ I:

◮ r: faça addk vá_para r′

1

A partir do estado qr, deslo
ar a 
abeça de leitura/es
rita até

en
ontrar a primeira 
élula par (se K = X) ou ímpar (se K = Y ) que


ontenha um símbolo β;
2

Substituir esse β por 1;
3

Deslo
ar a 
abeça de leitura/es
rita, posi
ionando-a sobre o primeiro

símbolo da �ta (◦);
4

Ir para o estado qr′ .
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Máquina de Turing

Teorema 2

Algoritmo

Para 
ada instrução i ∈ I:

◮ r: faça subk vá_para r′

1

A partir do estado qr, deslo
ar a 
abeça de leitura/es
rita até en
ontrar

a última 
élula par (se K = X) ou ímpar (se K = Y ) que 
ontenha

um símbolo 1 (se a primeira 
élula pesquisada for β, ir para 3);

2

Substituir esse 1 por β;
3

Deslo
ar a 
abeça de leitura/es
rita, posi
ionando-a sobre o primeiro

símbolo da �ta (◦);
4

Ir para o estado qr′ .
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Máquina de Turing

Teorema 2

Algoritmo

Para 
ada instrução i ∈ I:

◮
se zeroK então vá_para r′ senão vá_para r′′

◮
A partir do estado qr, deslo
ar a 
abeça de leitura/es
rita até

en
ontrar a primeira 
élula par (se K = X) ou a segunda 
élula ímpar

(se K = Y );

◮
Se a 
élula en
ontrada 
ontiver o símbolo β:

1

Deslo
ar a 
abeça de leitura/es
rita, posi
ionando-a sobre o primeiro

símbolo da �ta (◦);

2

Ir para o estado qr′

◮
Se a 
élula en
ontrada não 
ontiver o símbolo β:

1

Deslo
ar a 
abeça de leitura/es
rita, posi
ionando-a sobre o primeiro

símbolo da �ta (◦);

2

Ir para o estado qr′′
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Máquina de Turing

Teorema 2

Exemplo

r1: se zeroX vá_para r4 senão vá_para r2
r2: faça subX vá_para r3
r3: faça addY vá_para r1

◮ Σ = {1}

◮ Q = {q1, q2, q3, q4}

◮ Π = {}

◮
Estado ini
ial q1 (pois r1 é o rótulo ini
ial de P )

◮ F = {q4} (pois r4 é rótulo �nal de P )

◮ V = {}
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Máquina de Turing

Teorema 2

Exemplo

r1 : se zeroX vá_para r4 senão vá_para r2
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Máquina de Turing

Teorema 2

Exemplo

r2 : faça subX vá_para r3
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Máquina de Turing

Teorema 2

Exemplo

r3 : faça addY vá_para r1
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Máquina de Turing

Teorema 2

Exemplo
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Máquina de Post

Generalidades

◮
De�nida por Emil Leon Post em 1936;

◮
Posui uma úni
a variável, denominada X:

◮
Fila (�rst-in-�rst-out);

◮
Entrada, saída e trabalho;

◮
Tamanho ini
ial igual ao 
omprimento da 
adeia de entrada;

◮
Tamanho pode variar, sem restrições.

◮
Possui um programa asso
iado (�uxograma):

◮
Partida;

◮
Parada;

◮
Desvio 
ondi
ional;

◮
Atribuição.

◮
Máquina Universal.
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Máquina de Post

De�nição

Uma Máquina de Post é uma tripla:

M = (Σ,D,#)

onde:

◮ Σ = {σ1, σ2, ..., σn} é o alfabeto de entrada;

◮ D é o programa (ou �uxograma), 
onstituído pelos 
omponentes

partida, parada, desvio 
ondi
ional e atribuição;

◮ # é o símbolo auxiliar, # /∈ Σ.
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Máquina de Post

De�nição

Componente �Partida�:

◮
Úni
o em 
ada programa P ;

◮
Indi
a o iní
io da exe
ução de P .
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Máquina de Post

De�nição

Componente �Parada�:

◮
Pode ser de dois tipos: parada 
om a
eitação ou parada 
om rejeição;

◮
Múltiplas o
orrên
ias são permitidas, sem restrições (in
lusive zero

o
orrên
ias de qualquer ou de ambos os 
omponentes).
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Máquina de Post

De�nição

Componente �Desvio 
ondi
ional�:

◮
Analisa o primeiro símbolo da �la (variável X);

◮
Conforme o símbolo en
ontrado, desvia de a
ordo;

◮
O símbolo en
ontrado é removido do iní
io da �la;

◮
Se |Σ| = n, devem ser previstos n+ 2 desvios;

◮
Desvio para o símbolo auxiliar (#) e também para o 
aso de X 
onter

a 
adeia vazia (ǫ).
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Máquina de Post

De�nição

Componente �Atribuição�:

◮
Con
atena o símbolo µ ao �nal da 
adeia 
ontida em X (vai para o

�nal da �la);

◮ µ ∈ (Σ ∪ {#})
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Máquina de Post

Exemplo � programa P que re
onhe
e a
n
b
n

Estratégia:

◮ X 
ontém a 
adeia a ser analisada;

◮
A
res
entar o símbolo # ao �nal da mesma, para indi
ar �nal de


adeia;

◮
Se o primeiro símbolo for a, remover;

◮
Transportar todos os demais a para o �nal da 
adeia;

◮
Se 
hegar num b, remover;

◮
Transportar todos os demais b para o �nal da 
adeia;

◮
Repetir;

◮
Se a 
adeia 
ontiver apenas o símbolo de �nal de 
adeia, ACEITA;

senão REJEITA.
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Máquina de Post

Exemplo � programa P que re
onhe
e a
n
b
n
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Máquina de Post

Exemplo � programa P que re
onhe
e a
n
b
n

◮
Valores da variável X para a entrada aabb;

◮
Parada 
om a 
ondição ACEITA:

aaabbb aaabbb# aabbb#
abbb# abbb#a bbb#a
bbb#aa bb#aa b#aa
b#aab #aab #aabb
aabb aabb# abb#
bb# bb#a b#a
#a #ab ab
ab# b# #
ǫ # ǫ
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Máquina de Post

Teorema 3

Máquina de Turing ≤ Máquina de Post

Seja:

M = (Σ, Q,Π, q0, F, V, β, ◦)

uma Máquina de Turing. Então, existe uma Máquina de Post:

M ′ = (Σ ∪ V,D,#)

que simula M .
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Máquina de Post

Teorema 3

Fita

◮
Representada pela variável X;

◮
A posição 
orrentemente referen
iada pelo 
ursor indi
a a primeira

posição da �la 
ontida na variável X;

◮
O símbolo # é usado para sinalizar o �nal da 
adeia de entrada;

◮
A parte situada à esquerda da �ta de entrada 
orresponde à parte �nal

da �la, situada após o símbolo #.
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Máquina de Post

Teorema 3

Fita

A situação da �ta a
ima é representada na Máquina de Post por:

X = a3a4...an# ◦ a1a2
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a DIREITA

É ne
essário representar, na Máquina de Post:

◮
A substituição de um símbolo por outro, 
onforme a função de

transição;

◮
O deslo
amento do 
ursor uma posição para a direita;

◮
Seqüên
ia de testes e atribuições que resultem na modi�
ação

pretendida (úni
o teste e úni
a atribuição).
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a DIREITA

Supondo Π(qi, a2) = (qj , A2,D):

Deseja-se mapear a2a3a4...an# ◦ a1 em a3a4...an# ◦ a1A2.
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a DIREITA

Direto (quando o símbolo 
orrente é diferente de #):

◮
Ler e remover o símbolo 
orrente a2 do iní
io da �la;

◮
Inserir o símbolo A2 no �nal da �la;

Ne
essário 
onsiderar quando o símbolo 
orrente é #:

◮
Remover # do iní
io da �la;

◮
Adi
ionar o novo símbolo no �nal da �la;

◮
Inserir o símbolo espe
ial $ no �nal da �la;

◮
Inserir o símbolo # no �nal da �la.

◮
Transportar símbolos do iní
io para o �nal, até ler (e remover) o

símbolo $;

◮ #abc - que representa (abc, q, ǫ) - é mapeado em #abcd (supondo

que β é substituído por d), que representa (abcd, q, ǫ).
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a DIREITA

Situação X

INÍCIO #abc
Remove # abc
Insere d abcd
Insere $ abcd$
Insere # abcd$#
Remove a bcd$#
Insere a bcd$#a
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a DIREITA

Situação X

Remove b cd$#a
Insere b cd$#ab
Remove c d$#ab
Insere c d$#abc
Remove d $#abc
Insere d $#abcd
Remove $ #abcd
TÉRMINO #abcd
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

É ne
essário representar, na Máquina de Post:

◮
A substituição de um símbolo por outro, 
onforme a função de

transição;

◮
O deslo
amento do 
ursor uma posição para a esquerda;

◮
Seqüên
ia de testes e atribuições que resultem na modi�
ação

pretendida.
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Supondo Π(qi, a3) = (qj , A3, E):

Deseja-se mapear a3a4...an# ◦ a1a2 em a2A3a4...an# ◦ a1.
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Será feito em duas etapas:

◮
Parte 1:

◮
Entrada: a3a4...an# ◦ a1a2

◮
Saída: $A3a4...an# ◦ a1

◮
Parte 2:

◮
Entrada: $A3a4...an# ◦ a1

◮
Saída: a2A3a4...an# ◦ a1

Ne
essário, também, 
onsiderar quando o símbolo 
orrente é #.
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Parte 1:

◮
Inserir $$ no �nal da �la;

◮
Inserção do novo símbolo no �nal da �la;

◮
Remover o símbolo do iní
io da �la;

◮ S1 ←
1

símbolo do iní
io da �la (leitura e remoção);

◮ S2 ← símbolo do iní
io da �la (leitura e remoção);

◮
Enquanto S2 for diferente de $ faça:

◮
Inserir S1 no �nal da �la;

◮ S1 ← S2;

◮ S2 ← símbolo do iní
io da �la (leitura e remoção).

◮
Es
rever S1 na posição mais à esquerda da �la (no lugar do segundo

$, usando a Parte 2).

1

pode ser simulado através do uso de estados no programa que implementa o

algoritmo na Máquina de Post
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Exemplo:

◮
Suponha a substituição de f por X;

◮
Entrada: fghij#abcde;

◮
Saída: $Xghij#abcd.
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Situação S1 S2 X

INÍCIO - - fghij#abcde
Insere $ - - fghij#abcde$
Insere $ - - fghij#abcde$$
Insere X - - fghij#abcde$$X
Remove f - - ghij#abcde$$X
Remove g g - hij#abcde$$X
Remove h g h ij#abcde$$X
Insere g g h ij#abcde$$Xg
Copia S2 para S1 h h ij#abcde$$Xg
Remove i h i j#abcde$$Xg
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Situação S1 S2 X

Insere h h i j#abcde$$Xgh
Copia S2 para S1 i i j#abcde$$Xgh
Remove j i j #abcde$$Xgh
Insere i i j #abcde$$Xghi
Copia S2 para S1 j j #abcde$$Xghi
Remove # j # abcde$$Xghi
Insere j j # abcde$$Xghij
Copia S2 para S1 # # abcde$$Xghij
Remove a # a bcde$$Xghij
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Situação S1 S2 X

Insere # # a bcde$$Xghij#
Copia S2 para S1 a a bcde$$Xghij#
Remove b a b cde$$Xghij#
Insere a a b cde$$Xghij#a
Copia S2 para S1 b b cde$$Xghij#a
Remove c b c de$$Xghij#a
Insere b b c de$$Xghij#ab
Copia S2 para S1 c c de$$Xghij#ab
Remove d c d e$$Xghij#ab
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Situação S1 S2 X

Insere c c d e$$Xghij#abc
Copia S2 para S1 d d e$$Xghij#abc
Remove e d e $$Xghij#abc
Insere d d e $$Xghij#abcd
Copia S2 para S1 e e $$Xghij#abcd
Remove $ e $ $Xghij#abcd
TÉRMINO e $ $Xghij#abcd
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Parte 2:

◮
Inserir o símbolo espe
ial $ no �nal da �la;

◮
Ler (e remover) o símbolo espe
ial $ do iní
io da �la;

◮
Inserir o símbolo faltante no �nal da �la;

◮
Transferir os símbolos do iní
io da �la para o �nal, até atingir o

símbolo $;

◮
Remover o símbolo $ do iní
io da �la.
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Exemplo (
ontinuação do anterior):

◮
Entrada: $Xghij#abcd;

◮
Saída: eXghij#abcd.
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Máquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Situação X

INÍCIO $Xghij#abcd
Insere $ $Xghij#abcd$
Remove $ Xghij#abcd$
Insere e Xghij#abcd$e
Remove X ghij#abcd$e
Insere X ghij#abcd$eX
... ...

Remove d $eXghij#abc
Insere d $eXghij#abcd
Remove $ eXghij#abcd
TÉRMINO eXghij#abcd
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Máquina de Post

Teorema 3

Estados, a
eitação e rejeição

◮
Instrução �Partida� simula o estado ini
ial q0;

◮
Instrução �A
eita� simula os estados �nais qi ∈ F ;

◮
Cada um dos demais estados 
orresponde a uma instrução �Desvio


ondi
ional�;

◮
A rejeição por função de transição inde�nida ou movimento inválido

são simuladas pela instrução �Rejeita�.
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Máquina de Post

Teorema 4

Máquina de Post ≤ Máquina de Turing

Seja:

M = (Σ,D,#)

uma Máquina de Post. Então, existe uma Máquina de Turing:

M ′ = (Σ, Q,Π, q0, F, {#}, β, ◦)

que simula M .
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Máquina de Post

Teorema 4

Variável X

◮ X é simulada pela �ta;

◮
O 
ursor aponta para o primeiro de X;

◮
Se X = a1a2a3...am#am+1...an, então a representação de X na �ta

é:
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Máquina de Post

Teorema 4

Desvio 
ondi
ional

◮
O 
onsumo do símbolo mais à esquerda é representado pela

substituição do símbolo lido por β seguido do deslo
amento do 
ursor

para à direita;

◮
Se X = a1a2a3...am#am+1...an, um teste 
om o símbolo a1 resulta

em X = a2a3...am#am+1...an
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Máquina de Post

Teorema 4

Atribuição

◮
A atribuição de um símbolo à variável X é representado pelo

a
rés
imo de um símbolo no �nal da �ta seguido do retorno do 
ursor

para a posição mais à esquerda da �ta que não seja β;

◮
Se X = a1a2a3...am#am+1...an, uma atribuição 
om o símbolo s
resulta em X = a1a2a3...am#am+1...ans
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Máquina de Post

Teorema 4

Partida, a
eita e rejeita

◮
A instrução �Partida� é simulada pelo estado ini
ial q0;

◮
A instrução �A
eita� é simulada por qF ∈ F ;

◮
A instrução �Rejeita� é simulada por movimento inválido.
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Máquina 
om Pilhas

Generalidades

◮
Formalizada por vários autores na dé
ada de 1960;

◮
A memória de entrada é separada das memórias auxiliar e de saída

(diferente das Máquinas de Turing e de Post);

◮
Fita de entrada 
ontém a 
adeia a ser analisada;

◮
Memória auxiliar:

◮
Pilha (�rst-in-last-out);

◮
Uma ou mais pilhas;

◮
As pilhas não tem limitação de tamanho.

◮
Possui um programa asso
iado (�uxograma):

◮
Partida;

◮
Parada;

◮
Desvio 
ondi
ional (desempilha);

◮
Empilha.

◮
Máquina Universal.
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Máquina 
om Pilhas

De�nição

Uma Máquina de Pilhas é uma dupla:

M = (Σ,D)

onde:

◮ Σ = {σ1, σ2, ..., σn} é o alfabeto de entrada;

◮ D é o programa (ou �uxograma), 
onstituído pelos 
omponentes

partida, parada, desvio 
ondi
ional (desempilha) e empilha;

◮ X representa a �ta de entrada;

◮ Yi, i ≥ 0, representa as pilhas.
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Máquina 
om Pilhas

De�nição

Componente �Partida�:

◮
Úni
o em 
ada programa P ;

◮
Indi
a o iní
io da exe
ução de P .
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Máquina 
om Pilhas

De�nição

Componente �Parada�:

◮
Pode ser de dois tipos: parada 
om a
eitação ou parada 
om rejeição;

◮
Múltiplas o
orrên
ias são permitidas, sem restrições (in
lusive zero

o
orrên
ias de qualquer ou de ambos os 
omponentes).
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Máquina 
om Pilhas

De�nição

Componente �Desvio 
ondi
ional (desempilha)�:

◮
Analisa o primeiro símbolo da entrada ou da pilha i (variáveis X e Yi,

respe
tivamente);

◮
Conforme o símbolo en
ontrado, desvia de a
ordo;

◮
O símbolo en
ontrado é removido do iní
io da entrada ou da pilha;

◮
Se |Σ| = n, devem ser previstos n+ 1 desvios;

◮
Desvio também para o 
aso de X ou Yi 
onter a 
adeia vazia (ǫ).
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Máquina 
om Pilhas

De�nição

Componente �Empilha�:

◮
Insere o símbolo µ no topo da pilha Yi;

◮ µ ∈ Σ.
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Máquina 
om Pilhas

Exemplo � a
n
b
n

Estratégia:

◮
Usa uma úni
a pilha;

◮
Ler os símbolos a da entrada (X), empilhando os mesmos em seguida

(Y );

◮
Quando en
ontrar o primeiro b na entrada, 
omeçar a desempilhar os

símbolos a, garantindo que para 
ada b em X existe um a em Y ;

◮
Se a seqüên
ia de símbolos b da entrada (X) a
abar juntamente 
om

a seqüên
ia de símbolos a da pilha (Y ), então ACEITA; senão,

REJEITA.
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Máquina 
om Pilhas

Exemplo � a
n
b
n
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Máquina 
om Pilhas

Exemplo � a
n
b
n

X Y
aaabbb ǫ
aabbb ǫ
aabbb a
abbb a
abbb aa
bbb aa
bbb aaa
bb aaa
bb aa
b aa
b a
ǫ a
ǫ ǫ
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Máquina 
om Pilhas

Exemplo � a
n
b
n
c
n

Estratégia:

◮
Usa duas pilhas, Y1 e Y2;

◮
Remover simbolos a da entrada, inserindo-os na piha Y1;

◮
Para 
ada símbolo b da entrada, remover o mesmo de X, remover um

símbolo a de Y1 e inserir um símbolo b em Y2;

◮
Deve-se garantir que as quantidades de a em Y1 e b na entrada sejam

idênti
as;

◮
Para 
ada símbolo c da entrada, remover o mesmo de X e remover

um símbolo b da Y2;

◮
Se as quantidade de b em Y2 e c em X forem iguais, ACEITA; senão

REJEITA.
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Máquina 
om Pilhas

Exemplo � a
n
b
n
c
n
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Máquina 
om Pilhas

Exemplo � a
n
b
n
c
n

X Y1 Y2

aabbcc ǫ ǫ
abbcc ǫ ǫ
abbcc a ǫ
bbcc a ǫ
bbcc aa ǫ
bcc aa ǫ
bcc a ǫ
bcc a b
cc a b
cc ǫ b
cc ǫ bb
c ǫ bb
c ǫ b
ǫ ǫ b
ǫ ǫ ǫ
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Máquina 
om Pilhas

Exemplo � aaa(a|b)∗

Estratégia:

◮
Não usa pilha;

◮
Veri�
a se os três primeiros símbolos da entrada X são a;

◮
Consome os demais símbolos da entrada;

◮
Quando esgotar a 
adeia de entrada, ACEITA. Se as 
ondições

anteriores não forem veri�
adas, REJEITA.
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Máquina 
om Pilhas

Exemplo � aaa(a|b)∗
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Máquina 
om Pilhas

Exemplo � aaa(a|b)∗

X
aaabc
aabc
abc
bc
c
ǫ

Mar
us Ramos (UNIVASF) Máquinas Universais 14 de agosto de 2017 163 / 287



Máquina 
om Pilhas

Quantidade de pilhas

A 
lasse de linguagens representadas por Máquinas de Pilhas depende da

quantidade de pilhas que ela possui:

◮
Nenhuma pilha: 
orresponde ao aut�mato �nito, 
apaz de re
onhe
er

a 
lasse das linguagens regulares;

◮
Uma pilha: 
orresponde ao aut�mato de pilha, 
apaz de re
onhe
er a


lasse das linguagens livres de 
ontexto;

◮
Duas pilhas: 
orresponde à Máquina de Turing, 
apaz de a
eitar a


lasse das linguagens re
ursivamente enumeráveis;

◮
Três ou mais pilhas: podem sempre ser simuladas por uma máquina


om apenas duas pilhas.
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Generalidades

◮
Similar à Máquina 
om Duas Pilhas;

◮
No lugar de um diagrama de �uxos usa-se um diagrama de estados;

◮
Componentes:

◮
Fita de entrada;

◮
Duas pilhas;

◮
Máquina de estados.

◮
Máquina Universal.
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Fita de entrada

◮
Finita;

◮
Contém a 
adeia a ser analisada;

◮
Leitura apenas;

◮
Deslo
amento do 
ursor para a direita apenas;

◮
A leitura provo
a o deslo
amento do 
ursor;

◮
Teste se a entrada foi esgotada;

◮
Leitura op
ional.
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Pilhas

◮
Tamanho ilimitado;

◮
Usadas 
omo memória auxiliar;

◮
Leitura/es
rita;

◮
A leitura remove o símbolo 
onsultado (topo da pilha);

◮
Cada pilha é a
essada por uma 
abeça de leitura/es
rita independente;

◮
Teste se a pilha está vazia;

◮
Leitura op
ional.
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

De�nição

Um Aut�mato 
om Duas Pilhas é uma sextupla:

M = (Σ, Q,Π, q0, F, V )

onde:

◮ Σ é o alfabeto de entrada;

◮ Q é o 
onjunto de estados;

◮ Π é a função de transição:

Π : Q×(Σ∪{ǫ, ?})×(V ∪{ǫ, ?})×(V ∪{ǫ, ?})→ Q×(V ∪{ǫ})×(V ∪{ǫ})

◮ q0 ∈ Q é o estado ini
ial;

◮ F ⊆ Q é o 
onjunto de estados �nais;

◮ V é o alfabeto auxiliar.
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Parada

Para uma dada 
adeia de entrada, um Aut�mato 
om Duas Pilhas pode

parar e a
eitar, parar e rejeitar ou ainda entrar em loop 
om a mesma:

◮
Ele a
eita se a seqüên
ia de movimentações faz 
om que ele assuma

um estado �nal (independentemente do esgotamento da 
adeia de

entrada ou do esvaziamento das pilhas);

◮
Ele rejeita se não houver possibilidade de movimentação e o estado


orrente não for �nal.
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Diagrama de estados

Se:

Π(qi, x, y1, z1) = (qj, y2, z2)

então:
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

? e ǫ em Π

Seja Π(qi, x, y1, z1) = (qj , y2, z2). Então:

◮
Se x = ǫ, não lê símbolo da �ta de entrada e não deslo
a o 
ursor;

◮
Se x =?, testa se a 
adeia de entrada está esgotada;

◮
Se y1 = ǫ, não lê símbolo da primeira pilha e não desempilha símbolo;

◮
Se y1 =?, testa se a primeira pilha está vazia;

◮
Se z1 = ǫ, não lê símbolo da segunda pilha e não desempilha símbolo;

◮
Se z1 =?, testa se a segunda pilha está vazia;

◮
Se y2 = ǫ, mantém a primeira pilha inalterada;

◮
Se z2 = ǫ, mantém a segunda pilha inalterada.
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo � a
n
b
n
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo � a
n
b
n

Estado Entrada Primeira pilha

q0 aaabbb ǫ
q0 aabbb B
q0 abbb BB
q0 bbb BBB
q1 bb BB
q1 b B
q1 ǫ ǫ
qf
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo � a
n
b
n
c
n
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo � a
n
b
n
c
n

Estado Entrada Primeira pilha Segunda pilha

q0 aabbcc ǫ ǫ
q0 abbcc B ǫ
q0 bbcc BB ǫ
q1 bcc B C
q1 cc ǫ CC
q2 c ǫ C
q2 ǫ ǫ ǫ
qf
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Teorema 5

Máquina de Turing ≤ Aut�mato 
om Duas Pilhas

Toda Máquina de Turing pode ser simulada por algum Aut�mato 
om

Duas Pilhas.

◮
A primeira pilha (P1) simula o 
onteúdo da �ta de entrada situado à

esquerda da 
abeça de leitura/es
rita;

◮
A segunda pilha (P2) simula o 
onteúdo da �ta de entrada situado à

direita da 
abeça de leitura/es
rita, in
luindo o símbolo 
orrente;

◮
A 
adeia é 
opiada da �ta de entrada ini
ialmente para P1, e depois

desta para P2;

◮
Mar
adores de fundo de pilha $ em P2 (P1) são usados para simular


élulas em bran
o à direita (esquerda) do último (primeiro) símbolo

diferente de bran
o presente na �ta.

Mar
us Ramos (UNIVASF) Máquinas Universais 14 de agosto de 2017 176 / 287



Aut�mato 
om Duas Pilhas

Teorema 5

Máquina de Turing ≤ Aut�mato 
om Duas Pilhas
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Teorema 5

Deslo
amento à direita

◮
Considere Π(qi, x) = (qj, y,D);

◮
Considere P1 = γ e P2 = µx (topo à direita);

◮
O aut�mato deve exe
utar os movimentos ne
essários para que

P1 = γy e P2 = µ;

◮
Portanto, (γ, qi, xµ

R) ⊢ (γy, qj , µ
R)
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Teorema 5

Deslo
amento à direita
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Teorema 5

Deslo
amento à esquerda

◮
Considere Π(qi, x) = (qj, y, E);

◮
Considere P1 = γz e P2 = µx (topo à direita);

◮
O aut�mato deve exe
utar os movimentos ne
essários para que

P1 = γ e P2 = µyz;

◮
Portanto, (γz, qi, xµ

R) ⊢ (γ, qj , zyµ
R)

Mar
us Ramos (UNIVASF) Máquinas Universais 14 de agosto de 2017 180 / 287



Aut�mato 
om Duas Pilhas

Teorema 5

Deslo
amento à esquerda
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Teorema 5

Máquina de Turing ≤ Aut�mato 
om Duas Pilhas

◮
Cada estado qi da Máquina de Turing 
orresponde à um estado qi do
Aut�mato 
om Duas Pilhas;

◮
Cada transição da Máquina de Turing entre estados qi e qj é mapeada

numa transição do Aut�mato 
om Duas Pilhas entre os mesmos

estados;

◮
O símbolo é lido e substituído na entrada, e o 
ursor é movimentado

para a esquerda ou para a direita;

◮
Um novo estado qj é assumido.

Mar
us Ramos (UNIVASF) Máquinas Universais 14 de agosto de 2017 182 / 287



Aut�mato 
om Duas Pilhas

Máquina de Turing ≤ Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo

Suponha uma Máquina de Turing M 
om Σ = {a, b, c, d}, entrada cddddd
e estado ini
ial q2.
O Aut�mato 
om Duas Pilhas que simula M é apresentado par
ialmente a

seguir (
om uma transição 
om deslo
amento para a direita e outra 
om

deslo
amento para a esquerda, as demais são semelhantes).
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Máquina de Turing ≤ Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo

Ini
ialização 
om a 
adeia cddddd:

◮
Os mar
adores de fundo de pilha ($) são inseridos (q0);

◮
A 
adeia de entrada é 
opiada para a pilha 1 (q11);

◮
A pilha 1 é esvaziada e 
opiada para a pilha 2 (q12).

◮
A simulação pode ini
iar (q2).
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Máquina de Turing ≤ Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo

Ini
ialização 
om a 
adeia cddddd:
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Máquina de Turing ≤ Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo

Suponha que M possui uma transição δ(q2, c) = (q3, a,R):

◮
O símbolo c é retirado da pilha 1;

◮
O símbolo a é inserido na pilha 2;

◮
A simulação 
ontinua (q3).
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Máquina de Turing ≤ Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Máquina de Turing ≤ Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo

Suponha que M possui uma transição δ(q3, d) = (q4, b, L):

O símbolo é retirado da pilha 2;

O símbolo é inserido na pilha 2;

Para 
ada símbolo possível no topo da pilha 1, retirar e inserir na pilha

2;

A simulação 
ontinua ( ).
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Máquina de Turing ≤ Aut�mato 
om Duas Pilhas

Exemplo
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Teorema 6

Aut�mato 
om Duas Pilhas ≤ Máquina de Turing

Todo Aut�mato 
om Duas Pilhas pode ser simulado por alguma Máquina

de Turing.

◮
A 
adeia de entrada o
upa as primeiras posições da �ta da Máquina

de Turing

◮
A primeira pilha (P1) é simulada nas posições ímpares da �ta da

Máquina de Turing, após a 
adeia de entrada;

◮
A segunda pilha (P2) é simulada nas posições pares da �ta da

Máquina de Turing, após a 
adeia de entrada;

◮
A 
adeia # separa a 
adeia de entrada de P1 e P2.
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Teorema 6

Aut�mato 
om Duas Pilhas ≤ Máquina de Turing
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Teorema 6

Aut�mato 
om Duas Pilhas ≤ Máquina de Turing

◮
Cada estado qi do Aut�mato 
om Duas Pilhas 
orresponde à um

estado qi da Máquina de Turing;

◮
Cada transição do Aut�mato 
om Duas Pilhas entre estados qi e qj é
mapeada numa transição entre os mesmos estados da Máquina de

Turing;

◮
Para inserir ou remover um símbolo do topo da primeira (segunda)

pilha, basta lo
alizar a primeira posição ímpar (par) da �ta de entrada

que 
ontém um bran
o;

◮
Para remover, basta es
rever bran
o duas posições para a esquerda;

◮
Para inserir, basta substituir o bran
o en
ontrado pelo novo símbolo.
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Aut�mato 
om Duas Pilhas ≤ Máquina de Turing

Exemplo

Suponha que A é um Aut�mato 
om Duas Pilhas e:

◮ Σ = {a, b};

◮ V = {A,B,X, Y };

◮
Entrada aaabb;

◮ P1 = AAAA;

◮ P2 = BBBBBB;

◮ δ(qi, a,A,B) = (qj ,X, Y ).
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Aut�mato 
om Duas Pilhas ≤ Máquina de Turing

Exemplo
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Aut�mato 
om Duas Pilhas ≤ Máquina de Turing

Exemplo

A transição δ(qi, a,A,B) = (qj ,X, Y ) de A pode ser simulada em uma

Máquina de Turing M 
om o seguinte resultado:
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Aut�mato 
om Duas Pilhas ≤ Máquina de Turing

Exemplo

◮
O tre
ho de M que simula par
ialmente a transição

δ(qi, a,A,B) = (qj ,X, Y ) é apresentado a seguir;

◮
As seguintes etapas são exe
utadas:

◮ M identi�
a o símbolo 
orrente na �ta de entrada;

◮ M identi�
a o símbolo no topo da pilha P1;

◮ M identi�
a o símbolo no topo da pilha P2;

◮
Todas as informações são armazenadas no estado 
orrente de M .

◮
O símbolo M memoriza a posição que foi lida por último na �ta de

entrada (indi
ando que o símbolo lido foi a); N faz o mesmo quando

o símbolo 
orrente é b;

◮
O último estado (qi, a,A,B, 1) 
orresponde à identi�
ação da

transição que deve ser apli
ada;
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Aut�mato 
om Duas Pilhas ≤ Máquina de Turing

Exemplo

◮
A apli
ação da transição deve, em seguida, modi�
ar o topo das duas

pilhas de a
ordo e também avançar a 
abeça de leitura/es
rita;

◮
A apli
ação da transição não está representada nos slides e envolve

novos estados e transições;

◮
A ideia, portanto (neste exemplo), é partir do estado (qi, ?, ?, ?),
al
ançar o estado (qi, a,A,B) (ou seja, identi�
ar a transição a ser

apli
ada), apli
ar a transição e depois assumir o estado (qj, ?, ?, ?)
para reini
iar o 
i
lo até que algum estado �nal seja assumido;

◮
Outras transições de A podem ser simuladas de forma similar em M ;

◮
A 
omposição de todos os tre
hos assim obtidos 
orresponde à

Máquina de Turing M que simula o Aut�mato 
om Duas Pilhas A.
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Aut�mato 
om Duas Pilhas ≤ Máquina de Turing

Exemplo
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Aut�mato 
om Duas Pilhas

Aut�mato 
om Duas Pilhas ≤ Máquina de Turing

Exemplo
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Variações das Máquinas de Turing

Con
eito

Iremos explorar variações sobre as Máquinas de Turing, mostrando que

todas elas podem ser simuladas pela Máquina de Turing bási
a:

◮
Fita de entrada 
om múltiplas trilhas;

◮
Não-determinismo;

◮
Múltiplas �tas de entrada;

◮
Fita limitada à esquerda.

Além de reforçar a noção da Máquina de Turing 
omo uma Máquina

Universal, tais variações serão úteis na demonstração de alguns teoremas

que serão vistos mais adiante.
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Variações das Máquinas de Turing

De�nição

Adotaremos uma de�nição um pou
o diferente para Máquina de Turing,

porém equivalente à anteriormente vista. Ela 
orresponde à de�nição

utilizada em Hop
roft07:

◮
A �ta é in�nita em ambos os sentidos:

Esse 
aso será analisado mais adiante.

◮
Não há mar
ador de iní
io de �ta:

Pode ser simulado deslo
ando a 
adeia de entrada uma posição para a

direita e depois inserindo o mar
ador de iní
io de �ta na primeira

posição.
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Variações das Máquinas de Turing

De�nição
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Variações das Máquinas de Turing

Formalização

Uma Máquina de Turing (determinísti
a) é uma 7-upla:

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, B, F )

onde:

◮ Q é o 
onjunto (�nito) de estados;

◮ Σ é o alfabeto de entrada;

◮ Γ é o 
onjunto de símbolos da �ta, Σ ⊆ Γ;

◮ δ é a função de transição:

δ : Q× Γ→ Q× Γ× {L,R}
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Variações das Máquinas de Turing

Formalização

Uma Máquina de Turing (determinísti
a) é uma 7-upla:

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, B, F )

onde:

◮ q0 ∈ Q é o estado ini
ial;

◮ B representa o símbolo bran
o, usado para preen
her todas as

posições da �ta não ini
ializadas 
om símbolos da 
adeia de entrada;

B ∈ (Γ− Σ);

◮ F é o 
onjunto de estados �nais, F ⊆ Q.
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Variações das Máquinas de Turing

Complexidade no tempo

Máquina de Turing determinísti
a

A �
omplexidade no tempo� ou �tempo de exe
ução� de uma Máquina de

Turing M 
om uma entrada w é de�nida 
omo:

◮
A quantidade de movimentos que M exe
uta 
om a entrada w até

parar (a
eitando ou rejeitando);

◮
Se M não pára 
om a entrada w, o tempo é in�nito.
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Variações das Máquinas de Turing

Complexidade no tempo

Máquina de Turing determinísti
a

A �
omplexidade no tempo� ou �tempo de exe
ução�

de uma Máquina de Turing M é de�nida 
omo:

◮
A função T (n);

◮ n representa um 
erto 
omprimento da 
adeia de entrada;

◮ T (n) é a quantidade de movimentos que são exe
utados quando são


onsideradas todas as possíveis 
adeias w de 
omprimento n.
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Variações das Máquinas de Turing

Complexidade no tempo

Independentemente de fatores ou 
oe�
ientes, 
onsidera-se:

◮
Problemas �tratáveis� são aqueles que possuem tempo de exe
ução

polinomial, ou seja, T (n) = O(nk), para algum k;

◮
Problemas �intratáveis� são aqueles que possuem tempo de exe
ução

exponen
ial, ou seja, T (n) = O(kn), para algum k;

◮
Ex
eções à parte, funções exponen
iais 
res
em muito mais

rapidamente do que funções polinomiais;

◮
Problemas �tratáveis� geralmente possuem soluções viáveis em


omputadores; problemas �intratáveis� geralmente não possuem.
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Variações das Máquinas de Turing

Fita de entrada 
om múltiplas trilhas

Con
eito
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Variações das Máquinas de Turing

Fita de entrada 
om múltiplas trilhas

Formalização

◮
Para uma �ta de entrada 
om n trilhas:

δ : Q× Γ× Γ...× Γ
︸ ︷︷ ︸

Γn

→ Q× Γ× Γ...× Γ
︸ ︷︷ ︸

Γn

×{L,R}

Em 
ada estado, o 
ontrole �nito 
onsulta o símbolo armazenado em


ada uma das trilhas individualmente, providen
ia uma substituição

para 
ada um deles, e deslo
a a 
abeça de leitura/es
rita para a

direita ou para a esquerda;

◮
Se M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, B, F ) é uma Máquina de Turing 
om n
trilhas, essa máquina pode ser simulada por M ′


ujo 
onjunto de

símblos da �ta é Γ′ = Γn
; os demais elementos de M permane
em

inalterados em M ′
;

◮
Cada elemento de Γn

é 
onsiderado um novo símbolo, e dessa forma

um úni
o símbolo é 
onsultado/gravado de 
ada vez, 
omo numa

máquina 
om apenas uma trilha.
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Variações das Máquinas de Turing

Fita de entrada 
om múltiplas trilhas

Exemplo

Suponha uma Máquina de Turing 
om 2 trilhas e:

Γ = {a,X,B}

Então:

Γ′ = {(a, a), (a,X), (a,B), (X, a), (X,X), (X,B), (B, a), (B,X), (B,B)}
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

De�nição

Uma Máquina de Turing M é dita �não-determinísti
a� se existir mais de

uma possibilidade de movimentação a partir de uma mesma 
on�guração.

Formalmente:

δ : Q× Γ→ 2Q×Γ×{L,R}
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Linguagem de�nida

Seja M uma Máquina de Turing M não-determinísti
a e w ∈ Σ∗
. São


onsiderados três 
asos, que 
obrem todas as situações possíveis:

◮ w ∈ ACEITA(M) se e somente se existe pelo menos uma seqüên
ia

de movimentos que 
onduz M a um estado �nal 
om a 
adeia w;

◮ w ∈ REJEITA(M) se e somente se todas as seqüên
ias de

movimentos de M 
om a 
adeia w 
onduzem à 
on�gurações de

parada não-�nais;

◮ w ∈ LOOP (M) se e somente se:

◮
Não existe nenhuma seqüên
ia de movimentos que 
onduza M a um

estado �nal 
om a 
adeia w;
◮

Existe pelo menos uma seqüên
ia de movimentos que fazem 
om que

M entre em loop 
om a 
adeia w.
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Exemplo

◮
A Máquina de Turing da �gura seguinte é não-determinísti
a e possui

Σ = {a, b, c, d, e, f, g};

◮
São 
onsideradas 
adeias de entrada que provo
am todas as


ombinações possíveis entre as situações de a
eitação, rejeição e loop,

in
lusive 
ombinações duas a duas e as três simultaneamente;

◮
O resultado serve para ilustrar a determinação de

ACEITA(M), REJEITA(M) e LOOP (M) em Máquinas de

Turing não-determinísti
as.
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Exemplo
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Exemplo
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Exemplo
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Exemplo

Portanto, M parti
iona Σ∗
nos seguintes 
onjuntos:

◮ ACEITA(M) = {a, d, e, g, ...};

◮ REJEITA(M) = {b, ...};

◮ LOOP (M) = {c, f, ...};
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Combinações de 
asos

Seja M e w. As diversas seqüên
ias de movimentação de M 
om w podem

ser 
lassi�
adas em ACEITA, REJEITA e LOOP . Considere a

quantidade de o
orrên
ias de 
ada uma delas no 
onjunto de todas as

o
orrên
ias 
omo sendo:

◮
�pelo menos um� (≥ 1);

◮
�nenhuma� (0), ou

◮
�todas� (all).

As tabelas seguintes mostram as várias 
ombinações possíveis para os

valores dessas três variáveis, e 
omo a 
adeia w deve ser 
onsiderada do

ponto de vista de a
eitação, rejeição ou loop. Das 27 
ombinações

possíveis (33), apenas 10 são válidas.
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Não-determinismo

Combinações de 
asos
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asos
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Equivalên
ia

Teorema:

Toda Máquina de Turing não-determinísti
a M pode ser simulada por uma

Máquina de Turing determinísti
a M ′
equivalente. Ou seja:

◮ ACEITA(M ′) = ACEITA(M);

◮ REJEITA(M ′) = REJEITA(M);

◮ LOOP (M ′) = LOOP (M).
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Equivalên
ia

Método:

◮
Simular as 
on�gurações de M , representando-as na �ta de M ′

;

◮
As 
on�gurações são delimitadas pelo símbolo espe
ial ∗;

◮
A 
on�guração 
orrente é mar
ada pelo símbolo espe
ial X, que

o
upa o lugar do ∗ situado à esquerda da mesma;

◮
A função de transição δ de M está armazenada no 
ontrole de M ′

;

◮
Considerar a árvore de todos os 
aminhos possíveis;

◮
Fazer uma bus
a em largura para determinar se alguma 
on�guração é

�nal e a
eitar quando en
ontrar;

◮
Parar e rejeitar quando não houverem novas 
on�gurações a serem


onsideradas;

◮
Parar e a
eitar quando o estado 
orrente for �nal.
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Equivalên
ia

Algoritmo:

1. A �ta de M ′

ontém, ini
ialmente, a 
on�guração ini
ial de M 
om a


adeia w;

2. Essa 
on�guração é mar
ada 
omo sendo a 
on�guração 
orrente;

3. M ′
analisa a 
on�guração 
orrente para determinar se o estado


orrente é �nal;

4. Em 
aso a�rmativo, M ′
pára e a
eita w; em 
aso negativo, M ′

analisa

a 
on�guração 
orrente para determinar o estado 
orrente qi e o

símbolo 
orrente x;

5. M ′
insere, no �nal da 
adeia de entrada, tantas novas 
on�gurações

quantos sejam os elementos de δ(qi, x);
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Equivalên
ia

6. Cada uma dessas 
on�gurações é modi�
ada para re�etir a apli
ação

de uma parti
ular transição:

◮
Suponha que (α, qi, xγ) seja a 
on�guração 
orrente e que

δ(qi, x) = {(qj , y, R), ..., (qm, z, R)};
◮

As novas 
on�gurações são (αy, qj , γ), ..., (αz, qm, γ);
◮

De maneira análoga se os deslo
amentos forem à esquerda.

7. M ′
pro
ura a próxima 
on�guração na �ta de entrada;

8. Caso não exista, M ′
pára e rejeita w; 
aso exista, vá para 2.
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Exemplo
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Conversão � iní
io

◮
Seja M espe
i�
ada no slide seguinte;

◮
Seja w = aa;

◮
A 
on�guração ini
ial de M é (ǫ, q0, aa);

◮
Os estados q0, q1, q2 e q3 de M são denotados respe
tivamente 0, 1, 2
e 3 em M ′

;

◮
A 
on�guração ini
ial de M ′

é (ǫ, q0,X0aa∗);

◮ M ′
pro
ura a 
on�guração à direita do símbolo X;

◮ M ′
determina o estado 
orrente e o símbolo 
orrente de M .
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Versão não-determinísti
a
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Versão não-determinísti
a equivalente (par
ial)
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Conversão � término

M ′
está espe
i�
ado par
ialmente:

a) A partir de q3, gravar duas novas 
on�gurações no �nal da �ta, uma

substituindo 0a na 
on�guração 
orrente por a1 e outra substituindo

0a por a2; terminar ambas 
om ∗; ir para (d);

b) A partir de q9, gravar uma nova 
on�guração no �nal da �ta,

substituindo 0b na 
on�guração 
orrente por b3; terminar 
om ∗; ir
para (d);


) A partir de q6, gravar uma nova 
on�guração no �nal da �ta,

substituindo a2 na 
on�guração 
orrente por 0a; terminar 
om ∗; ir
para (d);
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Conversão � término

d) Pro
urar o X à esquerda e substituir por ∗; depois disso, pro
urar o
primeiro ∗ à direita e substituir por X; ir para (e);

e) Deslo
ar a 
abeça até o X e ir para o estado q0;

f) Nos estados q2 e q5, se a entrada 
orrente for ∗ ou bran
o, exe
utar os

passos (d) e (e).
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Con
lusões

◮
Se M al
ança alguma 
on�guração de a
eitação para w, M ′

a
eita w
e pára;

◮
Se M pára em 
on�gurações não-�nais em todos os 
aminhos M ′

pára e rejeita w;

◮
Se M entra em loop em algum 
aminho, e não a
eita em nenhum

outro 
aminho, então M ′
entra em loop.

◮
Se M ′

al
ança uma 
on�guração de a
eitação para w, existe um

aminho de a
eitação para w em M ;

◮
Se M ′

pára e rejeita w, M pára em 
on�gurações não-�nais em todos

os 
aminhos 
om a entrada w;

◮
Se M ′

entra em loop em algum 
aminho então M entra em loop em

algum 
aminho e não existe nenhum outro 
aminho que seja de

a
eitação.
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Variações das Máquinas de Turing

Complexidade no tempo

Máquina de Turing não-determinísti
a

A �
omplexidade no tempo� ou �tempo de exe
ução� de uma Máquina de

Turing M 
om uma entrada w é de�nida 
omo:

◮
A quantidade máxima de movimentos que M exe
uta 
om a entrada

w até parar (a
eitando ou rejeitando), 
onsiderando todas as

seqüên
ias possíveis de movimentação;

◮
Se M não pára 
om a entrada w, o tempo é in�nito.
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Variações das Máquinas de Turing

Complexidade no tempo

Máquina de Turing não-determinísti
a

A �
omplexidade no tempo� ou �tempo de exe
ução�

de uma Máquina de Turing M é de�nida 
omo:

◮
A função T (n);

◮ n representa um 
erto 
omprimento da 
adeia de entrada;

◮ T (n) é a quantidade máxima de movimentos exe
utados quando são


onsideradas todas as possíveis 
adeias w de 
omprimento n e, para


ada uma delas, todas as possíveis seqüên
ias de movimentação.
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Con
lusões

◮
Considere que M exe
uta n movimentos na seqüên
ia mais longa;

◮
Considere que o maior número de transições em qualquer 
on�guração

de M é m;

◮
Após a exe
ução do primeiro movimento de M (a partir da


on�guração ini
ial) haverão, no máximo, m 
on�gurações seguintes;

◮
Após a exe
ução do segundo movimento de M , haverão, no máximo,

m ∗m 
on�gurações seguintes;

◮
Após a exe
ução do n-ésimo movimento de M , haverão, no máximo,

mn

on�gurações seguintes;
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Variações das Máquinas de Turing

Não-determinismo

Con
lusões

◮
Portanto, o total de 
on�gurações al
ançadas por M é

1 +m+m2 + ...+mn
;

◮ 1 +m+m2 + ...+mn ≤ 1 + n ∗mn,∀m ≥ 0,∀n ≥ 0;

◮
Cada 
aminho de M analisa no máximo 1 + n 
on�gurações;

◮ M ′
pre
isa analisar, sozinha, 1 + n ∗mn


on�gurações;

◮
O tempo de exe
ução de M ′

é exponen
ial;

◮
Se M é O(n), então M ′

é O(mn);

◮
Se M é O(t(n)), então M ′

é O(mt(n)).
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Con
eito

Ao invés de uma úni
a �ta, a Máquina de Turing possui uma quantidade

�nita de �tas:

◮
A 
adeia de entrada é posi
ionada na primeira �ta;

◮
Cada �ta possui uma 
abeça de leitura/es
rita independente das

demais;

◮
As transições 
ontrolam as leituras, as es
ritas e as movimentações de

todas as 
abeças;

◮
A 
abeça pode permane
er no lugar de origem, sem se deslo
ar.
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

De�nição

Máquina de Turing 
om n �tas:

δ : Q× Γ
︸︷︷︸

Fita 1

× Γ
︸︷︷︸

Fita 2

×... Γ
︸︷︷︸

Fita n

→

Q× (Γ× {L,R, S})
︸ ︷︷ ︸

Fita 1

× (Γ× {L,R, S})
︸ ︷︷ ︸

Fita 2

...× (Γ× {L,R, S})
︸ ︷︷ ︸

Fita n
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Representação
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Representação

Suponha:

δ(q0, a, β, β, β) = (q1, (X,R), (Y,R), (W,L), (Z,S))
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Representação
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Equivalên
ia

Como toda Máquina de Turing é uma Máquina de Turing 
om múltiplas

�tas, é fato que Máquinas de Turing 
om múltiplas �tas a
eitam todas as

linguagens re
ursivamente enumeráveis. No entanto, 
abe questionar se

existem linguagens que não são re
ursivamente enumeráveis e que são

a
eitas por alguma Máquina de Turing 
om duas ou mais �tas.
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Equivalên
ia

Teorema: A 
lasse das linguagens a
eitas por Máquinas de Turing 
om

múltiplas �tas 
orresponde exatamente à 
lasse das linguagens a
eitas por

Máquinas de Turing 
om uma úni
a �ta.

◮
MT 
om uma úni
a �ta simula MT 
om múltiplas �tas,

independentemente da quantidade de �tas.
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Convenção

◮
Uma MT 
om n �tas (M1) será simulada por uma MT 
om uma

úni
a �ta e 2 ∗ n trilhas (M2);

◮
A trilha 2 ∗ i− 1 representa o 
onteúdo da �ta i, 1 ≤ i ≤ n;

◮
A trilha 2 ∗ i representa (símbolo X) a posição 
orrente da 
abeça de

leitura/es
rita na �ta 2 ∗ i− 1, 1 ≤ i ≤ n;

◮
Exemplo para n = 4.
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Exemplo

Con�guração ini
ial de M1:
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Exemplo

Con�guração ini
ial de M2:
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Exemplo

Con�guração arbitrária de M1:
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Exemplo

Con�guração arbitrária de M2:
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Equivalên
ia

Método: M2 simula M1

1. M2 pre
isa lo
alizar as posições onde estão os mar
adores das n

abeças de leitura/es
rita de M1 na sua �ta de entrada;

2. Para não se perder, M2 deve manter sempre, armazenado no seu


onjunto de estados, a quantidade de mar
adores que estão à

esquerda e à direita da posição 
orrente de leitura/es
rita;

3. Após a lo
alização de 
ada mar
ador, M2 deve armazenar, no seu


onjunto de estados, o símbolo lido em 
ada uma das posições


orrespondentes;

4. O estado de M1 deve estar armazenado também no 
onjunto de

estados de M2;
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Equivalên
ia

Método: M2 simula M1

5. M2 determina a transição a ser apli
ada;

6. M2 revisita 
ada um dos mar
adores, deslo
a os mesmos de posição

(se for o 
aso), substitui os símbolos 
orrespondentes e registra uma

eventual mudança de estado de M1 no seu próprio 
onjunto de

estados;

7. Os estados de a
eitação de M2 são aqueles que representam estados

de a
eitação de M1.
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Exemplo

Considere M1 = ({q0, q1, q2}, {a, b}, {a, b,X}, δ1 , q0, F1) 
om 3 �tas de

entrada. Os estados de Q2 são elementos de:

Q1 × {(0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0)} × (Γ ∪ {?}) × (Γ ∪ {?})× (Γ ∪ {?})

◮ Q1 representa o estado 
orrente de M1;

◮ (0, 3), (1, 2), (2, 1) e (3, 0) representam a quantidade de mar
adores X
que estão, respe
tivamente, à esquerda e à direita (ou sob) a 
abeça

de leitura/es
rita em M2;

◮ Γ ∪ {?} representa o símbolo lido da respe
tiva �ta (trilha); ? indi
a

que o símbolo ainda não foi lido.
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Exemplo

Portanto, M2 = (Q2,Σ2,Γ2, δ2, (q0, (0, 3), ?, ?, ?), F2), M2 possui seis

trilhas e o seu estado ini
ial:

(q0, (0, 3), ?, ?, ?)

indi
a, simultaneamente:

◮
Estado q0 (ini
ial de M1);

◮
Cabeça de leitura/es
rita posi
ionada de tal forma que os três

mar
adores X en
ontram-se à direita ou sob o mesmo;

◮
Nenhum símbolo de nenhuma �ta (trilha) foi lido ainda.
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Exemplo

Na medida em que os símbolos de 
ada uma das trilhas ímpares

(
orrespondentes a 
ada uma das �tas) vão sendo lidos, o estado 
orrente

se modi�
a. Suponha, por exemplo, que os símbolos destas trilhas sejam,

respe
tivamente, a, b e c. Então, os próximos estados assumidos por M2

seriam, na seqüên
ia:

◮ (q0, (0, 3), ?, ?, ?)

◮ (q0, (1, 2), a, ?, ?)

◮ (q0, (2, 1), a, b, ?)

◮ (q0, (3, 0), a, b, c)

ou q01, q02, q03 et
, 
aso sejam ne
essários estados intermediários para

exe
utar as operações de M2.
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Exemplo

No estado (q0, (3, 0), a, b, c), M2 reúne todas as informações ne
essárias

para es
olher e, em seguida, apli
ar alguma uma transição de M1 (se ela

existir), uma vez que M2 
onhe
e a função de transição de M1. Em

parti
ular:

◮ M2 
onhe
e o estado 
orrente de M1 (q0);

◮ M2 
onhe
e os símbolos 
orrentes de 
ada uma das �tas de M1 (a, b e
c).

Ini
ia-se, então, o pro
edimento para fazer a modi�
ação do 
onteúdo das

seis trilhas de M2 para re�etir a apli
ação desta transição. Supondo que,

depois disso, os mar
adores X estejam novamente à direita (ou sob) a


abeça de leitura/es
rita, e que o novo estado de M1 seja q1, então o novo

estado de M2 será (q1, (0, 3), ?, ?, ?) e o 
i
lo se repete até que algum

estado �nal seja al
ançado.
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Equivalên
ia

Teorema: O tempo que M2 (
om uma úni
a �ta) leva para simular n
movimentos de M1 (
om múltiplas �tas) é O(n2).
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Variações das Máquinas de Turing

Múltiplas �tas de entrada

Equivalên
ia

◮
Após 1 movimento de M1, os mar
adores de M2 estarão separados

por no máximo 2 posições; aoós 2 movimentos de M1, os mar
adores

de M2 estarão separados por no máximo 4 posições;

◮
Após n movimentos de M1, os mar
adores de M2 estarão separados

por no máximo 2 ∗ n posições;

◮
O 
ursor de leitura de M2 se posi
iona ini
ialmente à esquerda do

mar
ador mais à esquerda (ou apontando para ele);

◮
Para lo
alizar todos os mar
adores, M2 deve exe
utar, no máximo,

2 ∗ i movimentos para a direita, onde i é o número de movimentos

exe
utados por M1 até o momento;

◮
Uma vez determinada a transição a ser apli
ada, M2 deve substituir os

símbolos nas trilhas ímpares na �ta de entrada; para isso são

requeridos, no máximo, 2 ∗ i movimentos para a esquerda;
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Equivalên
ia

◮
Também é ne
essário deslo
ar os mar
adores das trilhas pares para a

esquerda ou para a direita; para isso serão ne
essários outros 2
movimentos por mar
ador (um em 
ada sentido), num total de 2 ∗ k
movimentos, onde k é o número de �tas sendo simuladas. Esse


ál
ulo independe do valor de i.

Movimentos de M1 Distân
ia máxima em M2 Movimentos de M2

1 2 4 + 2 ∗ k
2 4 8 + 2 ∗ k
... ... ...

n 2 ∗ n 4 ∗ n+ 2 ∗ k
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Equivalên
ia

◮
Portanto, para simular n movimento de M1 são requeridos

n∑

i=1
(4 ∗ i+ 2 ∗ k) ≤ n ∗ (4 ∗n+2 ∗ k) = 4 ∗n2+2 ∗ k ∗n movimentos;

◮
Logo, para simular n movimentos de M1 serão requeridos, no máximo,

O(n2) movimentos.
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Con
eito

Ao invés de uma �ta 
om tamanho ilimitado em ambos os sentidos, a

Máquina de Turing possui uma �ta limitada à esquerda e sem limitação à

direita:

◮
A �ta possui duas trilhas;

◮
A 
adeia de entrada é posi
ionada na primeira trilha no iní
io da �ta;

◮
A �ta é preen
hida 
om bran
os à direita do último símbolo da 
adeia

de entrada na primeira trilha, e integralmente na segunda trilha;

◮
Qualquer tentativa de movimentação da 
abeça de leitura/es
rita para

a esquerda da primeira posição da �ta gera uma 
ondição de parada


om rejeição da 
adeia de entrada.
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ia

Teorema: A 
lasse das linguagens a
eitas por Máquinas de Turing 
om �ta

ilimitada em ambos os sentidos 
orresponde exatamente à 
lasse das

linguagens a
eitas por Máquinas de Turing 
om �ta limitada à esquerda.

◮
MT M2 
om �ta limitada à esquerda simula MT M1 
om �ta

ilimitada;

◮ M2 nun
a es
reve bran
o (B) na �ta de entrada;

◮
A 
abeça de leitura/es
rita de M2 nun
a se deslo
a para a esquerda

da primeira posição.
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Fita limitada à esquerda

Nun
a es
reve bran
o

Algoritmo:

Seja M1 = (Q1,Σ,Γ1, δ1, q01, B, F1). Então:

◮
Fazer Γ1 ← Γ1 ∪ {B

′};

◮
Substituir toda regra do tipo δ1(q,X) = (p,B,D), D ∈ {L,R}, por
δ1(q,X) = (p,B′,D);

◮ ∀q ∈ Q1, fazer δ1(q,B
′) = δ1(q,B).
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Método:

◮
Usar a trilha superior para representar o lado direito da �ta, e a trilha

inferior para representar o lado esquerdo da �ta;

◮
Memorizar, nos estados de M2, se a 
abeça de leitura/es
rita está

posi
ionada à esquerda ou à direita da posição ini
ial em M1;

◮
Conforme o estado de M2, manipular apenas a trilha superior ou

inferior da �ta de entrada;

◮
Garantir que toda movimentação para a direita da primeira posição

sele
iona a trilha superior, e que toda movimentação à esquerda da

primeira posição sele
iona a trilha inferior.
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ia

Considere M1 = (Q1,Σ,Γ1, δ1, q01, B, F1) modi�
ado para nun
a es
rever

bran
os na �ta. M1 é simulado por M2 
om �ta limitada à esquerda,

M2 = (Q2,Σ2,Γ2, δ2, q02, (B,B), F2), onde:

◮ Q2 = {q02, q12} ∪ (Q1 × {U,L});
U indi
a a manipulação da trilha superior da �ta, L indi
a a

manipulação da trilha inferior;

◮ Σ2 = Σ× {B};

◮ Γ2 = (Γ1 × Γ1) ∪ {(X, ∗) |X ∈ Γ1};
∗ /∈ Γ1 é usado para indi
ar o iní
io da �ta.

◮ (B,B) representa o bran
o de M2;

◮ F2 = {(q, T ) ∈ (F1 × {U,L}) | q ∈ F1}.
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Equivalên
ia

Obtenção de δ2:

1. δ2(q02, (σ,B)) = (q12, (σ, ∗), R), ∀σ ∈ (Σ ∪ {B});
primeiro movimento: inserção do mar
ador de iní
io de �ta na

segunda trilha;

2. δ2(q12, (X,B)) = ((q01, U), (X,B), L), ∀X ∈ Γ1;

segundo movimento: retornar para a posição ini
ial da �ta, sele
ionar

trilha superior (parte direita da �ta de M2) e ir para o estado ini
ial

q01;

3. Se δ1(q,X) = (p, Y,D), então, ∀Z ∈ Γ1:

◮ δ2((q, U), (X,Z)) = ((p, U), (Y, Z), D) e
◮ δ2((q, L), (Z,X)) = ((p, L), (Z, Y ), D).

simula M1 levando em 
onsideração a trilha 
orrente, ex
eto se estiver

na primeira posição.
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Equivalên
ia

Obtenção de δ2:

4. Se δ1(q,X) = (p, Y,R), então:
δ2((q, L), (X, ∗)) = ((p, U), (Y, ∗), R)
δ2((q, U), (X, ∗)) = ((p, U), (Y, ∗), R)
deslo
amento à direita da primeira posição sele
iona a trilha superior;

5. Se δ1(q,X) = (p, Y, L), então:
δ2((q, L), (X, ∗)) = ((p, L), (Y, ∗), R)
δ2((q, U), (X, ∗)) = ((p, L), (Y, ∗), R)
deslo
amento à esquerda a primeira posição sele
iona trilha inferior.
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Fita limitada à esquerda

Con
lusão

◮ M2 reproduz as 
on�gurações de M1;

◮ M2 entra em um estado de a
eitação se e somente se M1 também

entra;

◮ L(M2) = L(M1).
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Exemplo

◮ Q2 = {q02, q12,
(q2, U), (q2, L), (q3, U), (q3, L),
(q4, U), (q4, L), (q5, U), (q5, L),
(q6, U), (q6, L)}

◮ Σ2 = {(a,B), (b,B), (c,B), (d,B)}

◮ Γ2 = {(a, ∗), (b, ∗), (c, ∗), (d, ∗),
(a, a), (a, b), (a, c), (a, d), (a,B),
(b, a), (b, b), (b, c), (b, d), (b,B),
(c, a), (c, b), (c, c), (c, d), (c,B),
(d, a), (d, b), (d, c), (d, d), (d, B),
(B, a), (B, b), (B, c), (B, d), (B,B)}

◮ F2 = {(q6, U), (q6, L)}
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Exemplo

Obtenção de δ2:

1. δ2(q02, (a,B)) = (q12, (a, ∗), R)
δ2(q02, (b,B)) = (q12, (b, ∗), R)
δ2(q02, (c,B)) = (q12, (c, ∗), R)
δ2(q02, (d,B)) = (q12, (d, ∗), R)
δ2(q02, (B,B)) = (q12, (B, ∗), R)

2. δ2(q12, (a,B)) = ((q2, U), (a,B), L)
δ2(q12, (b,B)) = ((q2, U), (b,B), L)
δ2(q12, (c,B)) = ((q2, U), (c,B), L)
δ2(q12, (d,B)) = ((q2, U), (d,B), L)
δ2(q12, (B,B)) = ((q2, U), (B,B), L)
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Exemplo

A partir de δ1(q2, c) = (q3, c, R):

3. δ2((q2, U), (c, a)) = ((q3, U), (c, a), R)
δ2((q2, U), (c, b)) = ((q3, U), (c, b), R)
δ2((q2, U), (c, c)) = ((q3, U), (c, c), R)
δ2((q2, U), (c, d)) = ((q3, U), (c, d), R)
δ2((q2, U), (c,B)) = ((q3, U), (c,B), R)
δ2((q2, L), (a, c)) = ((q3, L), (a, c), L)
δ2((q2, L), (b, c)) = ((q3, L), (b, c), L)
δ2((q2, L), (c, c)) = ((q3, L), (c, c), L)
δ2((q2, L), (d, c)) = ((q3, L), (d, c), L)
δ2((q2, L), (B, c)) = ((q3, L), (B, c), L)
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Fita limitada à esquerda

Exemplo

A partir de δ1(q3, d) = (q4, d, L):

3. δ2((q3, U), (d, a)) = ((q4, U), (d, a), L)
δ2((q3, U), (d, b)) = ((q4, U), (d, b), L)
δ2((q3, U), (d, c)) = ((q4, U), (d, c), L)
δ2((q3, U), (d, d)) = ((q4, U), (d, d), L)
δ2((q3, U), (d,B)) = ((q4, U), (d,B), L)
δ2((q3, L), (a, d)) = ((q4, L), (a, d), R)
δ2((q3, L), (b, d)) = ((q4, L), (b, d), R)
δ2((q3, L), (c, d)) = ((q4, L), (c, d), R)
δ2((q3, L), (d, d)) = ((q4, L), (d, d), R)
δ2((q3, L), (B, d)) = ((q4, L), (B, d), R)
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Fita limitada à esquerda

Exemplo

A partir de δ1(q4, c) = (q4, c, L):

3. δ2((q4, U), (c, a)) = ((q4, U), (c, a), L)
δ2((q4, U), (c, b)) = ((q4, U), (c, b), L)
δ2((q4, U), (c, c)) = ((q4, U), (c, c), L)
δ2((q4, U), (c, d)) = ((q4, U), (c, d), L)
δ2((q4, U), (c,B)) = ((q4, U), (c,B), L)
δ2((q4, L), (a, c)) = ((q4, L), (a, c), R)
δ2((q4, L), (b, c)) = ((q4, L), (b, c), R)
δ2((q4, L), (c, c)) = ((q4, L), (c, c), R)
δ2((q4, L), (d, c)) = ((q4, L), (d, c), R)
δ2((q4, L), (B, c)) = ((q4, L), (B, c), R)
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Exemplo

A partir de δ1(q4, B) = (q5, b, L):

3. δ2((q4, U), (B, a)) = ((q5, U), (b, a), L)
δ2((q4, U), (B, b)) = ((q5, U), (b, b), L)
δ2((q4, U), (B, c)) = ((q5, U), (b, c), L)
δ2((q4, U), (B, d)) = ((q5, U), (b, d), L)
δ2((q4, U), (B,B)) = ((q5, U), (b,B), L)
δ2((q4, L), (a,B)) = ((q5, L), (a, b), R)
δ2((q4, L), (b,B)) = ((q5, L), (b, b), R)
δ2((q4, L), (c,B)) = ((q5, L), (c, b), R)
δ2((q4, L), (d,B)) = ((q5, L), (d, b), R)
δ2((q4, L), (B,B)) = ((q5, L), (B, b), R)
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Fita limitada à esquerda

Exemplo

A partir de δ1(q4, B) = (q5, a,R):

3. δ2((q5, U), (B, a)) = ((q6, U), (a, a), R)
δ2((q5, U), (B, b)) = ((q6, U), (a, b), R)
δ2((q5, U), (B, c)) = ((q6, U), (a, c), R)
δ2((q5, U), (B, d)) = ((q6, U), (a, d), R)
δ2((q5, U), (B,B)) = ((q6, U), (a,B), R)
δ2((q5, L), (a,B)) = ((q6, L), (a, a), L)
δ2((q5, L), (b,B)) = ((q6, L), (b, a), L)
δ2((q5, L), (c,B)) = ((q6, L), (c, a), L)
δ2((q5, L), (d,B)) = ((q6, L), (d, a), L)
δ2((q5, L), (B,B)) = ((q6, L), (B, a), L)
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Fita limitada à esquerda

Exemplo

A partir de δ1(q2, c) = (q3, c, R):

4. δ2((q2, L), (c, ∗)) = ((q3, U), (c, ∗), R)

4. δ2((q2, U), (c, ∗)) = ((q3, U), (c, ∗), R)

A partir de δ1(q5, B) = (q6, a,R):

4. δ2((q5, L), (B, ∗)) = ((q6, U), (a, ∗), R)

4. δ2((q5, U), (B, ∗)) = ((q6, U), (a, ∗), R)
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Fita limitada à esquerda

Exemplo

A partir de δ1(q3, d) = (q4, d, L):

5. δ2((q3, L), (d, ∗)) = ((q4, L), (d, ∗), R)

5. δ2((q3, U), (d, ∗)) = ((q4, L), (d, ∗), R)

A partir de δ1(q4, c) = (q4, c, L):

5. δ2((q4, L), (c, ∗)) = ((q4, L), (c, ∗), R)

5. δ2((q4, U), (c, ∗)) = ((q4, L), (c, ∗), R)

A partir de δ1(q4, B) = (q5, b, L):

5. δ2((q4, L), (B, ∗)) = ((q5, L), (b, ∗), R)

5. δ2((q4, U), (B, ∗)) = ((q5, L), (b, ∗), R)
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