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Introdução

Questões

◮
Existe um algoritmo que resolve um erto problema?

◮
Como demonstrar que existe � ou que não existe � tal algoritmo?
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Introdução

De�nições

◮
Deidibilidade é o estudo dos problemas odi�ados omo linguagens;

◮
Máquinas de Turing são usadas omo representação formal da noção

de algoritmo;

◮
A prova da existênia (ou não) de um algoritmo que resolve um erto

problema é equivalente à demonstração da existênia (ou não) de uma

Máquina de Turing que resolve o mesmo problema.
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Introdução

Problema de deisão

Coneito

◮
Um problema é dito um �problema de deisão� quando ele é

transformado num problema equivalente, ujas respostas são apenas

SIM ou N�O;

◮
A oleção das instânias de um problema de deisão ujas respostas

são apenas a�rmativas forma a linguagem que representa o referido

problema;

◮
Neessidade de se odi�ar as instânias do problema de forma

unívoa.
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Introdução

Problema de deisão

Essênia

◮
Determinar se a linguagem que representa um problema de deisão é

reursiva.

◮
Em aso a�rmativo, existe um algoritmo (melhor aso);

◮
Em aso negativo, investigar se a linguagem é reursivamente

enumerável.

◮
Determinar se a linguagem que representa um problema de deisão é

reursivamente enumerável.

◮
Em aso a�rmativo, é possível determinar as instânias a�rmativas do

problema, mas haverá sempre pelo menos uma entrada (uja resposta é

negativa) que nuna produzirá resposta;

◮
Em aso negativo, haverá sempre pelo menos uma entrada (uja

resposta é positiva) que nuna produzirá resposta (pior aso);
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Introdução

Problema de deisão

Exemplo

◮
Problema P : determinar se um número binário é par.

◮
Problema de deisão equivalente P ′

: agrupar os números binários que

são pares (resposta a�rmativa ao problema) e formar uma linguagem

L om eles.

◮ L = {0, 10, 100, 110, 1000, 1010, 1100, 1110, ...}. Note que os

números ímpares (1, 01, 11 et) não pertenem à L;
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Introdução

Problema de deisão

Exemplo

◮
A resposta ao problema P � determinar se um número binário é par

� é transformada na resposta à pergunta: �o número binário

forneido pertene à linguagem L?�

◮
Generiamente, pretende-se determinar se existe uma Máquina de

Turing M que sempre pára e é apaz de deidir se uma adeia

qualquer de zeros e uns pertene à linguagem L;

◮
Caso exista tal máquina, isso implia a existênia de um algoritmo que

resolve P e diz-se que M �deide� P ′
. Caso ontrário, não existe tal

algoritmo.
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Introdução

Problema de deisão

Exemplos

Suponha que c(X) representa uma odi�ação de X sobre um erto

alfabeto Σ.

◮
Dadas duas gramátias livres de ontexto G1 e G2, é possível

determinar se L(G1) = L(G2)?
◮

Codi�ar G1 e G2 de forma adequada;

◮
Considerar a linguagem {c(G1)c(G2)|L(G1) = L(G2)}

◮
Determinar se essa linguagem é reursiva.

◮
Dadas uma Máquina de Turing M e uma entrada w, é possível

determinar se M aeita w?
◮

Codi�ar M e w de forma adequada;

◮
Considerar a linguagem {c(M)c(w)|M aeita w}

◮
Determinar se essa linguagem é reursiva.
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Introdução

Linguagens Reursivas e Dediibilidade

◮
Um problema de deisão é dito �deidível� se a linguagem que

representa as instânias a�rmativas do problema forma uma

linguagem reursiva. Caso ontrário o problema é dito �não-deidível�

(ou �indeidível�).

◮
Como linguagens reursivas são reonheidas por Máquinas de Turing

que sempre param, qualquer que seja a entrada, a existênia de um

algoritmo que resolve um problema de deisão implia a existênia de

pelo menos uma Máquina de Turing que sempre pára , qualquer que

seja a entrada forneida (a�rmativa ou negativa).
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Introdução

Outras Classes de Linguagens

◮
Problemas de deisão que formam linguagens reursivamente

enumeráveis e não-reursivas são aeitos apenas por Máquinas de

Turing que entram em loop para pelo menos uma instânia do

problema de deisão uja resposta é negativa;

◮
Problemas de deisão que formam linguagens não-reursivamente

enumeráveis não são aeitos por nenhuma Máquina de Turing que pare

sempre que as instânias são a�rmativas (ou seja, toda e qualquer

Máquina de Turing onstruída para este problema entra em loop om

pelo menos uma instânia do problema uja resposta é a�rmativa).
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Introdução

De�nições

Soluionável × Não-soluionável

◮
Problema soluionável ⇔ Linguagem reursiva

◮
Problema não-soluionável ⇔ Linguagem não-reursiva
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Introdução

De�nições

Parialmente soluionável × Totalmente insolúvel

◮
Problema parialmente soluionável (ou omputável) ⇔ Linguagem

reursivamente enumerável

◮
Problema totalmente insolúvel (ou não-omputável) ⇔ Linguagem

não-reursivamente enumerável
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Introdução

De�nições

Resumo

◮
Todo problema é soluionável ou não-soluionável;

◮
Todo problema soluionável é parialmente soluionável;

◮
Todo problema é parialmente soluionável ou totalmente insolúvel;

◮
Um problema não-soluionável pode ser parialmente soluionável ou

totalmente insolúvel;

◮
Um problema parialmente soluionável pode ser soluionável ou não.
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Introdução

De�nições

Problema Soluionável

◮
Problema soluionável ⇔ Linguagem reursiva ;

◮
Existe pelo menos uma MT que aeita a linguagem e pára om toda

entrada.
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Introdução

De�nições

Problema Não-Soluionável

◮
Problema não-soluionável ⇔ Linguagem não-reursiva ;

◮
Se existir uma MT que aeite a linguagem, ela neessariamente entra

em loop om alguma instânia negativa. Mas também pode ser que

não exista nenhuma MT que a aeite.
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Introdução

De�nições

Problema Parialmente Soluionável

◮
Problema parialmente soluionável ⇔ Linguagem

reursivamente enumerável ;

◮
Existe pelo menos uma MT que aeita esta linguagem. Pode ser que

ela pare om todas as instânias negativas, ou não.
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Introdução

De�nições

Problema Totalmente Insolúvel

◮
Problema totalmente insolúvel ⇔

Linguagem não-reursivamente enumerável ;

◮
Não existe nenhuma MT que aeite esta linguagem.
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Introdução

De�nições

Problema Não-Soluionável e Parialmente Soluionável

◮
Problema não-soluionável e parialmente soluionável ⇔

Linguagem reursivamente enumerável e não-reursiva ;

◮
Existe pelo menos uma MT que aeita esta linguagem. Porém, todas

elas entram em loop om alguma instânia negativa.
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Introdução

Coneitos
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Problemas deidíveis

Motivação

Por que estudar deidibilidade?

◮
Ajuda a identi�ar problemas insolúveis;

◮
Evita desperdíio de tempo e esforço om a tentativa de resolução de

problemas insolúveis;

◮
Aponta para possibilidades de simpli�ações e/ou alterações do

problema original, a �m de que ele se torne solúvel;

◮
Amplia a sua ompreensão sobre a natureza, as possibilidades e os

limites da omputação.
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Problemas deidíveis

Seqüênia

1

Problemas deidíveis;

2

Problemas indeidíveis;

3

Ténias para lassi�ar problemas de natureza originalmente

desonheida omo sendo deidíveis ou indeidíveis.
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Problemas deidíveis

Problema AAFD

Aeitação em aut�matos �nitos determinístios sem transições em vazio:

AAFD = {〈B,w〉|B é um AFD que aeita a adeia w}

Teorema: AAFD é uma linguagem deidível.

Prova:

1

Construir uma MT M que analisa 〈B〉;

2

Se 〈B〉 não representa um AFD válido, M pára e rejeita a entrada;

3

Se 〈B〉 representa um AFD válido, M simula B om a entrada w;

4

Se B pára numa on�guração �nal, então M pára e aeita;

5

Se B pára numa on�guração não-�nal, então M pára e rejeita.
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Problemas deidíveis

Problema AAFN

Aeitação em aut�matos �nitos

não-determinístios om transições em vazio:

AAFN = {〈B,w〉|B é um AFN que aeita a adeia w}

Teorema: AAFN é uma linguagem deidível.

Prova:

1

Construir uma MT M que analisa 〈B〉;

2

Se 〈B〉 não representa um AFN válido, M pára e rejeita a entrada;

3

Se 〈B〉 representa um AFN válido, M onverte o AFN B para um

AFD B′
equivalente;

4 M simula B′
om a entrada w;

5

Se B′
pára numa on�guração �nal, então M pára e aeita;

6

Se B′
pára numa on�guração não-�nal, então M pára e rejeita.
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Problemas deidíveis

Problema AAFN

O algoritmo usado para demonstrar a deidibilidade de AAFD não se

aplia. A existênia de um ilo formado por transições em vazio no

aut�mato �nito pode fazer om que a simulação entre em loop in�nito e,

portanto, não onsiga produzir uma resposta.

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 26 / 274



Problemas deidíveis

Problema AEXR

Geração de adeia por expressão regular:

AEXR = {〈R,w〉|R é uma expressão regular que gera a adeia w}

Teorema: AEXR é uma linguagem deidível.

Prova:

1

Construir uma MT M que analisa 〈R〉;

2

Se 〈R〉 não representa uma expressão regular válida, M pára e rejeita;

3

Se 〈R〉 representa uma expressão regular válida, M onverte R para

um AFN B que reonhee a mesma linguagem;

4 M onverte o AFN B para um AFD B′
equivalente;

5 M simula B′
om a entrada w;

6

Se B′
pára numa on�guração �nal, então M pára e aeita;

7

Se B′
pára numa on�guração não-�nal, então M pára e rejeita.
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Problemas deidíveis

Problema VAFD

Vauidade da linguagem reonheida por aut�mato �nito determinístio:

VAFD = {〈B〉|B é um AFD e L(B) = ∅}

Teorema: VAFD é uma linguagem deidível.

Prova:

1

Marar o estado iniial de B;

2

Repetir até que nenhum novo estado venha a ser marado:

◮
Marque todos os estados de destino para os quais existam transições

partindo de um estado já marado;

3

Se nenhum estado �nal estiver marado, páre e aeite; aso ontrário,

páre e rejeite.
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Problemas deidíveis

Problema EQAFD

Igualdade das linguagens reonheidas por dois aut�matos �nitos

determinístios:

EQAFD = {〈A,B〉|A,B são AFDs e L(A) = L(B)}

Teorema: EQAFD é uma linguagem deidível.

Prova:

1

Construir o AFD C que reonhee a linguagem:

L(A) ∩ L(B)) ∪ (L(A) ∩ L(B))
Notar que L(A) = L(B) ⇔ L(C) = ∅;

2

Determinar se L(C) = ∅;

3

Em aso a�rmativo, páre e aeite a entrada;

4

Caso ontrário, páre e rejeite a entrada.
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Problemas deidíveis

Problema AGLC

Geração de adeia por gramátia livre de ontexto:

AGLC = {〈G,w〉|G é uma GLC que gera w}

Teorema: AGLC é uma linguagem deidível.

Prova:

1

Construir uma MT que obtém G′
na Forma Normal de Chomsky

(A → BC|a) tal que L(G) = L(G′);

2

Considerar n = |w|;

3

Se n > 0, então fazer todas as derivações om 2 ∗ n− 1 passos;

4

Se n = 0, então fazer todas as derivações om 1 passo;

5

Se alguma dessas derivações gera w, páre e aeite;

6

Caso ontrário, páre e rejeite.
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Problemas deidíveis

Problema AGLC

◮
A geração de uma adeia de omprimento n numa GLC na Forma

Normal de Chomsky demanda, neessariamente, a apliação de n− 1
regras do tipo A → BC (para gerar uma forma sentenial om n
símbolos não-terminais) e também a apliação de n regras do tipo

A → a para transformar a forma sentenial numa sentença.

◮
Portanto, a geração de uma adeia de n símbolos requer a apliaçao

de 2 ∗ n− 1 regras ou passos de derivação;

◮
Existe um onjunto �nito de seqüênias de derivação om qualquer

quantidade de passos;

◮
Basta obter todas elas e veri�ar se alguma produz a adeia informada

na entrada;

◮
Em aso a�rmativo, a adeia pertene à linguagem;

◮
Em aso negativo, ela não pertene.
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Problemas deidíveis

Problema AGLC
Exemplo

Seja:

◮ S → AB

◮ S → c

◮ A → AA

◮ B → BB

◮ A → a

◮ B → b

Considere a adeia abb:

◮ |abb| = 3;

◮
Deve-se pesquisar todas as seqüênias de derivação om até

2 ∗ 3− 1 = 5 passos;

◮
Para simpli�ar, serão onsideradas apenas derivações mais à

esquerda.
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Problemas deidíveis

Problema AGLC
Exemplo
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Problemas deidíveis

Problema AGLC

Construir uma MT que simula G diretamente pode não funionar, pois

pode haver seqüênias in�nitas de derivações em G. Por exemplo, se G
possuir as regras unitárias X → Y e Y → X, é possível que a seqüênia de

derivações torne-se in�nita:

... ⇒ αXβ ⇒ αY β ⇒ αXβ ⇒ αY β ⇒ ...
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Problemas deidíveis

Problema VGLC

Vauidade da linguagem gerada por uma gramátia livre de ontexto:

VGLC = {〈G〉|G é uma GLC e L(G) = ∅}

Teorema: VGLC é uma linguagem deidível.

Prova:

1

Marar todos os símbolos terminais de G;

2

Repetir até que nenhum novo símbolo não-terminal venha a ser

marado:

◮
Marque todos os símbolos não-terminais X para os quais existam

regras X → Y1Y2...Yn e ada Yi já esteja marado;

3

Se a raiz da gramátia não estiver marada, páre e aeite; aso

ontrário, páre e rejeite.

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 35 / 274



Problemas deidíveis

Problema VGLC

Testar todas as adeias w em G diretamente pode não funionar, pois

pode haver uma quantidade in�nita de adeias a serem testadas.
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Problemas deidíveis

Problema EQGLC

Igualdade das linguagens geradas por duas gramátias livres de ontexto:

EQGLC = {〈G,H〉|G,H são GLCs e L(G) = L(H)}

Teorema: EQAFD é uma linguagem indeidível.

Prova:

◮
Será vista mais adiante;

◮
A lasse das linguagens livres de ontexto não é fehada em relação às

operações de omplementação e interseção (logo, a estratégia usada

na prova de EQAFD não pode ser usada aqui).

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 37 / 274



Problemas deidíveis

Problema LLC

Determinar se uma adeia pertene à uma determinada linguagem livre de

ontexto L (análise sintátia):

LLC = {〈w〉|w ∈ L(G)}

Teorema: LLC é uma linguagem deidível.

Prova:

◮
Seja G uma GLC tal que L = L(G);

◮
Determinar se 〈G,w〉 é aeita pela MT que deide AGLC ;

◮
Em aso a�rmativo, páre e aeite;

◮
Caso ontrário, páre e rejeite.
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Problemas deidíveis

Problema LLC

Construir uma MT que simula diretamente um aut�mato de pilha P que

reonhee L pode não funionar, pois podem haver seqüênias de

movimentações in�nitas em P .
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Linguagem Ld

Ordenação de adeias binárias

Seja Σ = {0, 1}. Então o onjunto Σ∗
é enumerável.

◮
Basta onsiderar as adeias w ∈ Σ∗

em ordem resente de

omprimento;

◮
Para ada omprimento, onsiderar as adeias ordenadas

lexiogra�amente;

◮ ǫ, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, ...

◮
A i-ésima adeia será denotada wi;

◮ w1 = ǫ, w2 = 0, w3 = 1, w4 = 00, w5 = 01, w6 = 10, w7 = 11, ...
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Linguagem Ld

Codi�ação de Máquinas de Turing

Convenções

Seja M om alfabeto de entrada Σ = {0, 1}. Uma odi�ação de M sobre

o próprio alfabeto Σ é a seguinte:

◮ Q = {q1, q2, ..., qr};

◮
Suponha que o estado iniial é q1;

◮
Suponha ritério de aeitação �Entrada� (a máquina pára quando

entra num estado �nal);

◮
Suponha que há um únio estado �nal, e ele é q2;

◮ Γ = {X1,X2, ...,Xs};

◮
Suponha X1 = 0,X2 = 1,X3 = B. Os demais símbolos são auxiliares;

◮
Suponha que D1 representa movimento para a esquerda, D2 para a

direita.
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Linguagem Ld

Codi�ação de Máquinas de Turing

Convenções

Considere δ(qi,Xj) = (qk,Xl,Dm). Uma odi�ação para essa transição é:

0i10j10k10l10m

onde:

◮ 0i representa o estado qi;

◮ 0j representa o símbolo Xj ;

◮ 0k representa o estado qk;

◮ 0l representa o símbolo Xl;

◮ 0m representa o movimento Dm.

Como i, j, k, l,m são maiores que zero, a adeia 11 não é subadeia de

0i10j10k10l10m. 11 será usada para separar transições.
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Linguagem Ld

Codi�ação de Máquinas de Turing

Convenções

Considere |δ| = n. Uma odi�ação para δ (e onsequentemente para a

Máquina de Turing M) é:

C111C211...Cn−111Cn

onde Ci representa a odi�ação da transição i.
Como ada Ci omeça e termina om pelo menos um símbolo 0, a adeia

111 não é subadeia de C111C211...Cn−111Cn. 111 será usada para

separar a MT de outros elementos, se for o aso.
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Linguagem Ld

Codi�ação de Máquinas de Turing

Exemplo

Seja:

M = ({q1, q2, q3}, {0, 1}, {0, 1, B}, δ, q1 , B, {q2})

om:

δ(q1, 1) = (q3, 0, R) 0
︸︷︷︸

q1

1 00
︸︷︷︸

1

1 000
︸︷︷︸

q3

1 0
︸︷︷︸

0

1 00
︸︷︷︸

R

δ(q3, 0) = (q1, 1, R) 0001010100100
δ(q3, 1) = (q2, 0, R) 00010010010100
δ(q3, B) = (q3, 1, L) 0001000100010010

Portanto, a adeia que representa M é:

0100100010100
︸ ︷︷ ︸

δ(q1,1)=(q3,0,R)

11 0001010100100
︸ ︷︷ ︸

δ(q3,0)=(q1,1,R)

11 00010010010100
︸ ︷︷ ︸

δ(q3,1)=(q2,0,R)

11 0001000100010010
︸ ︷︷ ︸

δ(q3,B)=(q3,1,L)
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Linguagem Ld

Cadeias binárias e Máquinas de Turing

Com a ressalva abaixo, é possível onsiderar a i-ésima adeia binária wi

omo sendo a representação de uma Máquina de Turing, denotada Mi.

◮
Se wi não respeita as regras de formação enuniadas anteriormente,

então onsiderar Mi omo a Máquina de Turing formada por um únio

estado (não-�nal), sem transições, e que pára para qualquer entrada;

portanto, L(Mi) = {};

◮
Caso ontrário, wi denota a Máquina de Turing Mi odi�ada

onforme as regras expostas.
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Linguagem Ld

Método diagonal de Cantor

◮
Publiado em 1891;

◮
Mostra omo obter um onjunto diferente de todos os onjuntos de

uma dada oleção de onjuntos, seja ela �nita ou in�nita;

◮
Cada um dos onjuntos dessa oleção, por sua vez, pode onter um

número �nito ou in�nito de elementos;

◮
O número de elementos usados para araterizar tais onjuntos

também pode ser �nito ou in�nito;

◮
Bastante usado até os dias de hoje.
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Linguagem Ld

Método diagonal de Cantor

Caraterístias:

◮
Matriz om linhas e olunas;

◮
Cada oluna representa um erto elemento (podem existir in�nitas

olunas);

◮
Cada linha representa um onjunto riado om esses elementos (se a

quantidade de olunas for in�nita, podem existir in�nitos onjuntos);

◮
O ruzamento de uma linha om uma oluna é marado para indiar

se aquele elemento pertene (1) ou não pertene (0) ao respetivo

onjunto;

◮
Considere a diagonal e troque 0s por 1s e vie-versa;

◮
O onjunto assim obtido é diferente de todos os onjuntos

representados na matriz.
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Linguagem Ld

Método diagonal de Cantor

Exemplo

◮
Suponha que os elementos são números naturais;

◮
Cada oluna representa um número natural;

◮
Cada linha representa um subonjunto dos números naturais.

◮
Quaisquer que sejam os onjuntos onsiderados nas linhas, a

omplementação da diagonal prinipal produz um novo subonjunto

desses mesmos elementos que difere de todos os onsiderados nas

linhas da matriz.
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Linguagem Ld

Método diagonal de Cantor

Exemplo
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Linguagem Ld

Método diagonal de Cantor

Exemplo

Na �gura anterior, temos:

◮ S1 = {0, 1, 2, 4, ...};

◮ S2 = {0, 1, 4, ...};

◮ S3 = {0, 3, ...};

◮ S4 = {1, 2, 3, ...};

◮ S5 = {2, ...};

◮
Diagonal: 11010...;

◮
Diagonal omplementada: 00101...;

◮
Conjunto obtido: X = {2, 4, ...};

◮ X 6= Si, i ≥ 0.
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Linguagem Ld

Método diagonal de Cantor

Apliações

Serve, por exemplo, para demonstrar que |N| < |2N|:

◮
Suponha que |N| = |2N|;

◮
Então, existe uma bijeção entre N e 2N;

◮
As olunas representam os números naturais;

◮
Cada linha representa um subonjunto dos números naturais dessa

bijeção; suponha que eles sejam rotulados por números naturais, a

partir de zero;

◮
Sempre é possível obter um novo subonjunto que não foi onsiderado

pela bijeção;

◮
A hipótese é falsa e não existe tal bijeção;

◮ |N| < |2N|.
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Linguagem Ld

Método diagonal de Cantor

Apliações

Bijeção hipotétia representada pela matriz:

Basta onsiderar o subonjunto {i ∈ N | pii = 0,∀ i ≥ 0}.
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Linguagem Ld

Linguagem Ld

Ld = {wi ∈ {0, 1}∗ |wi /∈ L(Mi)}

◮
Contém as adeias que, quando onsideradas omo odi�ações de

Máquinas de Turing, são tais que elas não são aeitas pelas

respetivas Máquinas de Turing que elas representam;

◮
Linguagem da �diagonalização�.
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Linguagem Ld

Diagonalização e a linguagem Ld

Para ada par linha/oluna (i, j), a tabela india se Mi aeita wj :

1 india aeitação, 0 india rejeição ou loop (os valores apresentados são

hipotétios).
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Linguagem Ld

Diagonalização e a linguagem Ld

◮
Vetor araterístio: 0, 1, 1, 1, ...;

◮
Complemento do vetor araterístio: 1, 0, 0, 0, ...;

◮ w1 ∈ Ld, w2 /∈ Ld, w3 /∈ Ld, w4 /∈ Ld et;

◮
Portanto, Ld = {w1, ...};

◮ Ld = {wi |wi /∈ L(Mi)};
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Linguagem Ld

Diagonalização e a linguagem Ld

◮ Ld não é aeita por nenhuma Máquina de Turing, pois o vetor

araterístio dela difere em pelo menos uma posição do vetor

araterístio de todas as linguagens aeitas por todas as Máquinas de

Turing que existem;

◮
Em outras palavras, existe pelo menos uma adeia que difere Ld de

L(Mi),∀i ≥ 1;

◮ Ld não é uma linguagem reursivamente enumerável;

◮
Não existe nenhuma Máquina de Turing que aeite Ld.
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Linguagem Ld

Teorema 1

Ld não é reursivamente enumerável

Teorema:

A linguagem Ld não é reursivamente enumerável.

Prova:

◮
Suponha que Ld seja reursivamente enumerável. Então deve existir

uma Máquina de Turing M que aeita Ld. Logo, M = Mi para algum

valor de i. Considere, portanto, que Mi aeita Ld e onsidere a adeia

wi:

◮
Se wi ∈ Ld, então Mi aeita wi. Mas, por de�nição, se Mi aeita wi

então wi não pode pertener à Ld;

◮
Se wi /∈ Ld, então Mi não aeita wi. Mas, por de�nição, se Mi não

aeita wi então wi deve pertener à Ld.

◮
Qualquer que seja o aso, há uma ontradição;

◮
Logo, a hipótese é falsa e não existe Mi que aeite Ld.
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Complemento de linguagens

Teorema 2

Se L é reursiva, então L também é reursiva

Teorema:

Se L é reursiva, então L também é reursiva.

Prova:

Seja L = L(M), onde M é uma Máquina de Turing que sempre pára. O

seguinte método mostra omo obter M ′
a partir de M de tal forma que

L(M ′) = L(M). Iniialmente, M ′ = M .

1

Os estados �nais de M tornam-se não-�nais em M ′
;

2

As transições que partiam dos estados �nais de M (agora não �nais

em M ′
) são removidas em M ′

(ritério `entrada� apenas);

3 M ′
tem um novo e únio estado �nal, não existente em M , denotado

r;

4

Para ada ombinação de estado não-�nal de M e símbolo de entrada

não aeito nesse estado, adiionar, em M ′
, uma transição do mesmo

estado om esse símbolo para r.
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Complemento de linguagens

Teorema 2

Se L é reursiva, então L também é reursiva

◮
(1) e (2) garantem que todas as adeias aeitas por M são rejeitadas

por M ′
;

◮
(3) e (4) garantem que todas as adeias rejeitadas por M são aeitas

por M ′
;

◮
Como M sempre pára, então M ′

sempre pára também;

◮
Portanto, M ′

aeita L e L é reursiva.
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Complemento de linguagens

Teorema 2

Exemplo

A Máquina de Turing M abaixo aeita a linguagem aa(a|b|c)∗ (adeias que

possuem aa omo pre�xo):
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Complemento de linguagens

Teorema 2

Exemplo

A Máquina de Turing M ′
abaixo aeita a linguagem (a|b|c)∗ − aa(a|b|c)∗

(adeias que não possuem aa omo pre�xo):
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Complemento de linguagens

Teorema 3

L e L são reursivamente enumeráveis se e somente se L é reursiva

Teorema:

L e L são reursivamente enumeráveis se e somente se L é reursiva.

Prova:

(⇐) Se L é reursiva, então, pelo Teorema 1, L também é reursiva.

Como, pela de�nição, toda linguagem reursiva é também reursivamente

enumerável, isso prova que L e L são reursivamente enumeráveis.

(⇒) Sejam M1 e M2 as Máquinas de Turing que aeitam,

respetivamente, L e L. Os métodos apresentados a seguir mostram omo

obter M a partir de M1 e M2 de tal forma que L(M) = L e M sempre

pára. Ou seja, eles provam que L é reursiva.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Método

Idéia geral: Simular M1 e M2 de forma interalada, até que uma das duas

pare e aeite a entrada:

1

Exeutar, alternadamente, movimentos em M1 e M2;

2

Como toda adeia w pertene à L(M1) ou L(M2), é fato que M1 ou

M2 aeita w;

3

Se M1 aeita, então M pára e aeita;

4

Se M2 aeita, então M pára e rejeita;

5

Assim, L(M) = L, M sempre pára, e portanto L é reursiva.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Método

Desrição: Construir M om duas �tas para simular, de forma interalada,

a operação de M1 na primeira �ta e de M2 na segunda �ta:

1

Ambas as �tas são iniializadas om a adeia de entrada w a ser

analisada;

2

Os estados de M são onstruídos para representar pares de estados de

M1 e M2, e também a máquina (1 ou 2) que irá se movimentar em

seguida;

3

Em ada estado de M , são onsiderados alternadamente os símbolos

presentes na primeira e na segunda �ta;

4

Todos os estados de M que representam algum estado �nal de M1

são �nais; os demais estados de M são todos não-�nais;

5

Se M1 (M2) parar sem aeitar, ontinuar om M2 (M1).
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Método

Detalhamento:

1. M opia a entrada w da �ta 1 para a �ta 2;

2. M seleiona M1;

3. M tentar exeutar um movimento de M1;

4. Se M1 não tem movimento possível, M seleiona M2 e vá para 6;

5. Senão, M simula o movimento de M1 na �ta 1 e seleiona M2;

6. M tentar exeutar um movimento de M2;

7. Se M2 não tem movimento possível, vá para 2;

8. Senão, M simula o movimento de M2 na �ta 2 e vá para 2.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Método

Algoritmo:

Entrada:

◮
MT M1 = (Q1,Σ,Γ1, δ1, q01, B, F1) determinístia que aeita L e

tem �entrada� omo ritério de aeitação;

◮
MT M2 = (Q2,Σ,Γ2, δ2, q02, B, F2) determinístia que aeita L e

tem �entrada� omo ritério de aeitação;

Saída:

◮
MT M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, B, F ) que aeita L e sempre pára;

◮ M possui duas �tas, é determinístia e tem �entrada� omo ritério de

aeitação.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Método

Método:

◮ Γ = Γ1 ∪ Γ2

◮ Q = Q1 ×Q2 × {1, 2}

◮ q0 = (q01, q02, 1)

◮ F = {(q1, q2, f) ∈ Q1 ×Q2 × {1, 2} | q1 ∈ F1}

◮ G = {(q1, q2, f) ∈ Q1 ×Q2 × {1, 2} | q2 ∈ F2}
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Método

◮ ∀q ∈ (Q− (F ∪G)),∀x ∈ Γ, suponha q = (q1, q2, f) e faça:

◮
Se f = 1 então:

1 ∀δ1(q1, x) = (q3, y,D), faça:
δ((q1, q2, 1), x, ǫ) = ((q3, q2, 2), (y,D), (ǫ, S))

2 ∀δ1(q1, x) não de�nida, faça:

δ((q1, q2, 1), x, ǫ) = ((q1, q2, 2), (x, S), (ǫ, S))

◮
Se f = 2 então:

1 ∀δ2(q2, x) = (q3, y,D), faça:
δ((q1, q2, 2), ǫ, x) = ((q1, q3, 1), (ǫ, S)(y,D))

2 ∀δ2(q2, x) não de�nida, faça:

δ((q1, q2, 2), ǫ, x) = ((q1, q2, 1), (ǫ, S)(x, S))
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Suponha M1 tal que:

◮ M1 é determinístia;

◮ L1(M1) = ACEITA(M1) = aaa(a|b)∗

◮ REJEITA(M1) = a|aa|ab(a|b)∗

◮ LOOP (M1) = (aab|b)(a|b)∗

◮ ACEITA(M1) ∪REJEITA(M1) ∪ LOOP (M1) = {a, b}∗

◮ ACEITA(M1) ∩REJEITA(M1) ∩ LOOP (M1) = ∅
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Suponha M2 tal que:

◮ M2 é determinístia;

◮ L2(M2) = L(M1) = ACEITA(M2) = ǫ|a|aa|(b|ab|aab)(a|b)∗

◮ REJEITA(M2) = aaa|aaab(a|b)∗

◮ LOOP (M2) = aaaa(a|b)∗

◮ ACEITA(M2) ∪REJEITA(M2) ∪ LOOP (M2) = {a, b}∗

◮ ACEITA(M2) ∩REJEITA(M2) ∩ LOOP (M2) = ∅
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 73 / 274



Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 74 / 274



Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 76 / 274



Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Composição de M1 e M2:

◮ Q1 = {q10, q11, q12, q13, q14};

◮ Q2 = {q20, q21, q22, q23, q24, q25, q26};

◮ |Q| = 5 ∗ 7 ∗ 2 = 70;

◮ |F | = 1(q13) ∗ 7 ∗ 2 = 14;

◮ |G| = 5 ∗ 1(q25) ∗ 2 = 10;

◮
Estado iniial q0 = (q10, q20, 1);

◮
Próximo passo: de�nir as transições de 70− 14 − 10 = 46 estados.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Composição de M1 e M2:

◮
Estado iniial q0 = (q10, q20, 1);

◮
Como f = 1 então:

◮ δ((q10, q20, 1), a, ǫ) = ((q11, q20, 2), (a,R), (ǫ, S))
pois δ1(q10, a) = (q11, a, R);

◮ δ((q10, q20, 1), b, ǫ) = ((q14, q20, 2), (b, R), (ǫ, S))
pois δ1(q10, b) = (q14, b, R);

◮ δ((q10, q20, 1),�, ǫ) = ((q10, q20, 2), (�, S), (ǫ, S))
pois δ1(q10,�) não é de�nida;

◮ δ((q10, q20, 1), X, ǫ) = ((q10, q20, 2), (X,S), (ǫ, S))
pois δ1(q10, X) não é de�nida.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Composição de M1 e M2:

◮
Estado (q11, q20, 2);

◮
Como f = 2 então:

◮ δ((q11, q20, 2), ǫ, a) = ((q11, q21, 1), (ǫ, S), (a,R))
pois δ2(q20, a) = (q21, a, R);

◮ δ((q11, q20, 2), ǫ, b) = ((q11, q25, 1), (ǫ, S), (b, R))
pois δ2(q20, b) = (q25, b, R);

◮ δ((q11, q20, 2), ǫ,�) = ((q11, q25, 1), (ǫ, S), (X,R))
pois δ2(q20,�) = (q25, X,R);

◮ δ((q11, q20, 2), ǫ,X) = ((q11, q20, 1), (ǫ, S), (X,S))
pois δ2(q20, X) não é de�nida.

As transições dos demais estados são obtidas de forma similar.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Método 2?

Construir M om uma únia �ta, a partir da omposição

não-determinístia de M1 e de M2:
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Método 2?

Suponha w /∈ L tal que w ∈ LOOP (M1) e w ∈ ACEITA(M2). Nesse
aso, w possui duas seqüênias distintas de movimentação em M :

◮
Na primeira, w faz M entrar em loop in�nito;

◮
Na segunda, w é rejeitada por M (pois ela é aeita por M2);

◮
Logo, w ∈ LOOP (M) e M não pára om qualquer entrada;

◮ M não onstitui prova de que L seja reursiva;

◮
Método 2 não funiona!

◮
Para ilustrar, onsidere a adeia aab no exemplo anterior.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Conlusões

◮
Toda adeia w está em L ou L;

◮
Portanto, pelo menos uma das duas máquinas M1 e M2 sempre pára

om w (M1 aeitando ou M2 aeitando);

◮
Como M pára sempre quando M1 ou M2 aeitam, então M sempre

pára;

◮ M aeita todas as adeias de L;

◮ M rejeita todas as adeias de L.

◮ L é reursiva.
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Complemento de linguagens

L × L
Possibilidades

Considere que as linhas representam L e as olunas representam L. As
seguintes ombinações, e apenas essas, são possíveis:

Reursiva RE não-reursiva Não-RE

Reursiva X - -

RE não-reursiva - - X

Não-RE - X X

◮
O Teorema 2 exlui as possibilidades Reursiva/RE não-reursiva,

Reursiva/Não-RE, RE não-reursiva/Reursiva e Não-RE/Reursiva

(pois o omplemento de uma linguagem reursiva é também uma

linguagem reursiva);

◮
O Teorema 3 exlui a possibilidade RE não-reursiva/RE não-reursiva

(pois se ambas são RE então o omplemento é uma linguagem

reursiva).
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Complemento de linguagens

L × L

Problemas e seus omplementos:

◮
O omplemento de um problema soluionável é sempre um problema

soluionável;

◮
Não há loop om nenhuma adeia de Σ∗

;

◮
O omplemento de um problema estritamente parialmente

soluionável é totalmente insolúvel:

◮
Como existe pelo menos uma adeia w ∈ Σ∗ − L que provoa loop, em

L′ = Σ∗ − L ela não será aeita;

◮
O omplemento de um problema totalmente insolúvel pode ser

estritamente parialmente soluionável ou totalmente insolúvel:

◮
Como existe pelo menos uma adeia w ∈ L que provoa loop, em

L′ = Σ∗ − L ela provoa loop também;

◮
Se existe uma adeia w ∈ Σ∗ − L que provoa loop, em L′ = Σ∗ − L
ela provoa loop também;
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Complemento de linguagens

L × L
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Complemento de linguagens

L × L
Exemplo

Considere a linguagem Ld:

◮
Conforme o Teorema 1, Ld é não-RE;

◮
Conseqüentemente, Ld deve ser RE não-reursiva ou não-RE;

◮
Certamente Ld não é reursiva;

◮ Ld = {wi |wi /∈ L(Mi)};

◮ Ld = {wi |wi ∈ L(Mi)};

◮
Conforme será provado mais adiante, Ld é RE não-reursiva.

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 86 / 274



Máquina de Turing Universal

Coneito

◮
Máquinas de Turing inorporam os programas que elas exeutam na

sua de�nição;

◮
Como transformar uma Máquina de Turing em dados para outra

Máquina de Turing proessar?

◮
Resposta: Máquina de Turing Universal (U);

◮
Aeita omo entrada a desrição de uma outra Máquina de Turing e a

entrada que essa outra máquina deve proessar;

◮
Podemos onsiderar, sem perda de generalidade, que a Máquina de

Turing a ser simulada é determinístia;

◮
Simula a máquina desrita e produz omo resultado o mesmo

resultado que a máquina simulada produziria;

◮
É universal pois é apaz de exeutar qualquer algoritmo.
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Máquina de Turing Universal

Convenções

U possui quatro �tas:

◮
A primeira �ta ontém a desrição da máquina a ser simulada (〈M〉) e
a sua orrespondente entrada (w);

◮
A segunda �ta é usada para simular a �ta da máquina a ser simulada

(M); símbolos Xi, i ≥ 1, são denotados 0i e são separados na �ta

pelo símbolo 1; 0 representa 0, 00 representa 1 e 000 representa B;

◮
A tereira �ta é usada para representar o estado de M ; estados

qi, i ≥ 1, são denotados 0i;

◮
A quarta �ta é usada para rasunho.
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Máquina de Turing Universal

Convenções

Suponha 〈M〉 = C111C211...11Cn−111Cn e w = 01011...
Então:
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Máquina de Turing Universal

Iniialização

1) U veri�a se 〈M〉 orresponde à desrição de uma Máquina de Turing

válida; em aso negativo, U pára e rejeita a entrada (desrições

inválidas representam máquinas que aeitam a linguagem vazia,

portanto toda entrada deve ser rejeitada);

2) U opia a adeia w da primeira para a segunda �ta, odi�ando os

seus símbolos da maneira apropriada (seqüênias de 0 separadas pelo

símbolo 1);

3) U posiiona a abeça de leitura no primeiro símbolo da segunda �ta;

4) Como, por onvenção, o estado iniial de M é q1, U grava o símbolo

01 = 0 na tereira �ta.
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Máquina de Turing Universal

Operação

5) Se o símbolo gravado na posição orrente da segunda �ta é 0j

(símbolo orrente de M) e a adeia ontida na tereira �ta é 0i

(estado orrente de M), então U proura, na primeira �ta, pela adeia

0i10j10k10l10m, a qual representa a transição que seria exeutada por

M nessa on�guração (lembre-se que M é determinístio);

6) Caso não exista tal transição, então M pára e portanto U deve parar

também;

7) Caso exista tal transição, então U :

◮
Modi�a o símbolo orrente de M na segunda �ta (de 0j para 0l)

◮
Modi�a o estado orrente de M na tereira �ta (de 0i para 0k);

◮
Desloa a abeça de leitura na segunda �ta para o próximo símbolo da

esquerda (se m = 1) ou da direita (se m = 2); lembre-se que os

símbolos são adeias de 0 separadas por 1;
◮

Se o novo estado for 00 (que representa q2, o estado �nal de M),

então U pára e aeita a entrada.
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Máquina de Turing Universal

Conlusão

◮ U simula M om a entrada w;

◮ U pára e aeita 〈M〉w ⇔ M pára e aeita w;

◮ U pára e rejeita 〈M〉w ⇔ M pára e rejeita w;

◮ U entra em loop in�nito om 〈M〉w ⇔ M entra em loop in�nito om

w;
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Linguagem Lu

Coneito

Suponha que 〈M〉 representa uma odi�ação de uma MT M sobre o

alfabeto {0, 1}. Suponha que w é uma adeia sobre esse mesmo alfabeto.

A �linguagem universal�:

Lu = {〈M〉w |M é uma MT que aeita w}

é aeita por U .

◮
O problema de determinar se uma Máquina de Turing M aeita a

adeia w pode ser traduzido...

◮
Pelo problema de determinar se 〈M〉w ∈ Lu...

◮
Ou seja, determinar se 〈M〉w ∈ L(U);

◮ Lu = L(U) é reursiva, RE não-reursiva ou não-RE?
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Linguagem Lu

Teorema 4

Lu é RE não-reursiva

Lu é RE:

◮ U é uma Máquina de Turing que aeita Lu.
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Linguagem Lu

Teorema 4

Lu é RE não-reursiva

Lu não é reursiva (Hoproft):

◮
Suponha que Lu seja reursiva;

◮
Então, Lu também é reursiva;

◮
Considere que M é tal que L(M) = Lu;

◮
Seja M ′

tal que, om a entrada w:
◮ M ′

transforma w em w111w;
◮ M ′

exeuta M om a entrada w111w;
◮

Considere w = wi = 〈Mi〉;
◮ M aeita wi111wi se e somente se wi /∈ L(Mi), ou seja, se wi ∈ Ld;

aso ontrário M rejeita wi111wi;

◮
Suponha que M ′

aeita quando M aeita e rejeita quando M rejeita;

◮
Logo, M ′

deide Ld;

◮
Como Ld é não-RE, a hipótese é falsa e Lu não pode ser reursiva.
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Linguagem Lu

Teorema 4

Lu é RE não-reursiva
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Linguagem Lu

Teorema 4

Lu é RE não-reursiva

Lu não é reursiva (Sipser):

◮
Suponha que Lu seja reursiva e que H(〈M〉w) deida Lu;

◮
Considere a máquina D:

◮ D aeita omo entrada 〈M〉;
◮ D exeuta H om a entrada 〈M〉〈M〉;
◮ D aeita se H rejeita e rejeita se H aeita.

◮
Considere que D reeba omo entrada 〈D〉;

◮
Se D aeita 〈D〉 (pela exeução de H) então D rejeita 〈D〉;

◮
Se D rejeita 〈D〉 (pela exeução de H) então D aeita 〈D〉;

◮
Em qualquer aso, uma ontradição; logo, a hipótese é falsa e Lu não

é reursiva.
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Linguagem Lu

Teorema 4

Lu é RE não-reursiva
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Linguagem Lu

Teorema 4

Diagonalização

Para ada par linha/oluna (i, j), a tabela india se Mi aeita wj :
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Linguagem Lu

Teorema 4

Diagonalização

Para ada par linha/oluna (i, j), a tabela india o resultado produzido por

H:
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Linguagem Lu

Teorema 4

Diagonalização

Se existisse a Máquina de Turing D, a ontradição aonteeria na posição

(〈D〉,D):
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Linguagem Lu

Teorema 4

Conlusão

Se houvesse solução para o problema de determinar se uma Máquina de

Turing não aeita uma adeia qualquer (Lu), haveria solução para o

problema, mais simples, de determinar se uma Máquina de Turing não

aeita uma adeia espeí�a (Ld).
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Linguagem Lu

Teorema 5

Ld é RE não-reursiva

Ld = {wi |wi ∈ L(Mi)}

Ld é RE pois é aeita pela seguinte Máquina de Turing M :

◮ M aeita wi omo entrada;

◮ M transforma wi em wiwi e simula a Máquna de Turing Universal U
om essa adeia;

◮
Se U pára e aeita, então M pára e aeita;

◮
Se U pára e rejeita, então M pára e rejeita;

◮
Se U entra em loop, então M entra em loop.

Conlusão: M aeita Ld e portanto Ld é RE.
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Linguagem Lu

Teorema 5

Ld é RE não-reursiva

Ld = {wi |wi ∈ L(Mi)}

Ld é não-reursiva pois:

◮
Se Ld fosse reursiva, então Ld também deveria ser (pelo Teorema 2);

◮
Mas sabemos que Ld é não-RE (e onseqüentente não-reursiva).

◮
Logo, a hipótese é falsa e Ld não é reursiva.

Conlusão: Ld é RE não-reursiva.
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Linguagem Lu

Linguagens e omplementos

Resumo até este ponto

◮ Ld = {wi |wi /∈ L(Mi)} é não-RE;

◮ Ld = {wi |wi ∈ L(Mi)} é RE não-reursiva;

◮ Lu = {〈M〉w |M é uma MT que aeita w} é RE não-reursiva;

◮ Lu = {〈M〉w |M é uma MT que não aeita w} é não-RE.
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Redutibilidade

Coneito

◮
Ténia para determinar a deidibilidade de um problema a partir de

outro uja natureza é onheida;

◮
Uma redução é uma maneira de onverter um problema em outro de

tal forma que uma solução para o segundo problema possa ser usada

para resolver o primeiro problema;
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Redutibilidade

Exemplos

Uma solução para P2 é uma solução para P1:

◮ P1: orientar-se numa nova idade;

P2: obter um mapa;

◮ P1: viajar de São Paulo para New York;

P2: omprar uma passagem de avião;

◮ P1: omprar uma passagem de avião;

P2: dispor do dinheiro neessário;

◮ P1: dispor do dinheiro neessário;

P2: onseguir um trabalho.
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Redutibilidade

Exemplos

Uma solução para P2 é uma solução para P1:

◮ P1: medir a área de um retângulo;

P2: medir o seu omprimento e largura;

◮ P1: resolver um sistema de equações lineares;

P2: inverter uma matriz;

◮ P1: provar que uma linguagem L não é regular;

P2: enontrar w = xyz ∈ L tal que |w| > n, |y| ≥ 1 e, para algum

i ≥ 0, xyiz /∈ L;

◮ P1: onstruir um analisador sintátio determinístio para uma

linguagem L;
P2: obter uma gramátia LR(k) que gera L.
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Redutibilidade

Coneito

Se existe uma redução de P1 para P2, então diz-se que:

◮ P1 �não é mais difíil do que� P2;

◮ P2 �é no mínimo tão difíil quanto� P1.

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 109 / 274



Redutibilidade

De�nição

◮
Uma redução de P1 para P2 é uma função f que mapeia sentenças de

P1 para sentenças de P2:

w ∈ P1 ⇔ f(w) ∈ P2

◮
Uma redução também pode ser vista omo uma MT (algoritmo) que

mapeia sentenças de P1 em sentenças de P2;

◮
A função de mapeamento não neessita ser sobrejetora.

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 110 / 274



Redutibilidade

Redução de P1 para P2
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Redutibilidade

Redução de P1 para P2
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Redutibilidade

Redução de P1 para P2
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Redutibilidade

Teorema 6

Enuniados

Se f é uma redução de P1 para P2, então:

1

Se P1 é indeidível, então P2 também é indeidível;

2

Se P1 é não-RE, então P2 também é não-RE.
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Redutibilidade

Teorema 6

P1 indeidível ⇒ P2 indeidível

Suponha que P2 seja deidível. Então é possível ombinar o algoritmo que

deide P2 om a redução f para obter um algoritmo que deide P1.

◮
Seja w ∈ Σ∗

1 (Σ1 é o alfabeto de P1);

◮
Obter f(w);

◮
Como P2 é deidível, por hipótese, é possível determinar se f(w) ∈ P2;

◮
Em aso a�rmativo, e omo f é uma redução, é erto que w ∈ P1;

◮
Em aso negativo, e omo f é uma redução, é erto que w /∈ P1;

◮
Em qualquer aso é possível determinar se w ∈ P1;

◮
Logo, P1 seria deidível;

◮
Mas isso ontrária a hipótese, portanto P2 não pode ser deidível.
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Redutibilidade

Teorema 6

P1 não-RE ⇒ P2 não-RE

Suponha que P2 seja RE. Então é possível ombinar a MT M2 que aeita

P2 om a redução f para obter uma MT M1 que aeita P1.

◮
Seja w ∈ Σ∗

1;

◮
Obter f(w);

◮
Exeutar M2 om a entrada f(w);

◮
Se M2 aeita f(w), então w ∈ P1;

◮
Se M2 não aeita f(w) (M2 pára e rejeita ou entra em loop), então

w /∈ P1;

◮
Logo, é possível onstruir M1 que aeita P1;

◮
Mas isso ontrária a hipótese, portanto P2 não pode ser RE.
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Redutibilidade

Teorema 6

Enuniados om orolários

Se f é uma redução de P1 para P2, então:

1

Se P1 é indeidível, então P2 também é indeidível;

Se P2 é deidível, então P1 também é deidível;

2

Se P1 é não-RE, então P2 também é não-RE;

Se P2 é RE, então P1 também é RE.
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Redutibilidade

Teorema 6

Estratégias

Apliação do teorema (parte 1):

◮
Para demonstrar que um problema P2 de natureza desonheida é

indeidível:

◮
Obter uma redução de um problema P1, reonheidamente indeidível,

para P2;

◮
Para demonstrar que um problema P1 de natureza desonheida é

deidível:

◮
Obter uma redução de P1 para um problema P2, reonheidamente

deidível;
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Redutibilidade

Teorema 6

Estratégias
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Redutibilidade

Teorema 6

Estratégias

E o ontrário? Haveria interesse em reduzir um problema P1 de natureza

desonheida para um problema P2 reonheidamente indeidível?

◮
Qual o interesse em fazer isso?

◮
Como P2 é indeidível, tal fato não permite obter nenhuma onlusão

em relação à P1;

◮
Não adianta para nada, portanto.
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Redutibilidade

Teorema 6

Estratégias
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Redutibilidade

Teorema 6

Estratégias

E o ontrário? Haveria interesse em reduzir um problema P1

reonheidamente deidível para um problema P2 de natureza

desonheida?

◮
Só seria útil se fosse possível obter f−1

(a função de redução inversa);

◮
Nesse aso, dada uma instânia w ∈ P2 seria possível ombinar a

apliação de f−1
om a deisão de P1 para determinar se w ∈ P1;

◮
Vale lembrar que f não é neessariamente injetora e nem,

prinipalmente, sobrejetora, o que di�ulta a obtenção de f−1
om as

araterístias neessárias;

◮
Mas essa estratégia reai exatamente no aso direto;

◮
Não adianta nada, portanto.
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Redutibilidade

Teorema 6

Estratégias

Apliação do teorema (parte 2):

◮
Para demonstrar que um problema P2 de natureza desonheida é

não-RE:

◮
Obter uma redução de um problema P1, reonheidamente não-RE,

para P2;

◮
Para demonstrar que um problema P1 de natureza desonheida é RE:

◮
Obter uma redução de P1 para um problema P2, reonheidamente RE;

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 123 / 274



Redutibilidade

Teorema 6

Estratégias
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Redutibilidade

Teorema 6

Estratégias
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Redutibilidade

Reduções om Lu e Ld

1 Lu é indeidível (RE não-reursiva);

2 Ld é não-RE;

3 Lu pode ser usada para demonstrar que um problema P qualquer (RE

ou não-RE) é indeidível:

◮
Basta obter uma redução de Lu para P ;

4 Ld pode ser usada para demonstrar que um problema P é não-RE:

◮
Basta obter uma redução de Ld para P ;

5 Ld não pode ser usada para demonstrar a indeidibilidade de um

problema que é RE porém é não-reursivo (pois Ld é não-RE e só

reduz para P não-RE); para esses asos deve-se usar Lu;

6 Lu não pode ser usada para demonstrar que um problema é não-RE

(pois Lu é RE não-reursivo e só reduz para P não-reursivo, sem

disriminar se P é RE ou não-RE); para esses asos deve-se usar Ld.
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Problema da parada

Coneito

Suponha que 〈M〉 representa uma odi�ação de M sobre o alfabeto

{0, 1}. Suponha que w é uma adeia sobre esse mesmo alfabeto.

A �linguagem da parada� é de�nida omo:

PARAMT = {〈M,w〉 |M pára om a entrada w}

◮
Corresponde ao problema fundamental de determinar se um programa

qualquer pára om uma entrada qualquer;

◮ PARAMT é deidível ou indeidível?
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de redução

Função f que reduz Lu para PARAMT :

◮ Lu = {〈M,w〉 |M aeita a entrada w}

◮ PARAMT = {〈M ′, w〉 |M ′
pára om a entrada w}

◮
A redução f é omputada pela seguinte MT:

◮
A partir da entrada 〈M,w〉, onstruir M ′

de tal forma que M ′
simula

M om a entrada w;
◮

Se M aeita w, então M ′
aeita w;

◮
Se M rejeita w, então M ′

entra em loop (e, naturalmente, se M entra

em loop, então M ′
também entra em loop);

◮ 〈M,w〉 ∈ Lu ⇔ 〈M ′, w〉 ∈ PARAMT ;

◮
Como Lu é indeidível, PARAMT também é indeidível.
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de redução

Obtenção de 〈M ′, w〉 a partir de 〈M,w〉:

◮ M ′
simula M om a entrada w;

◮
Se M aeita w, 〈M,w〉 ∈ Lu e M ′

deve aeitar w, pois dessa forma

〈M ′, w〉 ∈ PARAMT ;

◮
Se M rejeita w, 〈M,w〉 /∈ Lu e M ′

deve entrar em loop in�nito, pois

dessa forma 〈M ′, w〉 /∈ PARAMT ;

◮
Se M entra em loop in�nito om w, 〈M,w〉 /∈ Lu e M ′

entra

automatiamente em loop in�nito também. Portanto,

〈M ′, w〉 /∈ PARAMT ;

Logo, 〈M,w〉 ∈ Lu ⇔ 〈M ′, w〉 ∈ PARAMT
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de redução
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é RE

Basta simular M om a entrada w e gerar, na saída, o mesmo resultado da

simulação.

◮ PARAMT = {〈M ′, w〉 |M ′
pára om a entrada w} é RE

não-reursiva, portanto o problema é parialmente soluionável;

◮ PARAMT = {〈M ′, w〉 |M ′
entra em loop om a entrada w}, no

entanto, é não-RE, e portanto ompletamente insolúvel.
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de ontradição

Suponha que PARAMT é deidível. Então, a partir da MT R que deide

PARAMT , é possível obter uma outra MT S que deide Lu:

◮
Exeutar R sobre a entrada 〈M,w〉;

◮
Se R rejeita, S também rejeita;

◮
Se R aeita, simular M om a entrada w até M parar;

◮
Se M aeita, S também aeita;

◮
Se M rejeita, S também rejeita.

Se R deide PARAMT , então S deide Lu. Como é sabido que Lu é

indeidível, a hipótese de que R existe é falsa e PARAMT é indeidível.
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de diagramas

Supor que PARAMT é deidível. Então existe M1:
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de diagramas

Construir M2 a partir de M1:
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de diagramas

Construir M3:
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de diagramas

Combinar M3 e M2:
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de diagramas

Renomear para M4:
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de diagramas

Forneer para M4 a sua própria desrição:
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Problema da parada

Teorema 7

PARAMT é indeidível através de diagramas

Conlusão:

◮
Por um lado, temos a informação de que, ao analisar a adeia C(M4),
se a máquina M4 parar, então M4 exeuta uma seqüênia in�nita de

movimentações;

◮
Por outro, que ao analisar a adeia C(M4), se M4 não parar, então

M4 pára. Tem-se, portanto, uma ontradição;

◮
Logo, a hipótese iniial não é válida, ou seja, não existe M1 que

deida PARAMT ;

◮ PARAMT é indeidível.
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Problema da parada

Linguagens e omplementos

Resumo até este ponto

◮ Ld = {wi |wi /∈ L(Mi)} é não-RE;

◮ Ld = {wi |wi ∈ L(Mi)} é RE não-reursiva;

◮ Lu = {〈M〉w |M é uma MT que aeita w} é RE não-reursiva;

◮ Lu = {〈M〉w |M é uma MT que não aeita w} é não-RE;

◮ PARAMT = {〈M ′, w〉 |M ′
pára om a entrada w} é RE

não-reursiva;

◮ PARAMT = {〈M ′, w〉 |M ′
entra em loop om a entrada w} é

não-RE.
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Linguagens Le e Lne

De�nições

Considere 〈M〉 omo a odi�ação de uma MT M sobre o alfabeto {0, 1}.
Então:

◮ Le = {〈M〉 |L(M) = ∅}

◮ Lne = {〈M〉 |L(M) 6= ∅}

◮ Le = Lne
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Linguagens Le e Lne

Lne é RE

Teorema: A linguagem Lne é reursivamente enumerável.

Prova:

1. Construir uma MT M que aeita omo entrada a odi�ação de uma

outra MT M ′
;

2. M opera de forma não-determinístia, fazendo esolhas de adeias

arbitrárias para serem testadas em M ′
;

3. Em ada ramo da sua exeução não-determinístia, M gera uma

adeia e testa se M ′
aeita a mesma;

4. Para isso, M simula a máquina U que aeita a linguagem Lu;

5. Se algum aminho de M ′
for de aeitação, então M ′

pára e aeita a

sua entrada (M);
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Linguagens Le e Lne

Lne é RE

Exemplo: Geração não-determinístia de adeias arbirtrárias sobre o

alfabeto {a, b, c} para serem posteriormente testadas:
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Linguagens Le e Lne

Lne é RE

Em resumo:

◮
Se M ′

aeita alguma adeia, M �adivinha� essa adeia e aeita M ′
;

◮
Se M ′

não aeita nenhuma adeia, então não há adeia que onduza à

aeitação em M ′
e M não aeita M ′

(nesse aso, M pode rejeitar M ′

ou entrar em loop);

◮
Portanto, L(M) = Lne.
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Linguagens Le e Lne

Lne não é reursiva

Idéia geral:

◮
Fazer uma redução de Lu para Lne;

◮
Construir M ′

a partir de 〈M,w〉 tal que:
◮

Se w ∈ L(M), então L(M ′) 6= ∅;
◮

Se w /∈ L(M), então L(M ′) = ∅;

◮ M ′
ignora a sua entrada e simula M om a entrada w;

◮
Se M aeita w, M ′

também aeita a sua entrada, qualquer que seja

ela.
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Linguagens Le e Lne

Lne não é reursiva

◮ M1 aeita w1 ⇒ 〈M1, w1〉 ∈ Lu ⇒ L(M ′
1) 6= ∅ ⇒ 〈M ′

1〉 ∈ Lne;

◮ M2 não aeita w2 ⇒ 〈M2, w2〉 /∈ Lu ⇒ L(M ′
2) = ∅ ⇒ 〈M ′

2〉 /∈ Lne;
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Linguagens Le e Lne

Lne não é reursiva

Teorema: A linguagem Lne não é reursiva.

Prova:

1. É su�iente provar a existênia de um algoritmo que efetua a redução

de Lu para Lne;

2. O algoritmo deve mapear 〈M,w〉 em M ′
de tal forma que

w ∈ L(M) ⇔ L(M ′) 6= ∅;

3. A onstrução de M ′
a partir de 〈M,w〉 é detalhada a seguir;
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Linguagens Le e Lne

Lne não é reursiva

4. M ′
ignora a sua entrada x, qualquer que seja ela. M ′

substitui x por

〈M,w〉, tomando o uidado de troar os símbolos �nais de x por

branos, aso |x| > |〈M,w〉|;

5. M ′
posiiona a abeça de leitura/esrita sobre o primeiro símbolo da

adeia 〈M,w〉;

6. M ′
simula a Máquina Universal U om a entrada 〈M,w〉;

7. Se U aeita 〈M,w〉, então M ′
pára e aeita a sua entrada, qualquer

que seja ela e L(M ′) 6= ∅ (e se U não aeita 〈M,w〉, então M ′
não

aeita nenhuma entrada e L(M ′) = ∅).
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Linguagens Le e Lne

Lne não é reursiva

Em resumo:

◮
Existe um algoritmo que reduz Lu para Lne;

◮ M ′
aeita qualquer adeia de entrada (e portanto 〈M ′〉 ∈ Lne) sse

w ∈ L(M) (ou seja, se 〈M,w〉 ∈ Lu);

◮ M ′
não aeita nenhuma adeia de entrada (e portanto 〈M ′〉 /∈ Lne)

sse w /∈ L(M) (ou seja, se 〈M,w〉 /∈ Lu);

◮
Como Lu é indeidível, então Lne é indeidível.
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Linguagens Le e Lne

Lne não é reursiva

Suponha que Lne fosse deidível. Então seria possivel deidir Lu, da

seguinte forma:

◮
Fazer a redução de 〈M,w〉 para M ′

;

◮
Deidir se L(M ′) 6= ∅, ou seja, se 〈M ′〉 ∈ Lne;

◮
Em aso a�rmativo, 〈M,w〉 ∈ Lu, ou seja, w ∈ L(M);

◮
Em aso negativo, 〈M,w〉 /∈ Lu, ou seja, w /∈ L(M);

Mas omo é sabido que Lu não é reursiva, então a suposição de que Lne

é reursiva é falsa.
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Linguagens Le e Lne

Le é não-RE

Teorema: Le não é reursivamente enumerável.

Prova:

1. Suponha que Le seja reursivamente enumerável;

2. Portanto, de aordo om um teorema anterior, tanto Le quanto Le

devem ser reursivas;

3. Mas Le = Lne;

4. Além disso, foi demonstrado que Lne não é reursiva;

5. Logo, Le não é reursivamente enumerável.
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Linguagens Le e Lne

Linguagens e omplementos

Resumo até este ponto

◮ Ld = {wi |wi /∈ L(Mi)} é não-RE;

◮ Ld = {wi |wi ∈ L(Mi)} é RE não-reursiva;

◮ Lu = {〈M〉w |M é uma MT que aeita w} é RE não-reursiva;

◮ Lu = {〈M〉w |M é uma MT que não aeita w} é não-RE;

◮ PARAMT = {〈M ′, w〉 |M ′
pára om a entrada w} é RE

não-reursiva;

◮ PARAMT = {〈M ′, w〉 |M ′
entra em loop om a entrada w} é

não-RE;

◮ Le = {〈M〉 |L(M) = ∅} é não-RE;

◮ Lne = Le = {〈M〉 |L(M) 6= ∅} é RE não-reursiva.
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Teorema de Rie

Enuniado

Teorema: Qualquer propriedade não-trivial das linguagens reursivamente

enumeráveis é indeidível.

◮
Propriedade?

◮
Não-trivial?
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Teorema de Rie

Propriedade não-trivial

Propriedade:

◮
Condição que deva ser satisfeita por um grupo de linguagens;

◮
Um onjunto de linguagens que satisfazem uma erta ondição.

Não-trivial:

◮
Condição que seja satisfeita por pelo menos uma linguagem e que não

seja satisfeita por pelo menos uma linguagem;

◮
Caso ontário, ou seja, se a propriedade é satisfeita por todas as

linguagens ou então não e satisfeita por nenhuma linguagem, então

ela é dita �trivial�;

◮
Propriedade não-trivial exlui todas as propriedades triviais.

As linguagens RE serão representadas pelas MT que as aeitam, pois essas

máquinas são desrições �nitas de tais linguagens.
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Teorema de Rie

Exemplos

Dada uma MT M qualquer:

◮ L(M) = ∅? L(M) 6= ∅?

◮ ǫ ∈ L(M)?

◮ w ∈ L(M)?

◮ L(M) é �nita? L(M) é in�nita?

◮ L(M) ontém pelo menos duas adeias?

◮ L(M) é regular?

◮ L(M) é livre de ontexto?

◮ L(M) = Σ∗
?

◮ L(M) = L(M)R?

◮
et.
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Teorema de Rie

Exemplos

◮ L(M) = ∅?
Demonstrada indeidível anteriormente através do problema de

deisão Le (〈M〉 ∈ Le?)

◮ L(M) 6= ∅?
Demonstrada indeidível anteriormente através do problema de

deisão Lne (〈M〉 ∈ Lne?)

◮
Demais propriedades:

Considerar P omo o onjunto de todas as linguagens que satisfazem

a propriedade;

Considerar a linguagem MP = {〈M〉 |L(M) ∈ P};
MP é o onjunto de todas as odi�ações de Máquinas de Turing que

aeitam as linguagens pertenentes à P;

Determinar se L(M) ∈ P é o mesmo que determinar se 〈M〉 ∈ MP .
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Teorema de Rie

Demonstração

Teorema: Qualquer propriedade não-trivial das linguagens reursivamente

enumeráveis é indeidível.

Prova:

1. Seja P uma propriedade não-trivial das linguagens RE;

2. Suponha que a linguagem vazia (∅) não pertene à P;

3. Como P é não-trivial, então existe pelo menos uma linguagem L ∈ P;

4. Considere essa linguagem L e ML tal que L = L(ML);

5. Fazer uma redução de Lu para MP (onforme expliado a seguir):

◮ M aeita w ⇒ M ′
aeita L, portanto M ′ ∈ MP ;

◮ M não aeita w ⇒ M ′
aeita ∅, portanto M ′ /∈ MP .

6. Como Lu é indeidível, onlui-se que MP também é indeidível.
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Teorema de Rie

Redução de Lu para LP

Obtenção de M ′
a partir de 〈M,w〉 tal que 〈M,w〉 ∈ Lu ⇔ 〈M ′〉 ∈ MP :

(lembrar que L = L(ML) ∈ P)

1. M ′
simula a Máquina Universal U om a entrada 〈M,w〉;

2. Se M não aeita w (ou seja, se 〈M,w〉 /∈ Lu), então M ′
não faz

nada. Portanto, M ′
não aeita a sua entrada, qualquer que seja ela;

logo, L(M ′) = ∅; omo ∅ /∈ P, então 〈M ′〉 /∈ MP ;

3. Se M aeita w, então M ′
simula ML om a sua entrada original,

qualquer que seja ela; logo, L(M ′) = L; omo L ∈ P, então

〈M ′〉 ∈ MP ;

Observar que todas as sentenças de Lu reduzem para uma mesma sentença

〈M ′〉 (que aeita ML) de MP , e também que todas as adeias que não

pertenem à Lu reduzem para a mesma adeia 〈M ′〉 (que aeita ∅) que
não pertene à MP .
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Teorema de Rie

Conlusão

A demonstração do teorema onsiderou que a linguagem vazia (∅) não
pertene à P;

E se a linguagem vazia (∅) pertener à P?

◮
Considerar P ;

◮
Dessa maneira, ∅ /∈ P ;

◮
Considerar M

P
;

◮
Apliar os mesmos passos da demonstração do teorema para M

P
;

◮
Conlui-se que M

P
não é reursiva;

◮
Observar que M

P
= MP ;

◮
Se MP não é reursiva, então MP não é reursiva, pois o

omplemento de uma linguagem reursiva é também uma linguagem

reursiva;

◮
Portanto MP não é reursiva da mesma forma.
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Teorema de Rie

Exemplo

O problema de determinar se a linguagem aeita por uma Máquina de

Turing é livre de ontexto é indeidível.

◮
Pelo Teorema de Rie, é su�iente provar que �ser livre de ontexto� é

uma propriedade não-trivial das linguagens reursivamente

enumeráveis;

◮
Ou seja, basta apresentar duas linguagens RE, uma que seja livre de

ontexto e outra que não seja;

◮
A linguagem {aibici|i ≥ 0} é RE mas não é livre de ontexto;

◮
A linguagem {aibi|i ≥ 0} é RE e livre de ontexto.
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Teorema de Rie

E se P for trivial?

Então P é deidida por uma MT que sempre aeita (se P ontém todas as

linguagens) ou sempre rejeita (se P = ∅). O teorema, nesses asos, não

pode ser apliado:

◮ P ontém todas as linguagens ⇒ o passo 2 da prova do teorema não

é veri�ado;

◮ P = ∅ ⇒ o passo 3 da prova do teorema não é veri�ado;
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Aut�mato Linearmente Limitado

Coneito

Um Aut�mato Linearmente Limitado (ALL), também onheido omo

Máquina de Turing om Fita Limitada, é uma Máquina de Turing na qual o

tamanho da �ta de entrada é limitada ao omprimento da adeia a ser

analisada.
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Aut�mato Linearmente Limitado

Formalização

Um Aut�mato Linearmente Limitado (ALL) é uma 8-upla:

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, 〈, 〉, F )

onde:

◮ Q é o onjunto de estados;

◮ Σ é o alfabeto de entrada;

◮ Γ é o alfabeto de símbolos que podem ser lidos e/ou esritos na �ta, Σ ⊆ Γ;

◮ δ é a função de transição;

◮ 〈 e 〉 são os símbolos que delimitam a adeia de entrada na �ta, 〈/∈ Γ, 〉 /∈ Γ;

◮ F é o onjunto de estados �nais.

O ALL não pode se movimentar para à direita do símbolo 〉 nem para a

esquerda do símbolo 〈 e nem pode substituí-los por outros símbolos.
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Aut�mato Linearmente Limitado

Observações

◮
Um ALL é um aso partiular de MT em que a movimentação da

abeça de leitura/esrita é limitada ao treho da �ta que ontém a

adeia de entrada a ser analisada;

◮
A quantidade de memória de trabalho disponível depende do alfabeto

Γ e rese linearmente om o omprimento da adeia de entrada (por

isso o nome �Linearmente Limitado�);

◮
Um ALL pode ser determinístio ou não-determinístio;

◮
Demonstra-se que a lasse das linguagens reonheidas pelos ALL

não-determinístios oinide om a lasse das linguagens geradas pelas

gramátias sensíveis ao ontexto (a menos da adeia vazia);

◮
Não se sabe se ALLs não-determinístios reonheem a mesma lasse

de linguagens que os ALL determinístios;

◮
Em qualquer aso, a quantidade de on�gurações distintas de um ALL

para uma erta entrada é sempre �nita.
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Aut�mato Linearmente Limitado

Apliações

Apesar da limitação da �ta de entrada (e onseqüentemente da sua

memória), ALLs são bastante poderosos:

◮
Eles são modelos bastante próximos dos omputadores reais modernos;

◮
Eles são apazes de deidir AAFD, AGLC , VAFD e VGLC ;

◮
Eles reonheem uma lasse de linguagens mais ampla do que os

aut�matos de pilha (que por sua vez neessitam de uma memória

in�nita na forma de pilha);

◮
Ainda assim, existem problemas que não pode ser deididos por ALLs.

Um exemplo é VALL, que será apresentado mais adiante.
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Aut�mato Linearmente Limitado

Quantidade máxima de on�gurações

Lema: Seja M um ALL (determinístio ou não-determinístio) om |Q|
estados, |Γ| símbolos no seu alfabeto de �ta e uma adeia de entrada

w, |w| = n. Então existem exatamente |Q| ∗ (n+ 2) ∗ |Γ|n on�gurações

distintas para M .

Prova:

1. A on�guração é uma tripla omposta por estado, posição da abeça

de leitura/esrita na �ta e onteúdo da �ta;

2. M possui |Q| estados distintos;

3. A abeça de leitura/esrita pode se enontrar em n+ 2 posições

distintas;

4. Existem |Γ|n ombinações diferentes de onteúdo para a �ta de

entrada;

5. Portanto, existem |Q| ∗ (n+ 2) ∗ |Γ|n on�gurações distintas para M .
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Aut�mato Linearmente Limitado

Quantidade máxima de on�gurações

Exemplo

Seja M um ALL om a adeia de entrada aabbcc e:

◮ Q = {q0, q1, q2};

◮ Γ = {a, b, c,X};

Então existem exatamente 3 ∗ (6 + 2) ∗ 46 on�gurações distintas para M :

◮ 3 estados possíveis;

◮ 6 + 2 posições distintas para a abea de leitura/esrita;

◮ 46 adeias distintas sobre a �ta de entrada.
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Aut�mato Linearmente Limitado

Repetição de on�gurações

Lema: Seja M um ALL determinístio. Se M assumir a mesma

on�guração mais de uma vez durante a análise de uma adeia, então ele

está em loop.

Prova:

1. Suponha que a sequênia de movimentações é

...CiCi+1Ci+2...CkCk+1Ck+2... e que Ci = Ck;

2. Então, o onteúdo da �ta de entrada, a posição do ursor de

leitura/esrita e o estado orrente são idêntios;

3. Como o ALL é determinístio, e omo ele se movimenta da

on�guração Ci para a on�guração Ci+1, então é erto que o mesmo

aonteerá om Ck, e portanto Ci+1 = Ck+1;

4. Além disso, omo Ci leva até Ck, então é fato que Ck onduzirá o

ALL até uma outra on�guração, que também será idêntia à Ci;

5. Este ilo se repete por um número indeterminado de vezes e portanto

o ALL está em loop.
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Aut�mato Linearmente Limitado

Repetição de on�gurações

Corolário: Seja M um ALL determinístio. Se M assume, durante o

reonheimento de uma determinada adeia de entrada, uma quantidade

de on�gurações que é idêntia à quantidade total de on�gurações

distintas que ele possui para esta adeia, então ele está em loop.

Prova:

1. Suponha que a quantidade de on�gurações distintas que ele possui

para uma erta adeia de entrada seja n;

2. Suponha que, durante o reonheimento desta adeia, ele já passou

por n on�gurações;

3. Portanto, a próxima on�guração que ele irá assumir será a de número

n+ 1;

4. Como o ALL possui apenas n on�gurações distintas, é erto que,

dentre estas n+ 1 on�gurações, duas deverão ser repetidas;

5. Logo, pelo lema anterior, o ALL está em loop om a adeia de

entrada.
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Aut�mato Linearmente Limitado

Problema AALL

Aeitação em Aut�matos Linearmente Limitados Determinístios:

AALL = {〈M,w〉 |M é um ALL determinístio que aeita a adeia w}

Teorema: AALL é uma linguagem deidível.

Prova:

1. Suponha que o ALL seja M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, 〈, 〉, F );

2. Suponha |w| = n;

3. Construir M ′
que simula M om a entrada w:

◮
Simular até que M pare ou até que tenham sido exeutadas

|Q| ∗ (n+ 2) ∗ |Γ|n − 1 movimentações;

◮
Se M pára e aeita, então M ′

pára e aeita;

◮
Se M pára e rejeita, então M ′

pára e rejeita;

◮
Se M não parou, então M ′

rejeita (veja orolário anterior).
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Aut�mato Linearmente Limitado

Problema AALL

◮
A quantidade máxima de on�gurações distintas que o ALL
determinístio pode assumir é onheida e essa informação é usada

para detetar loops.
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

História de omputação

Uma �história de omputação� de uma MT M sobre uma adeia de

entrada w é a seqüênia de on�gurações C1C2...Cn que M assume

durante a análise de w.

◮
Se w ∈ L(M) = ACEITA(M) então C1C2...Cn é uma �história de

omputação de aeitação� onde C1 é a on�guração iniial, Cn é

on�guração �nal de aeitação e Ci segue de forma legítima Ci−1,

para 1 < i ≤ n;

◮
Se w ∈ REJEITA(M) então C1C2...Cn é uma �história de

omputação de rejeição� onde C1 é a on�guração iniial, Cn é

on�guração �nal de rejeição e Ci segue de forma legítima Ci−1, para

1 < i ≤ n;

◮
Se w ∈ LOOP (M) então C1C2...Cn... é uma seqüênia in�nita de

on�gurações.
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

História de omputação

Sejam M e w:

◮
Se M é determinístia, então existe uma únia história de omputação

(de aeitação, de rejeição ou de loop) para w;

◮
Se M é não-determinístia, então podem existir várias histórias de

omputação para w (�nitas ou in�nitas).
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema VALL

Vauidade da linguagem aeita por um Aut�mato Linearmente Limitado:

VALL = {〈M〉 |M é um ALL e L(M) = ∅}

Teorema: VALL é uma linguagem indeidível.

Prova:

◮
Suponha que VALL é deidível;

◮
Logo, VALL também é deidível;

◮
Fazer uma redução de Lu para VALL usando histórias de omputação;

◮
Se VALL fosse deidível, então Lu também seria;

◮
Como Lu não é deidível, segue que a hipótese é falsa, VALL não é

deidível e VALL não é deidível.
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema VALL

Redução de Lu para VALL:

◮
Construir um ALL B a partir de 〈M,w〉 tal que:
〈M,w〉 ∈ Lu ⇔ 〈B〉 ∈ VALL

◮
O ALL B é onstruído de forma que L(B) ompreende todas as

histórias de omputação de aeitação de M para w;

◮
Se M rejeita w, ou seja, se 〈M,w〉 /∈ Lu, então L(B) = ∅ e

〈B〉 /∈ VALL;

◮
Se M aeita w, ou seja, se 〈M,w〉 ∈ Lu, então L(B) 6= ∅ e

〈B〉 ∈ VALL.
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema VALL

◮ M1 aeita w1 ⇒ 〈M1, w1〉 ∈ Lu ⇒ L(B1) 6= ∅ ⇒ 〈B1〉 ∈ VALL;

◮ M2 não aeita w2 ⇒ 〈M2, w2〉 /∈ Lu ⇒ L(B2) = ∅ ⇒ 〈B2〉 /∈ VALL;
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema VALL

Construção de B a partir de 〈M,w〉:

1. Suponha que a entrada para B é C1#C2#...#Cn;

2. As três ondições seguintes devem ser válidas;

3. B veri�a se C1 é uma on�guração iniial válida para M om a

adeia w:
C1 = q0w pode ser veri�ado onheendo-se M e w;

4. B veri�a se Ci segue de forma legítima Ci−1, para 1 < i ≤ n:
Ci deve orresponder à ombinação da on�guração Ci−1 om a

apliação de uma transição de M ;

5. B veri�a se Cn é uma on�guração de aeitação para M :

Cn = αqfβ pode ser veri�ado onheendo-se M .
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema VALL

Examinando por outro ângulo:

◮
Deseja-se determinar se 〈M,w〉 ∈ Lu;

◮
Suponha que VALL é deidível por uma MT R;

◮
A partir de 〈M,w〉 obter o ALL B onforme desrito;

◮
Exeutar R om a entrada 〈B〉;

◮
Se R aeita, isso signi�a que L(B) é vazia e portanto que

w /∈ L(M), ou seja, 〈M,w〉 /∈ Lu;

◮
Se R rejeita, isso signi�a que L(B) é não-vazia e portanto que

w ∈ L(M), ou seja, 〈M,w〉 ∈ Lu;

◮
Logo, seria possível deidir Lu;

◮
Mas isso é uma ontradição e portanto VALL não é deidível.
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema TODASGLC

Totalidade da linguagem gerada por uma gramátia livre de ontexto:

TODASGLC = {〈G〉 |G é uma GLC e L(G) = Σ∗}

Teorema: TODASGLC é uma linguagem indeidível.

Prova:

◮
Suponha que TODASGLC é deidível;

◮
Logo, TODASGLC também é deidível;

◮
Fazer uma redução de Lu para TODASGLC usando histórias de

omputação;

◮
Se TODASGLC fosse deidível, então Lu também seria;

◮
Como Lu não é deidível, segue que a hipótese é falsa, TODASGLC

não é deidível e TODASGLC não é deidível.
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema TODASGLC

Redução de Lu para TODASGLC

◮
Construir uma GLC G a partir de 〈M,w〉 tal que:
〈M,w〉 ∈ Lu ⇔ 〈G〉 ∈ TODASGLC

◮ G gera todas as histórias de omputação que não são de aeitação

para M om w;
◮ G gera todas as histórias se e apenas se w /∈ M ;

◮ G não gera todas as histórias se e apenas se w ∈ M ; nesse aso, deve

G falhar em gerar justamente a história de omputação de aeitação

para w em M ;
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema TODASGLC

Redução de Lu para TODASGLC (resumo)

◮
Se M não aeita w, ou seja, se 〈M,w〉 /∈ Lu, então G não falha em

gerar nenhuma história de omputação, L(G) = Σ∗
e

L(G) /∈ TODASGLC ;

◮
Se M aeita w, ou seja, se 〈M,w〉 ∈ Lu, então G falha em gerar a

história de omputação de aeitação de w em M , L(B) 6= Σ∗
e

〈G〉 ∈ TODASGLC .
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema TODASGLC

◮ M1 aeita w1 ⇒
〈M1, w1〉 ∈ Lu ⇒ L(G1) 6= Σ∗ ⇒ 〈G1〉 ∈ TODASGLC ;

◮ M2 não aeita w2 ⇒
〈M2, w2〉 /∈ Lu ⇒ L(G2) = Σ∗ ⇒ 〈G2〉 /∈ TODASGLC ;
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema TODASGLC

Construção de G a partir de 〈M,w〉:

1. G gera todas as histórias de omputação que não são de aeitação

para M om w, usando para isso um erto alfabeto Σ;

2. Histórias de omputação de M om w tem o formato

C1#C2#...#Cn, sobre o alfabeto Σ;

3. As sentenças de L(G) devem satisfazer as três ondições seguintes;
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema TODASGLC

4. G gera todas as histórias de omputação tais que C1 não é uma

on�guração iniial válida para M om a adeia w:
Pode ser feito onheendo-se M e w;

5. G gera todas as histórias de omputação tais que Ci não segue de

forma legítima Ci−1, para 1 < i ≤ n:
Pode ser feito onheendo-se M e w;

6. G gera todas as histórias de omputação tais que Cn não é uma

on�guração de aeitação para M :

Pode ser feito onheendo-se M .
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema TODASGLC

Construção de G a partir de 〈M,w〉:

◮
Para a linguagem espei�ada anteriormente, projetar um aut�mato

de pilha não-determinístio (APN) é mais fáil do que projetar a

gramátia diretamente;

◮
Para obter G, iremos iniialmente obter um APN D que aeita L(G);

◮
Finalmente, o APN D pode ser onvertido para uma GLC G.
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema TODASGLC

Construção do APN D a partir de 〈M,w〉:

1. A adeia de entrada para D é uma história de omputação sobre o

alfabeto Σ;

2. D seleiona, de forma não-determinístia, qual das três ondições ele

irá testar;

3. No primeiro ramo, D aeita se C1 não é uma on�guração iniial

válida para M om a adeia w;

4. No segundo ramo, D seleiona não-determinístiamente um par de

on�gurações Ci (om i ≥ 3 e ímpar) e Ci−1 para analisar:

◮ D aeita se Ci não segue de forma legítima Ci−1

5. No tereiro ramo, D aeita se Cn não é uma on�guração de

aeitação para M .
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema TODASGLC

Observações:

◮
No segundo ramo, D empilha a on�guração Ci−1 e depois ompara

om a on�guração Ci;

◮
Para que isso seja possível, será neessário que as on�gurações de

ordem par sejam esritas na adeia de entrada de forma revertida;

◮ C1#CR
2 #C3#CR

4 #...
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Problemas indeidíveis e histórias de omputação

Problema TODASGLC

Conlusões:

◮ D aeita todas as história de omputação que não são de aeitação

para M om w;

◮
Se w /∈ L(M), então L(D) = L(G) = Σ∗

, ou seja, G /∈ TODASGLC

◮
Se w ∈ L(M), então L(D) = L(G) 6= Σ∗

, ou seja, G ∈ TODASGLC

◮
A existênia de D prova a existênia de G, e, onseqüentemente, a

existênia de uma redução de Lu para TODASGLC . Logo,

TODASGLC e TODASGLC são indeidíveis.
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PCP

Origem e natureza

�Post�s Correspondene Problem� (Problema da Correspondênia de Post)

◮
Problema que não está relaionado om Máquinas de Turing ou as

linguagens por elas aeitas;

◮
Problema ombinatorial que envolve a manipulação (emparelhamento)

de adeias de arateres;

◮
Demonstra-se ser indeidível;

◮
A indeidibilidade o PCP foi provada por Post em 1946;

◮
É usado para demonstrar a indeidibilidade de vários outros problemas.
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PCP

De�nição

Uma �instânia� PCP onsiste de duas listas A e B de adeias formadas

sobre um mesmo alfabeto Σ. As duas listas devem ter o mesmo

omprimento.

◮ A = w1, w2, ..., wk;

◮ B = x1, x2, ..., xk;

◮
Para um erto valor de i, diz-se que o par (wi, xi) é um par que está

em orrespondênia;

◮
Pares em orrespondênia podem ser onsiderados omo peças de um

dominó: [
w1

x1

]

,

[
w2

x2

]

, ...,

[
wk

xk

]
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PCP

Solução

Diz-se que uma instânia PCP tem uma solução se existir uma seqüênia

de um ou mais números inteiros (repetições permitidas) i1, i2, ..., im, os

quais, quando interpretados omo índies de adeias nas listas A e B,

produzem omo resultado a mesma adeia.

◮ A = w1, w2, ..., wk;

◮ B = x1, x2, ..., xk;

◮
Diz-se que i1, i2, ..., im,m ≥ 1, é uma solução para esta instânia PCP

se wi1wi2 ...wim = xi1xi2 ...xim
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PCP

Solução

PCP omo um tipo de jogo de dominó:

◮
Composto por uma quantidade �nita de peças:

[
w1

x1

]

,

[
w2

x2

]

, ...,

[
wk

xk

]

◮
Peças são ombinadas para formar adeias idêntias na parte de ima

e na parte de baixo;

◮
Peças podem ser dupliadas para formar adeias:

[
wi1

xi1

] [
wi2

xi2

]

...

[
wim

xim

]

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 192 / 274



PCP

Exemplo

Seja Σ = {0, 1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:

Lista A Lista B

i wi xi
1 1 111

2 10111 10

3 10 0

◮
Uma solução para essa instânia é a seqüênia:

i1 = 2, i2 = 1, i3 = 1, i4 = 3, ou simplesmente 2, 1, 1, 3, pois
w2w1w1w3 = 10111

︸ ︷︷ ︸

w2

1
︸︷︷︸

w1

1
︸︷︷︸

w1

10
︸︷︷︸

w3

=

x2x1x1x3 = 10
︸︷︷︸

x2

111
︸︷︷︸

x1

111
︸︷︷︸

x1

0
︸︷︷︸

x3

= 101111110;

◮
Entre outras, 2, 1, 1, 3, 2, 1, 1, 3 também é solução.
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Representação da solução 2, 1, 1, 3 na forma de dominós:

w2

︷ ︸︸ ︷[
10111

10

]

︸ ︷︷ ︸

x2

w1

︷ ︸︸ ︷[
1

111

]

︸ ︷︷ ︸

x1

w1

︷ ︸︸ ︷[
1

111

]

︸ ︷︷ ︸

x1

w3

︷ ︸︸ ︷[
10

0

]

︸ ︷︷ ︸

x3
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PCP

Exemplo

Seja Σ = {a, b, c} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:

Lista A Lista B

i wi xi
1 ab ab

2 a a

3 a ba

◮
Essa instânia não possui solução, pois |wi| > |xi|,∀i.
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PCP

Exemplo

Seja Σ = {0, 1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:

Lista A Lista B

i wi xi
1 10 101

2 011 11

3 101 011

◮
Essa instânia também não possui solução:

◮
Se i1 = 2, então A = 011..., B = 11... e não é possível gerar uma

solução;

◮
Se i1 = 3, então A = 101..., B = 011... e não é possível gerar uma

solução;
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Com i1 = 1, então A = 10..., B = 101... talvez seja possível obter

uma solução;

◮
Se i2 = 1, então A = 1010..., B = 101101... e não é possível gerar

uma solução;

◮
Se i2 = 2, então A = 10011..., B = 10111... e não é possível gerar

uma solução;

◮
Com i2 = 3, então A = 10101..., B = 101011... talvez seja possível

obter uma solução;

◮
No entanto, o mesmo raioínio leva à esolha de i3 = 3, e assim por

diante, e não é possível nuna gerar uma solução.
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PCP

Problema

Dada uma instânia PCP sobre um erto alfabeto Σ, determinar se ela

possui uma solução.

◮ PCP = {〈P 〉 |P é uma instânia PCP om uma solução};

◮ PCP é indeidível.
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PCP

Estratégia da demonstração

1

Reduzir Lu para uma versão modi�ada do PCP (MPCP);

2

Reduzir MPCP para PCP;

3

Como Lu é indeidível, MPCP e PCP são também indeidíveis.
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PCP

De�nição

�Modi�ed Post Corresponde Problem� (Problema da Correspondênia de

Posto Modi�ado):

◮
Uma instânia MPCP é de�nida da mesma forma que uma instânia

PCP;

◮
A solução, no entanto, deve obrigatoriamente iniiar om o par 1;

◮ A = w1, w2, ..., wk;

◮ B = x1, x2, ..., xk;

◮
Diz-se que i1, i2, ..., im,m ≥ 0, é uma solução para esta instânia

MPCP se w1wi1wi2 ...wim = x1xi1xi2 ...xim
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PCP

Exemplo

Seja Σ = {0, 1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:

Lista A Lista B

i wi xi
1 1 111

2 10111 10

3 10 0

◮
Considerada omo instânia PCP, há solução;

◮
Considerada omo instânia MPCP, não há solução.
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PCP

Exemplo

Continuação

◮ A = w1... = 1..., B = x1... = 111...

◮
Se i1 = 2, então A = 110111..., B = 11110... e não há solução

possível;

◮
Se i1 = 3, então A = 110..., B = 1110... e não há solução possível;

◮
Se i1 = 1, então A = 11..., B = 111111... e não há solução possível,

pois as adeias nuna terão o mesmo tamanho.
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PCP

Redução de MPCP para PCP

P1 é uma instânia MPCP om solução ⇔ P ′
1 é uma instânia PCP om

solução.
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PCP

Redução de MPCP para PCP

A obtenção de P ′
1(P

′
2) (PCP) a partir de P1(P2) (MPCP) pode ser feita da

seguinte forma:

◮
MPCP=(A,B) sobre Σ;

◮
Suponha A = w1, w2, ..., wk ;

◮
SuponhaB = x1, x2, ..., xk ;

◮
Suponha que ∗ /∈ Σ, $ /∈ Σ;

◮
PCP=(C,D) sobre Σ ∪ {∗, $};

◮ C = y0, y1, y2, ..., yk, yk+1;

◮ D = z0, z1, z2, ..., zk, zk+1;
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PCP

Redução de MPCP para PCP

◮ ∀i, 1 ≤ i ≤ k, yi é obtido a partir de wi pela inserção do símbolo ∗
após ada símbolo de wi

◮ ∀i, 1 ≤ i ≤ k, zi é obtido a partir de xi pela inserção do símbolo ∗
antes ada símbolo de xi

◮ y0 = ∗y1
◮ z0 = z1

◮ yk+1 = $

◮ zk+1 = ∗$

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 205 / 274



PCP

Exemplo

Suponha a instânia MPCP:

Lista A Lista B

i wi xi
1 1 111

2 10111 10

3 10 0

A apliação da onstrução anterior resulta na instânia PCP:

Lista C Lista D

i yi zi
0 *1* *1*1*1

1 1* *1*1*1

2 1*0*1*1*1* *1*0

3 1*0* *0

4 $ *$
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PCP

Redução de MPCP para PCP

Para provar que a onstrução proposta é uma redução, é neessário

(suponha que P1 reduz para P ′
1):

1

Provar que se P1 é uma instânia MPCP om solução, então P ′
1 é

uma instânia PCP om solução;

2

Provar que se P ′
1 é uma instânia PCP om solução, então P1 é uma

instânia MPCP om solução.
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PCP

Redução de MPCP para PCP

Se P1 é uma instânia MPCP om solução, então P ′
1 é uma instânia PCP

om solução:

◮
Suponha que a solução de P1 seja i1, i2, ..., im;

◮
Portanto, w1wi1wi2 ...wim = x1xi1xi2 ...xim ;

◮
Considerar y1yi1yi2 ...yim e z1zi1zi2 ...zim ;

◮
As duas adeias são idêntias, exeto pelo primeiro símbolo da

primeira adeia e pelo último símbolo da segunda adeia;

◮
Ou seja, ∗y1yi1yi2 ...yim = z1zi1zi2 ...zim∗;

◮
Mas esse resultado pode ser obtido substituindo-se o primeiro par (de

1 por 0) e aresentando-se um novo par no �nal (k + 1);

◮
Ou seja, y0yi1yi2 ...yimyk+1 = z0zi1zi2 ...zimzk+1;

◮
Logo, 0, i1, i2, ..., im, k + 1 é uma solução de P ′

1.
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PCP

Redução de MPCP para PCP

Se P ′
1 é uma instânia PCP om solução, então P1 é uma instânia MPCP

om solução:

◮
A solução de P ′

1 deve omeçar om o par 0 e terminar om o par

k + 1, pois apenas o par 0 iniia om o mesmo símbolo (∗) e apenas o

par k + 1 termina om o mesmo símbolo ($);

◮
Portanto, a solução de P ′

1 é 0, i1, i2, ..., im, k + 1;

◮
Logo, y0yi1yi2 ...yimyk+1 = z0zi1zi2 ...zimzk+1;

◮
Se forem removidos todos os símbolos ∗ e $ de ambas as adeias,

resulta:

◮ w1wi1wi2 ...wim = x1xi1xi2 ...xim ;

◮
Ou seja, 1, i1, i2, ..., im é solução para P1.
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PCP

Redução de MPCP para PCP

Conlusões até o momento:

◮
Se PCP for deidível, então MPCP também será deidível;

◮
Se MPCP for indeidível, então PCP também será indeidível.
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PCP

Exemplo

Suponha a instânia MPCP:

Lista A Lista B

i wi xi
1 ab abb

2 bab ba

3 ba a

4 a ba
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PCP

Exemplo

Continuação

A apliação da onstrução anterior resulta na instânia PCP:

Lista C Lista D

i yi zi
0 *a*b* *a*b*b

1 a*b* *a*b*b

2 b*a*b* *b*a

3 b*a* *a

4 a* *b*a

5 $ *$

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 212 / 274



PCP

Exemplo

Continuação

◮
Uma solução para a instânia MPCP é 3, 2, 4;

◮ y1y3y2y4 = a ∗ b∗
︸ ︷︷ ︸

y1

b ∗ a∗
︸ ︷︷ ︸

y3

b ∗ a ∗ b∗
︸ ︷︷ ︸

y2

a∗
︸︷︷︸

y4

◮ z1z3z2z4 = ∗a ∗ b ∗ b
︸ ︷︷ ︸

z1

∗a
︸︷︷︸

z3

∗b ∗ a
︸ ︷︷ ︸

z2

∗b ∗ a
︸ ︷︷ ︸

z4

◮
Substituir o par 1 pelo par 0 no iníio e aresentar o par 5 no �nal;

◮ y0y3y2y4y5 = ∗a ∗ b∗
︸ ︷︷ ︸

y0

b ∗ a∗
︸ ︷︷ ︸

y3

b ∗ a ∗ b∗
︸ ︷︷ ︸

y2

a∗
︸︷︷︸

y4

$
︸︷︷︸

y5

◮ z0z3z2z4z5 = ∗a ∗ b ∗ b
︸ ︷︷ ︸

z0

∗a
︸︷︷︸

z3

∗b ∗ a
︸ ︷︷ ︸

z2

∗b ∗ a
︸ ︷︷ ︸

z4

∗$
︸︷︷︸

z5

◮
Portanto, 0, 3, 2, 4, 5 é uma solução para o PCP orrespondente.
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Uma solução para a instânia PCP é 0, 3, 5;

◮ y0y3y5 = ∗a ∗ b∗
︸ ︷︷ ︸

y0

b ∗ a∗
︸ ︷︷ ︸

y3

$
︸︷︷︸

y5

= z0z3z5 = ∗a ∗ b ∗ b
︸ ︷︷ ︸

z0

∗a
︸︷︷︸

z3

∗$
︸︷︷︸

z5

◮
Remover todos os símbolos ∗ e $ de ambas as adeias;

◮
O resultado é w1w3 = ab

︸︷︷︸

w1

ba
︸︷︷︸

w3

= x1x3 = abb
︸︷︷︸

x1

a
︸︷︷︸

x3

◮
Logo, 1, 3 é uma solução para o MPCP orrespondente.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

〈M1, w1〉 ∈ Lu ⇔ P1 é uma instânia MPCP om solução.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

A obtenção de P a partir de 〈M,w〉 pode ser feita da seguinte forma:

◮
As listas A e B representam a história de omputação de M om w;

◮
Soluções pariais para P representam histórias de omputação

inompletas para w em M ;

◮
Se w ∈ L(M), ou seja, se 〈M,w〉 ∈ Lu, então é possível gerar uma

solução para P ;

◮
Se w /∈ L(M), ou seja, se 〈M,w〉 /∈ Lu, então não há solução possível

para P ;

◮
A onstrução da lista A está sempre uma on�guração �atrasada� em

relação à onstrução da lista B;

◮
As listas oinidem se e apenas se M entra num estado �nal.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

Premissa

Seja M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, B, F ) e suponha que:

1 M não grava branos na �ta;

2 M não se desloa para à esquerda da posição iniial da �ta.

Nesse aso, é possível a�rmar que:

◮
As on�gurações de M tem o formato geral αqβ, om q ∈ Q,α ∈ Γ∗

e β ∈ Γ∗
, ou seja, α e β são ompostos apenas por símbolos

diferentes de B;

◮
As adeias α e β representam as posições da �ta iniialmente

oupadas pela adeia de entrada w, além de eventuais posições

visitadas à direita da mesma.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

Passo 1:

◮
O primeiro par da instânia MPCP é:

Lista A Lista B

1 # #q0w#

◮
Ele será usado para iniiar a solução, aso exista;

◮
Notar que a lista B está uma on�guração adiantada em relação à

lista A.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

Passo 2:

◮
Novos pares são riados a partir de δ, om o objetivo de reproduzir a

história de omputação de w em M ;

◮ ∀qi ∈ Q− F, qj ∈ Q,x, y, z ∈ Γ, aresentar os pares:

Lista A Lista B

qix yqj se δ(qi, x) = (qj , y,R)
zqix qjzy se δ(qi, x) = (qj , y, L)
qi# yqj# se δ(qi, B) = (qj, y,R)
zqi# qjzy# se δ(qi, B) = (qj, y, L)

◮
Para ada transição possível de ser apliada numa erta on�guração

de M , há um par orrespondente em P ;

◮
A lista B está uma on�guração adiantada em relação à lista A.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

Passo 3:

◮ ∀x ∈ Γ, aresentar os pares:
Lista A Lista B

x x
# #

◮
Permitem a ópia de símbolos que não envolvam o estado orrente;

◮
Serão usados para permitir o avanço da solução até hegar numa nova

on�guração.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

Passo 4:

◮
Se um estado �nal foi alançado, deve-se permitir que as adeias se

tornem idêntias;

◮ ∀qf ∈ F, x ∈ Γ, y ∈ Γ, aresentar os pares:

Lista A Lista B

xqfy qf
xqf qf
qfy qf

◮
São geradas novas adeias que não representam on�gurações;

◮
O uso reorrente desses pares permite o �onsumo� dos símbolos que

se enontram à esquerda e à direita do estado qf na última

onfguração.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

Passo 5:

◮
Todos os símbolos, a menos de qf , foram removidos da última

on�guração;

◮ w1...wk = #µ#

◮ x1...xk = #µ#qf#

◮
Para torná-las iguais, basta aresentar o par:

Lista A Lista B

qf## #

◮ w1...wk = #µ#qf##

◮ x1...xk = #µ#qf##

◮ P tem uma solução.
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PCP

Exemplo

Construção de P a partir de

M = ({q1, q2, q3}, {0, 1}, {0, 1, B}, δ, q1 , B, {q3}) e w = 01, om δ:

qi δ(qi, 0) δ(qi, 1) δ(qi, B)

q1 (q2, 1, R) (q2, 0, L) (q2, 1, L)
q2 (q3, 0, L) (q1, 0, R) (q2, 0, R)
q3 � � �

A história de omputação de w em M é:

q101 ⊢ 1q21 ⊢ 10q1 ⊢ 1q201 ⊢ q3101
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PCP

Exemplo

Continuação

Passo Lista A Lista B Origem

(1) # #q101

(2) q10 1q2 δ(q1, 0) = (q2, 1, R)
0q11 q200 δ(q1, 1) = (q2, 0, L)
1q11 q210 δ(q1, 1) = (q2, 0, L)
0q1# q201# δ(q1, B) = (q2, 1, L)
1q1# q211# δ(q1, B) = (q2, 1, L)
0q20 q300 δ(q2, 0) = (q3, 0, L)
1q20 q310 δ(q2, 0) = (q3, 0, L)
q21 0q1 δ(q2, 1) = (q1, 0, R)
q2# 0q2# δ(q2, B) = (q2, 0, R)

(3) 0 0
1 1
# #
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PCP

Exemplo

Continuação

Passo Lista A Lista B Origem

(4) 0q30 q3
0q31 q3
1q30 q3
1q31 q3
0q3 q3
1q3 q3
q30 q3
q31 q3

(5) q3## #
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
A solução para essa instânia MPCP omeça om o primeiro par

(passo 1):

A : #

B : #q101#
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Para ontinuar, é neessário que o próximo par da lista A seja pre�xo

da adeia q101#;

◮
O par (q10, 1q2) é seleionado (passo 2):

A : #q10

B : #q101#1q2
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Para ontinuar, é neessário opiar o restante da on�guração até

alançar o estado q2;

◮
Os pares (1, 1), (#,#) e (1, 1) são seleionados (passo 3):

A : #q101

B : #q101#1q21

A : #q101#

B : #q101#1q21#

A : #q101#1

B : #q101#1q21#1
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Para ontinuar, é neessário que o próximo par da lista A seja pre�xo

da adeia q21#1;

◮
O par (q21, 0q1) é seleionado (passo 2):

A : #q101#1q21

B : #q101#1q21#10q1
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Em seguida, pode-se opiar 2 (#1) ou 3 (#10) símbolos antes de

apliar uma nova transição;

◮
No entanto, a inserção de 3 símbolos impede o desenvolvimento das

adeias, pois não existem pares na lista A que sejam pre�xo de q1#10:

A : #q101#1q21#10

B : #q101#1q21#10q1#10
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Isso aontee porque a próxima movimentação de M é para a

esquerda e, portanto, o símbolo à esquerda de q1 é neessário para

fazer a esolha do par orreto nesse aso;

◮
Deve-se opiar apenas 2 símbolos (# e 1), resultando em:

A : #q101#1q21#1

B : #q101#1q21#10q1#1
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Para ontinuar, é neessário que o próximo par da lista A seja pre�xo

da adeia 0q1#1;

◮
O par (0q1#, q201#) é seleionado (passo 2):

A : #q101#1q21#10q1#

B : #q101#1q21#10q1#1q201#
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Para ontinuar, pode-se seleionar o par (1, 1) (passo 3) ou então

seleionar o par (1q20, q310) (passo 2);

◮
Como a primeira esolha impede o desenvolvimento futuro das

adeias, deve-se optar pela segunda alternativa e o resultado é:

A : #q101#1q21#10q1#1q20

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q310
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Esse ponto orresponde à entrada de M num estado de aeitação (q3);

◮
Portanto, são iniiados os proedimentos para tornar as adeias

idêntias;

◮
Antes, porém, são seleionados os pares (1, 1) e (#,#):

A : #q101#1q21#10q1#1q201

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101

A : #q101#1q21#10q1#1q201#

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Para ontinuar, é seleionado o par (q31, q3) (passo 4):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q31

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q3

◮
Copiando os símbolos 0, 1 e # (passo 3):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Para ontinuar, é seleionado o par (q30, q3) (passo 4):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q30

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q3

◮
Copiando os símbolos 1 e # (passo 3):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 236 / 274



PCP

Exemplo

Continuação

◮
Para ontinuar, é seleionado novamente o par (q31, q3) (passo 4):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#q3

◮
Copiando o símbolo # (passo 3):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#q3#
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PCP

Exemplo

Continuação

◮
Para terminar, é seleionado o par (q3##,#) (passo 5):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#q3##

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#q3##

◮
As adeias são idêntias e P tem solução.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

Para provar que a onstrução proposta é uma redução, é neessário

(onsiderar P obtido a partir de M,w onforme visto anteriormente):

1

Provar que se 〈M,w〉 ∈ Lu, então P é uma instânia MPCP om

solução;

2

Provar que se P é uma instânia MPCP om solução, então

〈M,w〉 ∈ Lu.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

Se 〈M,w〉 ∈ Lu, então P é uma instânia MPCP om solução:

◮
Iniiar a simulação om o par 1;

◮
Usar os pares do passo 2 para representar movimentações de M e

pares do passo 3 para opiar símbolos da �ta e # onforme neessário;

◮
Se M entrar num estado de aeitação, usar os pares do passo 4 e

depois o par do passo 5 para permitir que as adeias �quem idêntias;

◮
Logo, se 〈M,w〉 ∈ Lu, então P tem solução.
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PCP

Redução de Lu para MPCP

Se P é uma instânia MPCP om solução, então 〈M,w〉 ∈ Lu:

◮
Por se tratar de MPCP, a solução parial omeça om:

A : #

B : #q0w#
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PCP

Redução de Lu para MPCP

◮
Enquanto M não entra em um estado de aeitação, apenas os pares

dos passos 2 e 3 pode ser usados, e as adeias possuem o formato

geral (observar que |xy| > |x|):

A : x

B : xy

◮
Se existir uma solução, então isso signi�a que, em algum momento,

os pares do passo 4 terão sido usados;

◮
Logo, se P tem solução, então M entra em um estado de aeitação,

ou seja, M aeita w e 〈M,w〉 ∈ Lu.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problema AMBGLC

Determinar se uma gramátia livre de ontexto G qualquer é ambígua:

AMBGLC = {〈G〉 |G é uma GLC ambígua}

Teorema: AMBGLC é indeidível.

Prova:

◮
Por redução a partir de PCP.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problema AMBGLC

Construção de uma GLC G a partir de uma instânia PCP P , tal que

P tem solução ⇔ G é ambígua:

◮
Seja P = (A,B) sobre Σ;

◮ A = w1, w2, ..., wk;

◮ B = x1, x2, ..., xk;

◮
Seja GA uma GLC que gera uma linguagem LA sobre

Σ′ = Σ ∪ {a1, a2, ..., ak}:

A → w1Aa1 |w2Aa2 | ... |wkAak

A → w1a1 |w2a2 | ... |wkak

◮ ai representa o índie i usado para seleionar o par orrespondente.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problema AMBGLC

A linguagem LA:

◮
Suas sentenças tem a forma geral:

wi1wi2 ...wimaim ...ai2ai1

om m ≥ 1 e 1 ≤ i1, i2, ..., im ≤ k.

◮ LA é não-ambígua (todas as suas sentenças possuem uma únia

seqüênia de derivações mais à esquerda).
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problema AMBGLC

Seja GB uma GLC que gera uma linguagem LB sobre

Σ′ = Σ ∪ {a1, a2, ..., ak}:

◮ A = w1, w2, ..., wk;

◮ B = x1, x2, ..., xk;

◮ GB :

B → x1Ba1 |x2Ba2 | ... |xkBak

B → x1a1 |x2a2 | ... |xkak

◮ ai representa o índie i usado para seleionar o par orrespondente;

◮ LB é não-ambígua.

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 246 / 274



Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problema AMBGLC

Construção de uma GLC GAB a partir de GA e GB , que por sua vez foram

onstruídas a partir de P :

◮
Seja GA = ({A} ∪Σ′,Σ′, PA, A);

◮
Seja GB = ({B} ∪Σ′,Σ′, PB , B);

◮
Construir GAB =

({S,A,B} ∪ Σ′,Σ′, PA ∪ PB ∪ {S → A,S → B}, S)

◮ L(GAB) = LA ∪ LB .
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problema AMBGLC

Para provar que a onstrução proposta é uma redução, basta provar que:

1

Se a instânia PCP P tem solução, então G é ambígua;

2

Se G é ambígua, então a instânia PCP P tem solução.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problema AMBGLC

Se G é ambígua, então P tem solução:

1. Considere G = GAB ;

2. Se G é ambígua, então existe pelo menos uma adeia α om duas ou

mais derivações mais à esquerda em L(G);

3. Como, por onstrução, GA e GB são não-ambíguas, então as duas

derivações para α devem ser:

S ⇒ A ⇒ ... ⇒ α

S ⇒ B ⇒ ... ⇒ α

4. No entanto, α = wi1wi2 ...wimaim ...ai2ai1 = xi1xi2 ...ximaim ...ai2ai1

5. Portanto, wi1wi2 ...wim = xi1xi2 ...xim

6. Logo, P tem uma solução i1, i2, ..., im.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problema AMBGLC

Se P tem solução, então G é ambígua:

1. Considere G = GAB ;

2. Suponha que i1, i2, ..., im seja uma solução para P ;

3. Considere as seguintes derivações em G:

S ⇒ A ⇒ wi1Aai1 ⇒ wi1wi2Aai2ai1 ⇒ ...

⇒ wi1wi2 ...wim−1
Aaim−1

...ai2ai1

⇒ wi1wi2 ...wim−1
wimaimaim−1

...ai2ai1

S ⇒ B ⇒ xi1Bai1 ⇒ xi1xi2Bai2ai1 ⇒ ...

⇒ xi1xi2 ...xim−1
Baim−1

...ai2ai1

⇒ xi1xi2 ...xim−1
ximaimaim−1

...ai2ai1
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problema AMBGLC

4. Como i1, i2, ..., im é uma solução, então wi1wi2 ...wim = xi1xi2 ...xim

5. Como as adeias são idêntias, e omo elas foram geradas de formas

distintas, usando apenas derivações mais à esquerda, então G é

ambígua.

Como PCP reduz para AMBGLC e PCP é indeidível, então AMBGLC é

também indeidível.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Exemplo

◮
Seja P a seguinte instânia PCP sobre {a, b}:

Lista A Lista B
wi xi

1 aaa aa
2 baa abaaa

◮
Considerar Σ′ = {a, b, a1, a2} e GA:

A → aaaAa1 | baaAa2 | aaaa1 | baaa2

◮
Considerar Σ′ = {a, b, a1, a2} e GB :

B → aaBa1 | abaaaBa2 | aaa1 | abaaaa2
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Exemplo

◮
Considerar Σ′ = {a, b, a1, a2} e GAB :

S → A |B

A → aaaAa1 | baaAa2 | aaaa1 | baaa2

B → aaBa1 | abaaaBa2 | aaa1 | abaaaa2
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Exemplo

Continuação

P tem solução ⇒ GAB é ambígua:

◮
A seqüênia 121 é uma solução para P ;

◮
Considerar w1w2w1a1a2a1 ∈ LA e x1x2x1a1a2a1 ∈ LB ;

◮
Como 121 é solução, então w1w2w1 = x1x2x1 e, portanto,

w1w2w1a1a2a1 = x1x2x1a1a2a1 = aaabaaaaaa1a2a1;

◮
No entanto, existem duas derivações mais à esquerda distintas para

essa adeia em GAB :

S ⇒ A ⇒ aaaAa1 ⇒ aaabaaAa2a1 ⇒ aaabaaaaaa1a2a1

S ⇒ B ⇒ aaBa1 ⇒ aaabaaaBa2a1 ⇒ aaabaaaaaa1a2a1

◮
Portanto, GAB é ambígua.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Exemplo

Continuação

GAB é ambígua ⇒ P tem solução:

◮
Seja adeia aaabaaaaaa1a2a1 ∈ LAB;

◮
Essa adeia tem duas derivações mais à esquerda distintas:

S ⇒ A ⇒ aaaAa1 ⇒ aaabaaAa2a1 ⇒ aaabaaaaaa1a2a1

S ⇒ B ⇒ aaBa1 ⇒ aaabaaaBa2a1 ⇒ aaabaaaaaa1a2a1

◮
Da primeira derivação, pode-se onluir que aaabaaaaa = w1w2w1;

◮
Da segunda derivação, pode-se onluir que aaabaaaaa = x1x2x1;

◮
Portanto, P tem uma solução (121).
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Signi�ado de LA ∩ LB

A quantidade de sentenças em LA ∩ LB é igual à quantidade de soluções

distintas da instânia P do PCP que deu origem às gramátias GA e GB :

◮
Cada elemento de LA ∩ LB orresponde à uma solução distinta;

◮ LA ∩ LB = ∅ ⇒ P não tem solução;

◮ LA ∩ LB 6= ∅ ⇒ P tem (pelo menos uma) solução.

No exemplo anterior:

◮ aaabaaaaaa1a2a1 ∈ (LA ∩ LB) ⇒ P tem solução (121).
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Complemento de uma linguagem de lista

◮ LA e LB são linguagens livres de ontexto;

◮
Deseja-se provar que LA e LB são também livres de ontexto;

◮
Linguagens livres de ontexto não são fehadas em relação à

operação de omplementção;

◮
Esses resultados permitirão a demonstração de que outros problemas

aera das linguagens livres de ontexto são também indeidíveis.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

LA é LLC

Teorema: Seja LA uma linguagem para a lista A de uma instânia PCP P
sobre Σ ∪ {a1, a2, ..., ak}. Então LA é também livre de ontexto.

Prova:

Será apresentado um aut�mato de pilha determinístio M , om ritério de

aeitação estado �nal, que reonhee LA.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

LA é LLC

1. Enquanto M enontrar apenas símbolos de Σ na entrada, ele os insere

na pilha. Se a adeia de entrada esgotar, M aeita pois todas as

adeias de Σ∗ ∈ LA;

2. Veri�ar se o próximo símbolo da adeia de entrada é ai; se não é,

aeitar;

3. Desempilhar |wi| símbolos do topo da pilha; se não houverem |wi|
símbolos na pilha, aeitar; se houverem, veri�ar se eles orrespondem

à wR
i :

(a) Em aso negativo, então a adeia de entrada ertamente não pertene

à LA. Nesso aso, M deve esgotar a leitura dos símbolos da adeia de

entrada e ir para um estado de aeitação;

(b) Em aso a�rmativo, e se a pilha ainda não está vazia, ir para 2;

() Em aso a�rmativo, e se a pilha está vazia, a adeia analisada até o

momento pertene à LA. A aeitação ou rejeição de M estará

ondiionada à presença de novos símbolos no �nal da adeia.

4. Se houverem outros símbolos de Σ na adeia entrada, aeitar. Caso

ontrário, rejeitar.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Exemplo

Seja Σ = {0, 1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:

Lista A Lista B

i wi xi
1 1 111

2 10111 10

3 10 0

A → 1Aa1 | 10111Aa2 | 10Aa3 | 1a1 | 10111a2 | 10a3
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Exemplo

◮
A adeia 10111

︸ ︷︷ ︸

w2

10
︸︷︷︸

w3

a3a2 /∈ LA, pois M :

1

Empilha 1011110;
2

Quando enontra a3, desempilha |w3| = 2 símbolos, σ1σ2;

3

Veri�a que σ1σ2 = 01 = wR
3 ;

4

Quando enontra a2, desempilha |w2| = 5 símbolos, σ1σ2σ3σ4σ5;

5

Veri�a que σ1σ2σ3σ4σ5 = 11101 = wR
2 ;

6

Como não há outros símbolos na adeia de entrada, a adeia pertene

à LA e portanto M a rejeita.

Marus Ramos (UNIVASF) Deidibilidade 21 de março de 2017 261 / 274



Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Exemplo

◮
A adeia 10111

︸ ︷︷ ︸

w2

10
︸︷︷︸

w3

a2a3 ∈ LA, pois:

1

Empilha 1011110;
2

Quando enontra a2, desempilha |w2| = 5 símbolos, σ1σ2σ3σ4σ5;

3

Veri�a que σ1σ2σ3σ4σ5 = 01111 6= wR
2 e aeita a entrada.

◮
A adeia a3a2 10111︸ ︷︷ ︸

w2

10
︸︷︷︸

w3

∈ LA, pois:

1

Não existem símbolos na pilha para veri�ar depois de enontrado a3.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Exemplo

◮
A adeia 10111

︸ ︷︷ ︸

w2

10
︸︷︷︸

w3

a3a2a1 ∈ LA:

1

Empilha 1011110;
2

Quando enontra a3, desempilha |w3| = 2 símbolos, σ1σ2;

3

Veri�a que σ1σ2 = 01 = wR
3 ;

4

Quando enontra a2, desempilha |w2| = 5 símbolos, σ1σ2σ3σ4σ5;

5

Veri�a que σ1σ2σ3σ4σ5 = 11101 = wR
2 ;

6

Quando enontra a1, M aeita a entrada.

◮
A adeia 10111

︸ ︷︷ ︸

w2

10
︸︷︷︸

w3

∈ LA:

1

Empilha 1011110;
2

Como não enontra nenhum ai, a entrada é aeita.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Exemplo

◮
A adeia 11111

︸ ︷︷ ︸

?

a2 ∈ LA:

1

Empilha 11111;
2

Quando enontra a2, desempilha |w2| = 5 símbolos, σ1σ2σ3σ4σ5;

3

Veri�a que σ1σ2σ3σ4σ5 = 11111 6= wR
2 e aeita a entrada.

◮
A adeia 1111

︸︷︷︸

?

1
︸︷︷︸

w1

a1a2 ∈ LA:

1

Empilha 11111;
2

Quando enontra a1, desempilha |w1| = 1 símbolos, σ1;

3

Veri�a que σ1 = 1 = wR
1 ;

4

Quando enontra a2, tenta desempilhar |w2| = 5 símbolos, mas

existem apenas 4 deles na pilha;

5 M aeita a entrada.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problemas

Sejam G1, G2 gramátias livres de ontexto quaisquer e R uma expressão

regular qualquer. Os seguintes problemas são indeidíveis:

1 L(G1) ∩ L(G2) = ∅?

2 L(G1) = L(G2)?

3 L(G1) = L(R)?

4 L(G1) = T ∗
para algum alfabeto T ?

5 L(G1) ⊆ L(G2)?

6 L(R) ⊆ L(G1)?
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Problemas

Serão feitas reduções de PCP para ada um desses problemas:

◮
Seja Σ o alfabeto da instânia PCP P onsiderada;

◮
Seja I = {a1, a2, ..., ak};

◮ LA, LB , LA e LB são linguagens livres de ontexto onstruídas sobre

P ;
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

Observações

Considere P uma instânia PCP sobre Σ om listas A e B. Então:

◮
Se P tem solução, então LA ∩ LB 6= ∅;

◮ LA ∩ LB, sobre Σ ∪ I, ontém todas as adeias que representam

solução para P ;

◮ LA ∩ LB ontém tantas adeias quantas sejam as soluções distintas

para P ;

◮
Se P não tem solução, então LA ∩ LB = ∅;

◮ LA ∪ LB = LA ∩ LB ;

◮ LA ∩ LB, sobre Σ ∪ I, ontém todas as aadeias que

não representam solução para P ;

◮ (Σ ∪ I)∗ ontém todas as adeias sobre (Σ ∪ I).
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

L(G1) ∩ L(G2) = ∅?

INTGLC = {〈G1, G2〉 |G1 e G2 são GLCs e L(G1) ∩ L(G2) = ∅}

◮
Seja G1 = GA;

◮
Seja G2 = GB ;

◮
Se existe w ∈ L(G1) ∩ L(G2), então existe solução para P ;

◮
O onjunto L(G1) ∩ L(G2) ontém todas as adeias que

representam soluções de P ;

◮
Logo, se P tem solução ⇒ L(G1) ∩ L(G2) 6= ∅;

◮
Além disso, se P não tem solução ⇒ L(G1) ∩ L(G2) = ∅;

◮
Temos uma redução de P para INTGLC ;

◮
Portanto, INTGLC e também INTGLC são indeidíveis.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

L(G1) = L(G2)?

EQGLC = {〈G1, G2〉 |G1 e G2 são GLCs e L(G1) = L(G2)}

◮
Seja G1 tal que L(G1) = LA ∪ LB (LLCs são fehadas em relação à

união);

◮
Seja G2 tal que L(G2) = (Σ ∪ I)∗ (a linguagem é regular);

◮
Notar que L(G1) = LA ∪ LB = LA ∩ LB;

◮
Portanto, L(G1) ontém todas as adeias que não representam

solução para P ;

◮ L(G2) ontém todas as adeias sobre o alfabeto Σ ∪ I;

◮
Logo, P tem solução ⇔ L(G1) 6= L(G2);

◮
Temos uma redução de P para EQGLC ;

◮
Portanto, EQGLC e também EQGLC são indeidíveis.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

L(G1) = L(R)?

EQGLC/R = {〈G1, R〉 |G1 é uma GLC,

R é uma expressão regular e L(G1) = L(R)}

◮
Idêntio ao aso anterior;

◮
Basta substituir G2 por R.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

L(G1) = T ∗
?

TOTGLC = {〈G1〉 |G1 é uma GLC e L(G1) = T ∗
para algum alfabeto T}

◮
Seja G1 tal que L(G1) = LA ∪ LB (LLCs são fehadas em relação à

união);

◮
Notar que L(G1) = LA ∪ LB = LA ∩ LB;

◮
Portanto, L(G1) ontém todas as adeias que não representam

solução para P ;

◮
Logo, P tem solução ⇔ L(G1) 6= T ∗

;

◮
Temos uma redução de P para TOTGLC ;

◮
Notar que T = Σ ∪ {a1, a2, ..., ak} é o únio alfabeto sobre o qual

LA ∪ LB pode orresponder a um fehamento;

◮
Portanto, TOTGLC e também TOTGLC são indeidíveis.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

L(G1) ⊆ L(G2)?

SUBGLC = {〈G1, G2〉 |G1 e G2 são GLCs e L(G1) ⊆ L(G2)}

◮
Seja G1 tal que L(G1) = (Σ ∪ I)∗; L(G1) ontém todas as adeias;

◮
Seja G2 tal que L(G2) = LA ∪ LB ; L(G2) ontém apenas as adeias

que não representam solução para P ;

◮ L(G1) ⊆ L(G2) ⇔ L(G1) = L(G2);

◮ L(G1) 6⊆ L(G2) ⇔ L(G1) 6= L(G2);
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

L(G1) ⊆ L(G2)?

SUBGLC = {〈G1, G2〉 |G1 e G2 são GLCs e L(G1) ⊆ L(G2)}

◮
Logo, P tem solução ⇒ L(G1) ontém pelo menos uma adeia que

não pertene à L(G2) ⇒ L(G1) 6= L(G2) ⇒ L(G1) 6⊆ L(G2);

◮
Além disso, P não tem solução ⇒ L(G2) ontém todas as adeias ⇒
L(G1) = L(G2) ⇒ L(G1) ⊆ L(G2);

◮
Temos uma redução de P para SUBGLC ;

◮
Portanto, SUBGLC e também SUBGLC são indeidíveis.
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Problemas relaionados om GLCs e LLCs

L(R) ⊆ L(G1)?

SUBR/GLC = {〈R,G1〉 |R é uma expressão regular,

G1 é uma GLC e L(R) ⊆ L(G1)}

◮
Idêntio ao aso anterior;

◮
Substituir G1 por R;

◮
Substituir G2 por G1.
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