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Introducdo

Questdes

» Existe um algoritmo que resolve um certo problema?

» Como demonstrar que existe — ou que n3o existe — tal algoritmo?
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Introducdo

DefinicGes

» Decidibilidade é o estudo dos problemas codificados como linguagens;

» Maquinas de Turing sdo usadas como representacdo formal da nocdo
de algoritmo;

» A prova da existéncia (ou ndo) de um algoritmo que resolve um certo
problema é equivalente a demonstracdo da existéncia (ou n3o) de uma
Maquina de Turing que resolve o0 mesmo problema.
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Introducdo

Problema de decisdo

Conceito

» Um problema é dito um “problema de decisdo” quando ele é

transformado num problema equivalente, cujas respostas sdo apenas
SIM ou NAO:;

» A colecdo das instancias de um problema de decisdo cujas respostas
sdo apenas afirmativas forma a linguagem que representa o referido
problema;

» Necessidade de se codificar as instancias do problema de forma
univoca.
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Introducdo

Problema de decisdo

Esséncia

» Determinar se a linguagem que representa um problema de decisdo é
recursiva.
» Em caso afirmativo, existe um algoritmo (melhor caso);
» Em caso negativo, investigar se a linguagem é recursivamente
enumeravel.

» Determinar se a linguagem que representa um problema de decisdo é
recursivamente enumeravel.

» Em caso afirmativo, é possivel determinar as instancias afirmativas do
problema, mas haverd sempre pelo menos uma entrada (cuja resposta é
negativa) que nunca produzira resposta;

» Em caso negativo, havera sempre pelo menos uma entrada (cuja
resposta € positiva) que nunca produzird resposta (pior caso);
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Introducdo

Problema de decisdo

Exemplo

» Problema P: determinar se um namero binario é par.

» Problema de decisdo equivalente P’: agrupar os niimeros binarios que
sdo pares (resposta afirmativa ao problema) e formar uma linguagem
L com eles.

» L = {0,10,100,110, 1000, 1010, 1100, 1110, ...}. Note que os
nameros impares (1,01, 11 etc) ndo pertencem a L;
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Introducdo

Problema de decisdo

Exemplo

» A resposta ao problema P — determinar se um namero binario é par
— é transformada na resposta a pergunta: “o namero binario
fornecido pertence a linguagem L?"

» Genericamente, pretende-se determinar se existe uma Maquina de
Turing M que sempre para e é capaz de decidir se uma cadeia
qualquer de zeros e uns pertence a linguagem L;

» Caso exista tal maquina, isso implica a existéncia de um algoritmo que
resolve P e diz-se que M “decide” P’. Caso contréario, ndo existe tal
algoritmo.
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Introducdo

Problema de decisdo

Exemplos

Suponha que ¢(X) representa uma codificacdo de X sobre um certo
alfabeto .
» Dadas duas gramaticas livres de contexto GG1 e G2, é possivel
determinar se L(G1) = L(G2)?
» Codificar G e G5 de forma adequada;
> Considerar a linguagem {c(G1)c(G2)|L(G1) = L(G2)}
» Determinar se essa linguagem é recursiva.
» Dadas uma Maquina de Turing M e uma entrada w, é possivel
determinar se M aceita w?
» Codificar M e w de forma adequada;
» Considerar a linguagem {c(M)c(w)|M aceita w}
» Determinar se essa linguagem é recursiva.
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Introducdo

Linguagens Recursivas e Dedicibilidade

» Um problema de decisdo é dito “decidivel” se a linguagem que
representa as instancias afirmativas do problema forma uma
linguagem recursiva. Caso contrario o problema é dito “ndo-decidivel”
(ou “indecidivel”).

» Como linguagens recursivas sdo reconhecidas por Maquinas de Turing
que sempre param, qualquer que seja a entrada, a existéncia de um
algoritmo que resolve um problema de decisdo implica a existéncia de
pelo menos uma Maquina de Turing que sempre para , qualquer que
seja a entrada fornecida (afirmativa ou negativa).
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Introducdo

Outras Classes de Linguagens

» Problemas de decisdo que formam linguagens recursivamente
enumeraveis e ndo-recursivas sdo aceitos apenas por Maquinas de
Turing que entram em loop para pelo menos uma instancia do
problema de decisdo cuja resposta é negativa;

» Problemas de decisdo que formam linguagens n3o-recursivamente
enumeraveis ndo sdo aceitos por nenhuma Maquina de Turing que pare
sempre que as instancias sdo afirmativas (ou seja, toda e qualquer
Maquina de Turing construida para este problema entra em loop com
pelo menos uma instancia do problema cuja resposta é afirmativa).
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Introducdo

DefinicGes

Solucionavel x N3o-solucionavel

> Problema solucionavel < Linguagem recursiva

> Problema ndo-soluciondvel < Linguagem n&o-recursiva

N&o-recursivamente enumeraveis
Recursivamente enumeraveis

Recursivas
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Introducdo

Definicdes

Parcialmente solucionavel x Totalmente insolavel

> Problema parcialmente solucionavel (ou computavel) < Linguagem
recursivamente enumeravel

» Problema totalmente insolavel (ou ndo-computavel) < Linguagem
n3o-recursivamente enumeravel

Nao-recursivamente enumeraveis

Recursivamente enumeraveis

Recursivas
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Introducdo

DefinicGes

Resumo

v

Todo problema é solucionavel ou ndo-solucionavel;

v

Todo problema solucionavel é parcialmente solucionavel;

v

Todo problema é parcialmente solucionavel ou totalmente insolavel,

v

Um problema n3o-solucionavel pode ser parcialmente solucionavel ou
totalmente insolavel;

v

Um problema parcialmente solucionavel pode ser solucionavel ou n3o.
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Introducdo

DefinicGes

Problema Solucionavel

» Problema solucionavel < Linguagem recursiva ;

» Existe pelo menos uma MT que aceita a linguagem e para com toda
entrada.
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Introducdo

DefinicGes

Problema N3o-Solucionavel

» Problema n&do-solucionavel < Linguagem ndo-recursiva ;
> Se existir uma MT que aceite a linguagem, ela necessariamente entra
em loop com alguma instincia negativa. Mas também pode ser que

ndo exista nenhuma MT que a aceite.

Decidibilidade 1 de julho de 2016 17 / 269

Marcus Ramos (UNIVASF)



Introducdo

DefinicGes

Problema Parcialmente Solucionavel

» Problema parcialmente soluciondvel < Linguagem

recursivamente enumeravel ;
» Existe pelo menos uma MT que aceita esta linguagem. Pode ser que
ela pare com todas as instancias negativas, ou n3o.
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Introducdo

DefinicGes

Problema Totalmente Insolavel

» Problema totalmente insolavel <
Linguagem n&o-recursivamente enumeravel ;

» N3o existe nenhuma MT que aceite esta linguagem.
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Introducdo

DefinicGes

Problema N3o-Solucionavel e Parcialmente Solucionavel

» Problema n3o-solucionavel e parcialmente solucionavel <

Linguagem recursivamente enumeravel e ndo-recursiva ;
» Existe pelo menos uma MT que aceita esta linguagem. Porém, todas
elas entram em loop com alguma instancia negativa.
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Introducdo

Conceitos

N3ao-recursivamente enumeraveis

_— )
Recursivamente enumeraveis

~~

Recursivas
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Problemas decidiveis

Motivacdo

Por que estudar decidibilidade?
» Ajuda a identificar problemas insolaveis;

» Evita desperdicio de tempo e esforco com a tentativa de resolucdo de
problemas insoliveis;

» Aponta para possibilidades de simplificacBes e/ou alteracdes do
problema original, a fim de que ele se torne soltvel;

» Amplia a sua compreens3o sobre a natureza, as possibilidades e os
limites da computac3o.
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Problemas decidiveis

Seqiiéncia

© Problemas decidiveis;
© Problemas indecidiveis;

© Técnicas para classificar problemas de natureza originalmente
desconhecida como sendo decidiveis ou indecidiveis.
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Problemas decidiveis

Problema A rp

Aceitacdo em autdmatos finitos deterministicos sem transicdes em vazio:

Aarp = {(B,w)|B & um AFD que aceita a cadeia w}

Teorema: A pp € uma linguagem decidivel.
Prova:

O Construir uma MT M que analisa (B);

@ Se (B) nido representa um AFD valido, M para e rejeita a entrada;
© Se (B) representa um AFD valido, M simula B com a entrada w;
© Se B para numa configuracio final, entdo M para e aceita;

© Se B para numa configuracdo ndo-final, entdo M para e rejeita.
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Problemas decidiveis

Problema Asrn

Aceitacdo em autébmatos finitos
nio-deterministicos com transicées em vazio:

Aarpn = {(B,w)|B é um AFN que aceita a cadeia w}

Teorema: Aspn € uma linguagem decidivel.
Prova:

© Construir uma MT M que analisa (B);
© Se (B) ndo representa um AFN valido, M para e rejeita a entrada;

© Se (B) representa um AFN valido, M converte o AFN B para um
AFD B’ equivalente;

©Q M simula B’ com a entrada w;
© Se B’ para numa configuragdo final, entdo M péra e aceita;

O Se B’ para numa configuracdo n3o-final, entdo M paéra e rejeita.
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Problemas decidiveis

Problema Aqrc

O algoritmo usado para demonstrar a decidibilidade de A rp ndo se
aplica. A existéncia de um ciclo formado por transicdes em vazio no
autémato finito pode fazer com que a simulac3o entre em loop infinito e,
portanto, ndo consiga produzir uma resposta.
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Problemas decidiveis

Problema AEXR

Geracdo de cadeia por expressio regular:
Apxr = {(R,w)|R & uma expressdo regular que gera a cadeia w}

Teorema: Agxpr € uma linguagem decidivel.
Prova:

© Construir uma MT M que analisa (R);
© Se (R) n3o representa uma expressdo regular valida, M para e rejeita;

© Se (R) representa uma expressdo regular valida, M converte R para
um AFN B que reconhece a mesma linguagem;

Q M converte o AFN B para um AFD B’ equivalente;
© M simula B’ com a entrada w;
O Se B’ para numa configuracdo final, entdo M péra e aceita;

@ Se B’ para numa configuragdo nio-final, entdo M paéra e rejeita.
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Problemas decidiveis

Problema V:f—’lFD

Vacuidade da linguagem reconhecida por autémato finito deterministico:
Varp = {(B)|B € um AFD e L(B) = 0}

Teorema: Vapp € uma linguagem decidivel.
Prova:
© Marcar o estado inicial de B;
© Repetir até que nenhum novo estado venha a ser marcado:

» Marque todos os estados de destino para os quais existam transicdes
partindo de um estado ja marcado;

© Se nenhum estado final estiver marcado, pare e aceite; caso contrario,
pare e rejeite.
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Problemas decidiveis

Problema EQ arp

Igualdade das linguagens reconhecidas por dois autématos finitos
deterministicos:

EQarp = {(A,B)|A, B sdo AFDs e L(A) = L(B)}
Teorema: EQarp é uma linguagem decidivel.

Prova:

Q Construir o AFD C' que reconhece a linguagem:
L(A)NL(B))U (L(A) N L(B))
Notar que L(A) = L(B) & L(C) =0;

@ Determinar se L(C) = 0;

© Em caso afirmativo, pare e aceite a entrada;

© Caso contrério, pare e rejeite a entrada.
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Problemas decidiveis

Problema Aqrc

Geragdo de cadeia por gramatica livre de contexto:
Acre = {{(G,w)|G & uma GLC que gera w}

Teorema: Agrc € uma linguagem decidivel.
Prova:

© Construir uma MT que obtém G’ na Forma Normal de Chomsky
(A — BCl|a) tal que L(G) = L(G");

© Considerar n = |w|;

© Se n > 0, entdo fazer todas as derivacdes com 2 x n — 1 passos;

© Se n =0, entdo fazer todas as derivacdes com 1 passo;

© Se alguma dessas derivacbes gera w, pare e aceite;

© Caso contrério, pare e rejeite.
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Problemas decidiveis

Problema Aqrc

>

>

A geracdo de uma cadeia de comprimento n numa GLC na Forma
Normal de Chomsky demanda, necessariamente, a aplicacdo de n — 1
regras do tipo A — BC' (para gerar uma forma sentencial com n
simbolos ndo-terminais) e também a aplicagdo de n regras do tipo

A — a para transformar a forma sentencial numa sentenca.

Portanto, a geracdo de uma cadeia de n simbolos requer a aplicacao
de 2 xn — 1 regras ou passos de derivacdo;

Existe um conjunto finito de seqiiéncias de derivacdo com qualquer
quantidade de passos;

Basta obter todas elas e verificar se alguma produz a cadeia informada
na entrada;

Em caso afirmativo, a cadeia pertence a linguagem;

Em caso negativo, ela ndo pertence.
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Problemas decidiveis

Problema Aqrc

Exemplo

Seja:
» S— AB
S—=c
A— AA
B — BB
A—a
B—b
Considere a cadeia abb:
> |abb| = 3;
» Deve-se pesquisar todas as seqiiéncias de derivacdo com até
2% 3 — 1 =5 passos;

vy VvV v v VY

» Para simplificar, serdo consideradas apenas derivacbes mais a
esquerda.
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Problemas decidiveis

Problema A

Exemplo

AAAAAB

AAAAB <
<
<

aaAB
B

aaAB
AAB

<

abBB

ﬂ<<-<
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Problemas decidiveis

Problema Aqrc

Construir uma MT que simula G diretamente pode ndo funcionar, pois
pode haver seqiiéncias infinitas de derivacdes em GG. Por exemplo, se G
possuir as regras unitarias X — Y e Y — X, é possivel que a seqiiéncia de
derivacdes torne-se infinita:

w=m>aXf=zaYB=aXf=aYS= ...
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Problemas decidiveis

Problema Varo

Vacuidade da linguagem gerada por uma gramatica livre de contexto:
Vare = {(G)|G & uma GLC e L(G) = 0}

Teorema: Vi € uma linguagem decidivel.
Prova:
© Marcar todos os simbolos terminais de G;

© Repetir até que nenhum novo simbolo n3o-terminal venha a ser
marcado:

» Marque todos os simbolos n3o-terminais X para os quais existam
regras X — Y1Y5...Y,, e cada Y; ja esteja marcado;

© Se a raiz da gramatica n3o estiver marcada, pare e aceite; caso
contrério, pare e rejeite.
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Problemas decidiveis

Problema Vgr e

Testar todas as cadeias w em G diretamente pode ndo funcionar, pois
pode haver uma quantidade infinita de cadeias a serem testadas.
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Problemas decidiveis

Problema EQarc

Igualdade das linguagens geradas por duas gramaticas livres de contexto:
EQcrc = {(G,H)|G, H sdo GLCs e L(G) = L(H)}
Teorema: EQaprp € uma linguagem indecidivel.
Prova:
» Serd vista mais adiante;

» A classe das linguagens livres de contexto n3o é fechada em relacdo a
operacido de complementac3o.
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Problemas decidiveis

Problema LLC

Determinar se uma cadeia pertence 3 uma determinada linguagem livre de
contexto L (anélise sintatica):

LLC = {{w)|w € L(G)}

Teorema: LLC & uma linguagem decidivel.
Prova:

» Seja G uma GLC tal que L = L(G);
» Determinar se (G,w) é aceita pela MT que decide Agrc;
» Em caso afirmativo, pare e aceite;

» Caso contrério, pare e rejeite.
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Problemas decidiveis

Problema LLC

Construir uma MT que simula diretamente um autémato de pilha P que
reconhece L pode n3o funcionar, pois podem haver seqiiéncias de
movimentacdes infinitas em P.
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Linguagem L,

Ordenacao de cadeias binéarias

Seja ¥ = {0,1}. Ent3o o conjunto ¥* & enumeravel.
» Basta considerar as cadeias w € X* em ordem crescente de
comprimento;
» Para cada comprimento, considerar as cadeias ordenadas
lexicograficamente;

» ¢,0,1,00,01,10, 11,000, 001, 010, ...
» A i-ésima cadeia serad denotada w;;

> w; =€, wy =0, w3 =1,wy =00, w5 =01, wg =10, w7y =11, ...
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Linguagem L,

Codificacdo de Maquinas de Turing

Convencdes

Seja M com alfabeto de entrada ¥ = {0,1}. Uma codificacdo de M sobre
o préprio alfabeto X é a seguinte:

> Q={aq1,q, - aq}
» Suponha que o estado inicial é ¢q;

» Suponha critério de aceitacdo “Entrada” (a maquina para quando
entra num estado final);

» Suponha que hd um anico estado final, e ele é ¢o;
> Y = {Xl,XQ, ...,XS};
» Suponha X; =0, X5 =1, X3 = B. Os demais simbolos s3o auxiliares;

» Suponha que D; representa movimento para a esquerda, Do para a
direita.
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Linguagem L,

Codificacdo de Maquinas de Turing

Convencdes

Considere 6(¢;, X;) = (qx, Xi, Dyn). Uma codificacdo para essa transicdo é:
010710%10'10™
onde:

> O representa o estado g;;

v

0’ representa o simbolo X ;

» 0F representa o estado gy;

» 0! representa o simbolo X;

» 0™ representa o movimento D,,.

Como i, j, k,l,m sdo maiores que zero, a cadeia 11 n3o é subcadeia de
0°10710F10'10™. 11 sera usada para separar transicdes.
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Linguagem L,

Codificacdo de Maquinas de Turing

Convencdes

Considere |0| = n. Uma codificagdo para 0 (e consequentemente para a
Maquina de Turing M) é:

C111C511...C111C,

onde C; representa a codificacdo da transicdo 7.

Como cada C; comeca e termina com pelo menos um simbolo 0, a cadeia
111 n3o é subcadeia de C111C511...C,_111C,,. 111 sera usada para
separar a MT de outros elementos, se for o caso.
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Linguagem L,

Codificacdo de Maquinas de Turing

Exemplo

Seja:
M = ({QL q2, q3}7 {07 ]-}7 {07 ]-7 B}7 57 q1, B7 {qZ})

com:

6(q1,1) = (g3,0,R) 0 1,00 10001 0 1_00
q1 1 q3 0 R

8(g3,0) = (q1,1,R) 0001010100100
5(gs,1) = (g2,0, R) 0001001001010
8(q3, B) = (g3,1,L) 0001000100010010

Portanto, a cadeia que representa M é:

010010001010011 000101010010011 0001001001010011 0001000100010010

4(q1,1)=(g3,0,R) 4(g3,0)=(q1,1,R) 0(g3,1)=(q2,0,R) 8(q3,B)=(gs,1,L)
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Linguagem L,

Cadeias binérias e Maquinas de Turing

Com a ressalva abaixo, é possivel considerar a i-ésima cadeia binaria w;
como sendo a representacdo de uma Maquina de Turing, denotada M;.

» Se w; ndo respeita as regras de formac3o enunciadas anteriormente,
entdo considerar M; como a Maquina de Turing formada por um Gnico
estado (ndo-final), sem transicBes, e que para para qualquer entrada;
portanto, L(M;) = {};

» Caso contrario, w; denota a Maquina de Turing M; codificada
conforme as regras expostas.
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Linguagem L,

Método diagonal de Cantor

» Publicado em 1891;

» Mostra como obter um conjunto diferente de todos os conjuntos de
uma dada colecdo de conjuntos, seja ela finita ou infinita;

» Cada um dos conjuntos dessa colec3o, por sua vez, pode conter um
nimero finito ou infinito de elementos;

» O nimero de elementos usados para caracterizar tais conjuntos
também pode ser finito ou infinito;

» Bastante usado até os dias de hoje.
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Linguagem L,

Método diagonal de Cantor

Caracteristicas:

>

>

Matriz com linhas e colunas;

Cada coluna representa um certo elemento (podem existir infinitas
colunas);

Cada linha representa um conjunto criado com esses elementos (se a
quantidade de colunas for infinita, podem existir infinitos conjuntos);
O cruzamento de uma linha com uma coluna é marcado para indicar
se aquele elemento pertence (1) ou ndo pertence (0) ao respectivo
conjunto;

Considere a diagonal e troque 0s por 1s e vice-versa;

O conjunto assim obtido é diferente de todos os conjuntos
representados na matriz.
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Linguagem L,

Método diagonal de Cantor

Exemplo

» Suponha que os elementos sdo nimeros naturais;

» Cada coluna representa um namero natural;

» Cada linha representa um subconjunto dos niimeros naturais.
» Quaisquer que sejam os conjuntos considerados nas linhas, a

complementacdo da diagonal principal produz um novo subconjunto
desses mesmos elementos que difere de todos os considerados nas
linhas da matriz.
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Linguagem L,

Método diagonal de Cantor

Exemplo

Marcus Ramos (UNIVASF) Decidibilidade 1 de julho de 2016 49 / 269



Linguagem L,

Método diagonal de Cantor

Exemplo

Na figura anterior, temos:

>

>

>

>

S =1{0,1,2,4,..};

So=4{0,1,4,...};
S3 ={0,3,...}

Sy ={1,2,3,...};
Ss ={2,..}
Diagonal: 11010...;

Diagonal complementada: 00101..;
Conjunto obtido: X = {2,4,...};
X # S;,i > 0.
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Linguagem L,

Método diagonal de Cantor

Aplicactes

Serve, por exemplo, para demonstrar que |N| < |21]:

>

>

>

v

v

Suponha que |N| = |2V];
Ent3o, existe uma bijecdo entre N e 2;
As colunas representam os nimeros naturais;

Cada linha representa um subconjunto dos nimeros naturais dessa
bijecdo; suponha que eles sejam rotulados por nimeros naturais, a
partir de zero;

Sempre é posswel obter um novo subconjunto que n3o foi considerado
pela bijecdo

A hipétese é falsa e n3o existe tal bijecdo;
INJ < [2].
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Linguagem L,

Método diagonal de Cantor

Aplicactes

Bijecdo hipotética representada pela matriz:

Basta considerar o subconjunto {i € N|p;; = 0, para todo i > 0}.
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Linguagem L,

Linguagem Ly

Lq={w; € {0,1}"|w; ¢ L(M;)}

» Contém as cadeias que, quando consideradas como codificacdes de
Maquinas de Turing, sdo tais que elas ndo sdo aceitas pelas
respectivas Maquinas de Turing que elas representam;

» Linguagem da “diagonalizacdo”.
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Linguagem L,

Diagonalizacdo e a linguagem L,

Para cada par linha/coluna (7, j), a tabela indica se M; aceita wj:

1 indica aceitacdo, 0 indica rejeicdo ou loop (os valores apresentados sdo
hipotéticos).
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Linguagem L,

Diagonalizacdo e a linguagem L,

» Vetor caracteristico: 0,1,1,1,...;

» Complemento do vetor caracteristico: 1,0,0,0,...;
» wy € Ly, wy ¢ Lg, ws ¢ Ly, wy ¢ Ly etc;

» Portanto, Ly = {wy,...};

> Lq = {wi|w; ¢ L(M;)};
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Linguagem L,

Diagonalizacdo e a linguagem L,

» L4 ndo é aceita por nenhuma Maquina de Turing, pois o vetor
caracteristico dela difere em pelo menos uma posicio do vetor
caracteristico de todas as linguagens aceitas por todas as Maquinas de
Turing que existem;

» Em outras palavras, existe pelo menos uma cadeia que difere Ly de
L(M;), Vi > 1;

» L4 ndo & uma linguagem recursivamente enumeravel;

» N3o existe nenhuma Maquina de Turing que aceite L.
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Linguagem L,

Teorema 1

Lg n3o é recursivamente enumeravel

Teorema:
A linguagem L4 n3o é recursivamente enumeravel.
Prova:

» Suponha que L, seja recursivamente enumeravel. Entdo deve existir
uma Maquina de Turing M que aceita Ly. Logo, M = M; para algum
valor de i. Considere, portanto, que M; aceita Ly e considere a cadeia
Wy

» Se w; € Ly, entdo M; aceita w;. Mas, por definicio, se M; aceita w;
entdo w; ndo pode pertencer a Ly;

» Se w; ¢ Lg, entdo M, ndo aceita w;. Mas, por definicdo, se M; ndo
aceita w; entdo w; deve pertencer a L.

» Qualquer que seja o caso, had uma contradicio;

» Logo, a hipétese é falsa e ndo existe M; que aceite Lg.
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Complemento de linguagens

Teorema 2

Se L é recursiva, entdo L também é recursiva

Teorema:

Se L é recursiva, entdo L também é recursiva.

Prova:

Seja L = L(M), onde M é uma Maquina de Turing que sempre para. O
seguinte método mostra como obter M’ a partir de M de tal forma que
L(M'") = L(M). Inicialmente, M' = M.

© Os estados finais de M tornam-se n3o-finais em M/’;

@ As transicBes que partiam dos estados finais de M (agora n3o finais
em M') sdo removidas em M’ (critério ‘entrada” apenas);

© M’ tem um novo e Gnico estado final, ndo existente em M, denotado
T

© Para cada combinacdo de estado n3o-final de M e simbolo de entrada

n3o aceito nesse estado, adicionar, em M’, uma transicio do mesmo

estado com esse simbolo para 7.
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Complemento de linguagens

Teorema 2

Se L é recursiva, entdo L também é recursiva

>

(1) e (2) garantem que todas as cadeias aceitas por M s&o rejeitadas
por M’;
(3) e (4) garantem que todas as cadeias rejeitadas por M s3o aceitas
por M’;

Como M sempre para, entdo M’ sempre para também;

v

v

v

Portanto, M’ aceita L e L é recursiva.
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Complemento de linguagens

Teorema 2

Exemplo

A Maquina de Turing M abaixo aceita a linguagem aa(alb|c)* (cadeias que
possuem aa como prefixo):
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Complemento de linguagens

Teorema 2

Exemplo

A Maquina de Turing M’ abaixo aceita a linguagem (a|b|c)* — aa(alb|c)*
(cadeias que ndo possuem aa como prefixo):
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Complemento de linguagens

Teorema 3

L e L s3o recursivamente enumeraveis se e somente se L & recursiva

Teorema:

L e L s3o recursivamente enumeraveis se e somente se L é recursiva.
Prova:

(<) Se L é recursiva, entdo, pelo Teorema 1, L também & recursiva.
Como, pela defini¢do, toda linguagem recursiva é também recursivamente
enumeravel, isso prova que L e L s3o recursivamente enumeraveis.

(=) Sejam M; e M, as Maquinas de Turing que aceitam,
respectivamente, L e L. Os métodos apresentados a seguir mostram como
obter M a partir de M7 e M de tal forma que L(M) = L e M sempre
para. Ou seja, eles provam que L é recursiva.
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Complemento de linguagens

Teorema 3
Método

Idéia geral: Simular M7 e M de forma intercalada, até que uma das duas
pare e aceite a entrada:

© Executar, alternadamente, movimentos em M7 e Ms;

© Como toda cadeia w pertence a L(M;) ou L(Ms), é fato que M ou
My aceita w;

© Se M aceita, entdo M péara e aceita;

© Se M, aceita, entdo M para e rejeita;

©Q Assim, L(M) = L, M sempre para, e portanto L é recursiva.
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Complemento de linguagens

Teorema 3
Método

Descricdo: Construir M com duas fitas para simular, de forma intercalada,
a operacdo de Mj na primeira fita e de M> na segunda fita:
© Ambas as fitas sdo inicializadas com a cadeia de entrada w a ser
analisada;
© Os estados de M sdo construidos para representar pares de estados de
M; e My, e também a maquina (1 ou 2) que ird se movimentar em
seguida;
© Em cada estado de M, s3o considerados alternadamente os simbolos
presentes na primeira e na segunda fita;
@ Todos os estados de M que representam algum estado final de M,
sdo finais; os demais estados de M sdo todos n3o-finais;

© Se M, (Ma) parar sem aceitar, continuar com Moy (Mj).
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Complemento de linguagens

Teorema 3
Método

Detalhamento:

1.

© N o ok wN

M copia a entrada w da fita 1 para a fita 2;

M seleciona Mji;

M tentar executar um movimento de Mj;

Se M; n3o tem movimento possivel, M seleciona M5 e va para 6;
Sendo, M simula o movimento de M7 na fita 1 e seleciona Ms;
M tentar executar um movimento de Ms;

Se M5 n3o tem movimento possivel, va para 2;

Sendo, M simula o movimento de M5 na fita 2 e va para 2.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Método

Algoritmo:
Entrada:

» MT M; = (Q1,%,1'1, 81,901, B, F1) deterministica que aceita L e
tem “entrada” como critério de aceitacdo;

» MT My = (Q2,%,T'2, 2, qo2, B, ) deterministica que aceita L e
tem “entrada” como critério de aceitac3o;
Saida:
» MT M = (Q,%,T,0,q0, B, F) que aceita L e sempre para;

» M possui duas fitas, é deterministica e tem “entrada” como critério de
aceitac3do.
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Complemento de linguagens

Teorema 3
Método

Método:
» I'=T1UTly
> Q=Q1xQ2x{1,2}
> g0 = (qo1, 902, 1)
» F={(q1,q2, f) € Q1 x Q2 x {1,2}|q1 € F1}
> G ={(q1,q92, f) € Q1 x Q2 x {1,2}|q2 € I}
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Complemento de linguagens

Teorema 3
Método

» Vg€ (Q — (FUGQG)),Vz €T, suponha ¢ = (q1,q2, f) e faca:
» Se f =1 entdo:
0 Vél(qhx) = (Q3,y,D), fag:a:

6(((]17 q2, 1),!E,6) = (((]37(127 2)7 (yv D)v (67 S))
Q V91(q1, ) ndo definida, faca:

5((Q17 q2, 1),1‘,6) = ((Q17Q27 2)7 (Z‘, S)v (67 S))
» Se f = 2 entdo:
Q Via(q2, %) = (g3,9, D), faca:

6(((]17 q2, 2),6,$) = (((]17(137 1)7 (67 S)(y7D))
Q Vi2(g2, z) ndo definida, faca:

3((q1, 92, 2), €, 7) = ((q1, 92, 1), (€, 5)(z, 5))
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Suponha M; tal que:

» M, é deterministica;

» Li1(My) = ACEITA(My) = aaa(alb)*
REJEITA(M,) = alaalab(alb)*
LOOP(My) = (aablb)(a|b)*
ACEITA(M,)UREJEITA(M;) U LOOP(My)
ACEITA(My) N REJEITA(My) N LOOP (M)

v

v

v

{a,b}"
0

v
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Suponha M, tal que:
» M5 é deterministica;
» Lo(My) = L(My) = ACEIT A(Ms) = €|alaal(blablaab)(alb)*
REJEITA(M;) = aaalaaab(a|b)*
LOOP(M3) = aaaa(alb)*
ACEITA(M,) U REJEIT A(Ms) U LOOP(My)
ACEITA(M,) N REJEIT A(Ms) N LOOP(My)

v

v

v

{a,b}"
0

v
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Ooc o
> X X
23D

q24
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

M,
A R L
A X EEELD aaaa
aaa
Ml
R abaa “ “
aa
L aabb X X
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

aaab aaa

M; M, M, M,

A R A R
(¢,9,9,@aab) (€,9,0,aaab) (€,9,0,22a) (€,950,233)
(a,0,1,aab) (a,0,,,aab) (a,047,23) (a,0,1,33)
(aa,q,,,ab) (aa,q,,,ab) (aa,q,,,aba) (aa,q,,,a)
(aaa,qy3,b) (aaa,q,3,b) (aaa,qy3,€) (aaa,q,3,€)

v (aaab,q,,€) v X

X
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

abaa aa
M, M, M, M,

R A R A
(¢,9,0,abaa) (€,9,9,abaa) (€,9,9,23) (€,0,0,2a)
(a,q4y,baa) (a,q,,,baa) (a,045,0) (a,0,,2)

X (ab,q,3,aa) (aa,q,,,€) (aa,05,,€)

v x (aaX,q,s,€)

v
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

aaaa aabb

M, M, M, M,

A L L A
(€,9,0,222a) (€,950,2aa3) (€,9,0,2abb) (€,9,0,aabb)
(a,044,22a) (a,951,33a) (a,q,,,abb) (a,0,,,abb)
(aa,q,,,2a) (aa,q,,,2a) (aa,q,,,bb) (aa,q,,,bb)
(aaa,gy3,a) (aaa,q,3,a) (aab,q,4,b) (aab,q,s,b)

v (aaaaa,q,,,€) (aabX,q,4,€) v

(aaaaaX,q,,,€) (aabXX,q44,€)
(a@aaaaXX,q,4,€)  (aabXXX,q.4,€)
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Composicio de My e Mo:
» Q1 ={q0,q911, 012,013, Q14 };
> Q2 = {q20, q21, 922, 923, G24, 925, 426 };

> |Q =5%T7%2="170;

> |F| =1(qi3) * 7% 2 = 14;

» |G| =5%1(qe5) *x2 = 10;

» Estado inicial g0 = (q10, q20, 1);

v

Proximo passo: definir as transicdes de 70 — 14 — 10 = 46 estados.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Composicdo de My e Mo:
» Estado inicial g9 = (qlo,QQo, 1);
» Como f =1 ent3o:
> 6(((]107 420, 1)7 a, 6) = ((Q117 4d20, 2)7 ((L, R)v (67 S))
pois 61(q10,a) = (q11,a, R);
> 6((q10, 920, 1), 0, €) = ((q14, G20, 2), (b, R), (¢, 5))
pOiS 61 (q107 b) = (q147 bv R)'
> 6(((]107 420, 1)7 D7 6) = ((q107 420, 2)7 (D7 S)v (67 S))
pois 91 (q10, ) ndo é definida;
> 6((q105 G20, 1), X, €) = ((q10, 920,2), (X, ), (¢, 5))
pois d1(q10, X) ndo é definida.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Exemplo

Composicio de My e Mo:
» Estado (q11, 420, 2);
» Como f = 2 entdo:

> 5((Q11,QQO,2) ) ( q11, 421, )7(675)7(0’5R))
pois 02(qz20, @) = (g1, a, R);

> 5(((]117%07 ) €, ) ((q117q257 )7(673)7(b7R))
pois 02(q20,b) = (qas5,b, R);

> 5((‘]117(]207 )7 7|:|) ((Q117qQ571)7(678)7(X7R))
pois 02(g20, ) = (g5, X, R);

> 6(((]117 q20, 2)7 €, X) = ((qllv 420, ]-)7 (67 S)v (Xv S))
pois d2(ga0, X ) ndo é definida.

As transicdes dos demais estados sdo obtidas de forma similar.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Método 27

Construir M com uma unica fita, a partir da composicio
ndo-deterministica de M; e de Mo:

Aceita

Aceita
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Complemento de linguagens

Teorema 3
Método 27

Suponha w ¢ L tal que w € LOOP(M;) e w € ACEITA(Ms). Nesse
caso, w possui duas seqiiéncias distintas de movimentacdo em M:

» Na primeira, w faz M entrar em loop infinito;

v

Na segunda, w é rejeitada por M (pois ela é aceita por Ms);

v

Logo, w € LOOP(M) e M n3o para com qualquer entrada;

» M n3o constitui prova de que L seja recursiva;

v

Método 2 n3o funcional

v

Para ilustrar, considere a cadeia aab no exemplo anterior.
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Complemento de linguagens

Teorema 3

Conclusdes

>

Toda cadeia w esta em L ou L;

v

Portanto, pelo menos uma das duas maquinas M7 e My sempre para
com w (M aceitando ou My aceitando);

v

Como M péra sempre quando M7 ou My aceitam, entdo M sempre
para;

» M aceita todas as cadeias de L;

» M rejeita todas as cadeias de L.

» L é recursiva.
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Complemento de linguagens

L x L

Possibilidades

Considere que as linhas representam L e as colunas representam L. As

seguintes combinacdes, e apenas essas, sdo possiveis:

Recursiva | RE ndo-recursiva | Nao-RE
Recursiva v - -
RE n3o-recursiva - - v
N3o-RE - v v

» O Teorema 2 exclui as possibilidades Recursiva/RE ndo-recursiva,
Recursiva/Ndo-RE, RE ndo-recursiva/Recursiva e Ndo-RE/Recursiva;

» O Teorema 3 exclui a possibilidade RE ndo-recursiva/RE ndo-recursiva.
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Complemento de linguagens

Problemas e seus complementos:
» O complemento de um problema soluciondvel é sempre um problema
solucionavel;
» N3&o ha loop com nenhuma cadeia de X*;
» O complemento de um problema estritamente parcialmente
solucionavel é totalmente insoldvel:
» Como existe pelo menos uma cadeia w € ¥* — L que provoca loop, em
L' =Y* — L ela ndo sera aceita;
» O complemento de um problema totalmente insolivel pode ser
estritamente parcialmente soluciondvel ou totalmente insoldvel:
» Como existe pelo menos uma cadeia w € L que provoca loop, em
L' = ¥* — L ela provoca loop também;
» Se existe uma cadeia w € ¥* — L que provoca loop, em L' =X* — L
ela provoca loop também;
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Complemento de linguagens

ndo RE
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Complemento de linguagens

L x L

Exemplo

Considere a linguagem Ly:
» Conforme o Teorema 1, L, é n3o-RE;
» Conseqiientemente, L_d deve ser RE n3o-recursiva ou n3o-RE;

» Certamente L, n3o é recursiva;

> Lg = {wilw; ¢ L(M;)};
> Ly = {wilw; € L(M,;)};
» Conforme sera provado mais adiante, L; é RE n3o-recursiva.
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Maquina de Turing Universal

Conceito

» Maquinas de Turing incorporam os programas que elas executam na
sua definic3o;

» Como transformar uma Maquina de Turing em dados para outra
Maquina de Turing processar?

» Resposta: Maquina de Turing Universal (U);
> Aceita como entrada a descricdo de uma outra Maquina de Turing e a
entrada que essa outra maquina deve processar;

» Simula a maquina descrita e produz como resultado o mesmo
resultado que a maquina simulada produziria;

E universal pois é capaz de executar qualquer algoritmo.

v
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Maquina de Turing Universal

Convencdes

U possui quatro fitas:

» A primeira fita contém a descricdo da maquina a ser simulada ((M)) e
a sua correspondente entrada (w);

» A segunda fita é usada para simular a fita da maquina a ser simulada
(M); simbolos X;,i > 1, sdo denotados 0° e s3o separados na fita
pelo simbolo 1; 0 representa 0, 00 representa 1 e 000 representa B;

» A terceira fita é usada para representar o estado de M; estados
¢, 1 > 1, sdo denotados 0

» A quarta fita é usada para rascunho.
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Maquina de Turing Universal

Convencdes

Suponha (M) = C111C511...11C,,—111C), e w = 01011...
Ent3o:

C,11C,11... 11C, ,11C,11101011 ...

Fita 1

<M>w T
Fitaz0100101001001
<w> T

Fita 0

i T

Fita 4

aux T
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Maquina de Turing

Inicializacdo

1) U verifica se (M) corresponde a descricdo de uma Maquina de Turing
valida; em caso negativo, U para e rejeita a entrada (descri¢des
invalidas representam maquinas que aceitam a linguagem vazia,
portanto toda entrada deve ser rejeitada);

2) U copia a cadeia w da primeira para a segunda fita, codificando os
seus simbolos da maneira apropriada (seqiiéncias de 0 separadas pelo
simbolo 1);

3) U posiciona a cabeca de leitura no primeiro simbolo da segunda fita;

4) Como, por conven¢do, o estado inicial de M é ¢1, U grava o simbolo
0' = 0 na terceira fita.
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Maquina de Turing Universal

Operacao

5) Se o simbolo gravado na posicdo corrente da segunda fita & 0/
(simbolo corrente de M) e a cadeia contida na terceira fita & 0°
(estado corrente de M), entdo U procura, na primeira fita, pela cadeia
0°10710¥10'10™, a qual representa a transicio que seria executada por
M nessa configuracdo (lembre-se que M é deterministico);

6) Caso ndo exista tal transicdo, entdo M para e portanto U deve parar
também;

7) Caso exista tal transicdo, entdo U:

>

>

| 4

Modifica o simbolo corrente de M na segunda fita (de 07 para 0')
Modifica o estado corrente de M na terceira fita (de 0% para 0F);
Desloca a cabeca de leitura na segunda fita para o préximo simbolo da
esquerda (se m = 1) ou da direita (se m = 2); lembre-se que os
simbolos s3o cadeias de 0 separadas por 1;

Se o novo estado for 00 (que representa g2, o estado final de M),
entdo U para e aceita a entrada.
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Maquina de Turing

Conclusao

v

U simula M com a entrada w;

v

U péra e aceita (M)w < M para e aceita w;

v

U para e rejeita (M)w < M para e rejeita w;

v

U entra em loop infinito com (M)w < M entra em loop infinito com
w;
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Linguagem L.,

Conceito

Suponha que (M) representa uma codificacdo de uma MT M sobre o

alfabeto {0,1}. Suponha que w & uma cadeia sobre esse mesmo alfabeto.
A “linguagem universal”:

L, = {{M)w|M & uma MT que aceita w}
é aceita por U.

» O problema de determinar se uma Maquina de Turing M aceita a
cadeia w pode ser traduzido...

» Pelo problema de determinar se (M)w € L,...
» Ou seja, determinar se (M)w € L(U);

» L, = L(U) é recursiva, RE ndo-recursiva ou ndo-RE?
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Linguagem L.,

Teorema 4

L., & RE n3o-recursiva

L, éRE:
» U é uma Maquina de Turing que aceita L,,.
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Linguagem L.,

Teorema 4

L., € RE n3o-recursiva

L, n3o é recursiva (Hopcroft):

» Suponha que L, seja recursiva;

» Ent3o, L, também é recursiva;

» Considere que M é tal que L(M) = Ly;

» Seja M’ tal que, com a entrada w:
» M’ transforma w em wlllw;
» M’ executa M com a entrada wlllw;
» Considere w = w; = (M;);
» M aceita w;111w; se e somente se w; ¢ L(M;), ou seja, se w; € Ly;

caso contrario M rejeita w;111w;;

» Suponha que M’ aceita quando M aceita e rejeita quando M rejeita;
» Logo, M’ decide Ly;
» Como L4 é n30-RE, a hipétese é falsa e L,, ndo pode ser recursiva.
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Linguagem L.,

Teorema 4

L., & RE n3o-recursiva

M’ “aceita” Ly

M “aceita” L,

wlllw, -1
-1 R R
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Linguagem L.,

Teorema 4

L., € RE n3o-recursiva

L, n3o é recursiva (Sipser):
» Suponha que L, seja recursiva e que H({M)w) decida Ly;

» Considere a maquina D:

» D aceita como entrada (M);
» D executa H com a entrada (M) (M);
» D aceita se H rejeita e rejeita se H aceita.

v

Considere que D receba como entrada (D);
Se D aceita (D) (execugdo de H) entdo D rejeita (D);
Se D rejeita (D) (execucdo de H) entdo D aceita (D);

Em qualquer caso, uma contradicio; logo, a hipétese é falsa e L, ndo

v

v

v

€ recursiva.
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Linguagem L.,

Teorema 4

L., & RE n3o-recursiva

H “aceita” L,

<D> <D><D> —
A i —— R A
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Linguagem L.,

Teorema 4

Diagonalizacdo

Para cada par linha/coluna (i, ), a tabela indica se M; aceita wj:
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Linguagem L.,

Teorema 4

Diagonalizacdo

Para cada par linha/coluna (4, 7), a tabela indica o resultado produzido por
H:
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Linguagem L.,

Teorema 4

Diagonalizacdo

Se existisse a Maquina de Turing D, a contradicdo aconteceria na posicdo
(D), D):

1 2 3] 4 D
1 v X x v v
2 v v v v v
3 X X X X X
4 v v X % v

<D>| x X v v
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Linguagem L.,

Teorema 4

Conclusido

Se houvesse solucido para o problema de determinar se uma Maquina de
Turing ndo aceita uma cadeia qualquer (L,,), haveria solucdo para o
problema, mais simples, de determinar se uma Maquina de Turing n3o
aceita uma cadeia especifica (Lg).
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Linguagem L.,

Linguagens e complementos

Resumo até este ponto

> Lq = {w|w; ¢ L(M;)} é ndo-RE;

» Lg = {wilw; € L(M;)} é RE no-recursiva;

» L, = {(M)w|M & uma MT que aceita w} é RE n3o-recursiva;
» L, = {(M)w|M & uma MT que n3o aceita w} & n3o-RE.

Marcus Ramos (UNIVASF) Decidibilidade 1 de julho de 2016 103 / 269



Redutibilidade

Conceito

» Técnica para determinar a decidibilidade de um problema a partir de
outro cuja natureza é conhecida;

» Uma reducdo é uma maneira de converter um problema em outro de
tal forma que uma solugdo para o segundo problema possa ser usada
para resolver o primeiro problema;
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Redutibilidade

Exemplos

Uma solucdo para P, é uma solucdo para P:

» P;: orientar-se numa nova cidade;
P5: obter um mapa;

» P: viajar de S50 Paulo para New York;
P, comprar uma passagem de avido;

» Pj: comprar uma passagem de avi3o;
P5: dispor do dinheiro necessario;

» P;: dispor do dinheiro necessario;
P»: conseguir um trabalho.
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Redutibilidade

Exemplos

Uma solucdo para P, é uma solucdo para P;:

» P;: medir a area de um retangulo;
P> medir o seu comprimento e largura;

» P;: resolver um sistema de equacdes lineares;
Py inverter uma matriz;

» Pp: provar que uma linguagem L n3o é regular;
Py: encontrar w = zyz € L tal que |w| > n, |y| > 1 e, para algum
i>0, xy'z ¢ L;

» P;: construir um analisador sintatico deterministico para uma
linguagem L;
P,: obter uma gramatica LR(k) que gera L.
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Redutibilidade

Conceito

Se existe uma reducdo de P; para P, entdo diz-se que:
» P “ndo é mais dificil do que” Py;

» P, “é no minimo t3o dificil quanto” P;.
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Redutibilidade

Definicdo

» Uma reducido de P, para P, é uma funcdo f que mapeia sentencas de
Py para sentencas de Ps:

we P& f(w) e P

» Uma reducdo também pode ser vista como uma MT (algoritmo) que
mapeia sentencas de P, em sentencas de P;;

» A funcdo de mapeamento n3o necessita ser sobrejetora.
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Redutibilidade

Reducdo de P, para P,

Pl P2
SIM
SIM
NAO
NAO
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Redutibilidade

Reducdo de P, para P,
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Redutibilidade

Reducdo de P, para P,

| weP;
w¢g P,
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Redutibilidade

Teorema 5

Enunciados

Se f é uma reducdo de P, para P», entdo:
© Se P, é indecidivel, entdo P, também é indecidivel;
© Se P; é ndo-RE, entdo P, também é n3o-RE.

Marcus Ramos (UNIVASF) Decidibilidade 1 de julho de 2016 112 / 269



Redutibilidade

Teorema 5
P indecidivel = P indecidivel

Suponha que P; seja decidivel. Entdo é possivel combinar o algoritmo que
decide P, com a reducdo f para obter um algoritmo que decide P;.

>

>

>

Seja w € ¥ (X é o alfabeto de P;);

Obter f(w);

Como P, é decidivel, por hipétese, é possivel determinar se f(w) € Ps;
Em caso afirmativo, e como f & uma reducdo, é certo que w € P;
Em caso negativo, e como f é uma reducdo, é certo que w ¢ P;

Em qualquer caso é possivel determinar se w € Py;

Logo, P, seria decidivel;

Mas isso contraria a hipétese, portanto P, n3o pode ser decidivel.
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Redutibilidade

Teorema 5
P, n3o-RE = P» n3o-RE

Suponha que P, seja RE. Ent3o é possivel combinar a MT My que aceita
P, com a reducdo f para obter uma MT M que aceita P;.

> Seja w € XF;
» Obter f(w);

» Executar M5 com a entrada f(w);

» Se M, aceita f(w), entdo w € Pi;

» Se M ndo aceita f(w) (M2 para e rejeita ou entra em loop), entdo
w ¢ Pri;

» Logo, é possivel construir M7 que aceita Pi;

» Mas isso contraria a hipdtese, portanto P> n3o pode ser RE.
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Redutibilidade

Teorema 5

Enunciados com corolarios

Se f é uma reducdo de P, para P», entdo:
© Se P; é indecidivel, entdo P, também é indecidivel;
Se P, é decidivel, entdo P; também é decidivel;

© Se P é ndo-RE, entdo P, também é n3o-RE;
Se P, é RE, entdo P; também é RE.

[0

[0

Marcus Ramos (UNIVASF) Decidibilidade 1 de julho de 2016 115 / 269



Redutibilidade

Teorema 5
Estratégias

Aplicagdo do teorema (parte 1):

» Para demonstrar que um problema P, de natureza desconhecida é
indecidivel:
» Obter uma reducdo de um problema P;, reconhecidamente indecidivel,
para Ps;
» Para demonstrar que um problema P; de natureza desconhecida é
decidivel:

» Obter uma reducdo de P; para um problema P;, reconhecidamente
decidivel;
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Redutibilidade

Teorema 5
Estratégias

Redugdo

Indecidivel
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Redutibilidade

Teorema 5
Estratégias

E o contrario? Haveria interesse em reduzir um problema P; de natureza
desconhecida para um problema P, reconhecidamente indecidivel?

» Qual o interesse em fazer isso?

» Como P, é indecidivel, tal fato ndo permite obter nenhuma conclus3o
em relacdo a Pp;

» N3o adianta para nada, portanto.
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Redutibilidade

Teorema 5
Estratégias

Redugdo

Decidivel
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Redutibilidade

Teorema 5
Estratégias

E o contrario? Haveria interesse em reduzir um problema P;
reconhecidamente decidivel para um problema P, de natureza
desconhecida?

» S6 seria Gtil se fosse possivel obter f~1 (a funcdo de reducio inversa);

» Nesse caso, dada uma instancia w € P, seria possivel combinar a
aplicacdo de f~! com a decisio de P, para determinar se w € P;

» Vale lembrar que f n3o é necessariamente injetora e nem,
principalmente, sobrejetora, o que dificulta a obtencdo de f~! com as
caracteristicas necessarias;

» Mas essa estratégia recai exatamente no caso direto;

» N3o adianta nada, portanto.
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Redutibilidade

Teorema 5
Estratégias

Aplicacdo do teorema (parte 2):

» Para demonstrar que um problema P, de natureza desconhecida é
ndo-RE:
» Obter uma reducio de um problema P;, reconhecidamente n3o-RE,
para Ps;
» Para demonstrar que um problema P; de natureza desconhecida é RE:
» Obter uma reducdo de P; para um problema P, reconhecidamente RE;
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Redutibilidade

Teorema 5
Estratégias

Reduc¢do

ndo-RE
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Redutibilidade

Teorema 5
Estratégias

Redug¢do

RE
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Redutibilidade

Reducdes com L, e Ly

o
12
o

L, é indecidivel (RE ndo-recursivo);
Ly é n3o-RE;
L, pode ser usada para demonstrar que um problema P qualquer (RE
ou n3o-RE) é indecidivel:
» Basta obter uma reducdo de L, para P;
L, pode ser usada para demonstrar que um problema P é n3o-RE:
» Basta obter uma reducio de L4 para P;

L, ndo pode ser usada para demonstrar a indecidibilidade de um
problema que é RE porém é n3o-recursivo (pois Ly é ndo-RE e sé
reduz para P ndo-RE); para esses casos deve-se usar Ly;

L, n3o pode ser usada para demonstrar que um problema é ndo-RE
(pois L, é RE n3o-recursivo e sé reduz para P ndo-recursivo, sem
discriminar se P é RE ou n3o-RE); para esses casos deve-se usar L.
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Problema da parada

Conceito

Suponha que (M) representa uma codificacdo de M sobre o alfabeto
{0,1}. Suponha que w é uma cadeia sobre esse mesmo alfabeto.
A “linguagem da parada” é definida como:

PARApyT = {(M,w)|M para com a entrada w}

» Corresponde ao problema fundamental de determinar se um programa
qualquer para com uma entrada qualquer;

» PARAT é decidivel ou indecidivel?
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Problema da parada

Teorema 6

PARAMT € indecidivel através de reducdo

Funcdo f que reduz L, para PARAp:
L, = {(M,w)|M aceita a entrada w}
PARApyT = {(M',w)|M' para com a entrada w}

A reducdo f é computada pela seguinte MT:

> A partir da entrada (M, w), construir M’ de tal forma que M’ simula
M com a entrada w;

» Se M aceita w, entdo M’ aceita w;

» Se M rejeita w, entdo M’ entra em loop (e, naturalmente, se M entra
em loop, entdo M’ também entra em loop);

(M,w) € L, & (M',w) € PARAyT;
Como L, é indecidivel, PARA ;7 também é indecidivel.

v

v

v

v

v
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Problema da parada

Teorema 6

PARAMT € indecidivel através de reducdo

Obtencdo de (M’ , w) a partir de (M, w):
» M’ simula M com a entrada w;

» Se M aceita w, (M,w) € L, e M’ deve aceitar w, pois dessa forma
(M',w)y € PARANT;

» Se M rejeita w, (M, w) ¢ L, e M’ deve entrar em loop infinito, pois
dessa forma (M',w) ¢ PARAyT;
» Se M entra em loop infinito com w, (M, w) ¢ L, e M’ entra

automaticamente em loop infinito também. Portanto,
(M',w) ¢ PARANT;

Logo, (M,w) € L, < (M',w) € PARAy
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Problema da parada

Teorema 6

PARAMT € indecidivel através de reducdo

L, PARA ¢
,
<Myw> e o <M/, w >
,
<M,,w,> e e <M, ,w,>
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Problema da parada

Teorema 6
PARAyT é RE

Basta simular M com a entrada w e gerar, na saida, o0 mesmo resultado da
simulacdo.
» PARAy = {(M',w)|M' para com a entrada w} é RE
ndo-recursiva, portanto o problema é parcialmente solucionavel;

» PARAyr = {(M',w)|M’ entra em loop com a entrada w}, no
entanto, é n3o-RE, e portanto completamente insolivel.
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Problema da parada

Teorema 6

PARAumT € indecidivel através de contradicdo

Suponha que PARA ;T é decidivel. Entdo, a partir da MT R que decide
PARAyT, € possivel obter uma outra MT S que decide L,:

» Executar R sobre a entrada (M, w);

v

Se R rejeita, S também rejeita;
» Se R aceita, simular M com a entrada w até M parar;
» Se M aceita, S também aceita;
> Se M rejeita, S também rejeita.

Se R decide PARA T, entdo S decide L,. Como é sabido que L, é
indecidivel, a hipétese de que R existe é falsa e PARA ;7 é indecidivel.
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Problema da parada

Teorema 6

PARA 7 é indecidivel através de diagramas

Supor que PARA )T é decidivel. Entdo existe M;:

M, para e aceita C(N)w:
N para com a entrada w

C(N)w —

—»

M, péra e rejeita C(N)w:
N nio para com a entrada w
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Problema da parada

Teorema 6

PARA 7 é indecidivel através de diagramas

Construir M5 a partir de M;:

M, executa uma seqiiéncia infinita
de movimentacdes:
N péra com a entrada w

—

M, péra e rejeita C(N)w:
N ndo para com a entrada w
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Problema da parada

Teorema 6

PARA 7 é indecidivel através de diagramas

Construir Ms:
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Problema da parada

Teorema 6

PARA 7 é indecidivel através de diagramas

Combinar M3 e Ms:

M, executa uma seqiiéncia
infinita de movimentacées:

N péra com a entrada C(N)
C(N) C(N) C(N, —
M, N) C(N) M,
>
M, para:

N néo para com a entrada C(N)
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Problema da parada

Teorema 6

PARA 7 é indecidivel através de diagramas

Renomear para My:

M, executa uma seqiiéncia
infinita de movimentacdes:
N para com a entrada C(N)

C(N) "

—

M, para:
N néo para com a entrada C(N)
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Problema da parada

Teorema 6

PARA 7 é indecidivel através de diagramas

Fornecer para M, a sua prépria descricio:

M, executa uma seqiiéncia
infinita de movimentacées:
M, para com a entrada C(M,)

C(M,) —

>

M, péra:
M, ndo para com a entrada C(M,)
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Problema da parada

Teorema 6

PARA 7 é indecidivel através de diagramas

Conclus3o:

» Por um lado, temos a informacdo de que, ao analisar a cadeia C'(M,),
se a maquina My parar, entdo M, executa uma seqiiéncia infinita de
movimentacdes;

» Por outro, que ao analisar a cadeia C'(My), se My n3o parar, entdo
My para. Tem-se, portanto, uma contradic3o;

» Logo, a hipétese inicial ndo é valida, ou seja, ndo existe M7 que
decida PARAyT;

» PARA ) é indecidivel.
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Problema da parada

Linguagens e complementos

Resumo até este ponto

» Ly = {w;|w; ¢ L(M;)} é ndo-RE;

» Lg = {wilw; € L(M;)} é RE no-recursiva;

» L, = {(M)w|M & uma MT que aceita w} & RE n3o-recursiva;

» L, = {(M)w|M & uma MT que n3o aceita w} & n3o-RE;

» PARAyr = {(M',w)|M' para com a entrada w} é RE
ndo-recursiva;

» PARAyr = {(M',w)|M’ entra em loop com a entrada w} é
ndo-RE.
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Linguagens L e Ly

DefinicGes

Considere (M) como a codificacdo de uma MT M sobre o alfabeto {0, 1}.
Entdo:

> Le = {(M)|L(M) = 0}
> Lne:{<M>|L(M)7é®}
> Le:L—ne
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Linguagens L e Ly

Teorema: A linguagem L, € recursivamente enumeravel.

Prova:

1. Construir uma MT M que aceita como entrada a codificacdo de uma
outra MT M’;

2. M opera de forma n3o-deterministica, fazendo escolhas de cadeias
arbitrarias para serem testadas em M’;

3. Em cada ramo da sua execucdo nio-deterministica, M gera uma
cadeia e testa se M’ aceita a mesma;
Para isso, M simula a maquina U que aceita a linguagem L,;

5. Se algum caminho de M’ for de aceitacdo, entdo M’ para e aceita a

sua entrada (M);
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Linguagens L e Ly

Exemplo: Geracdo ndo-deterministica de cadeias arbirtrarias sobre o
alfabeto {a,b,c} para serem posteriormente testadas:

080
oo
P
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Linguagens L e Ly

Em resumo:
» Se M’ aceita alguma cadeia, M “adivinha” essa cadeia e aceita M’;

» Se M’ n3o aceita nenhuma cadeia, ent3o n3o ha cadeia que conduza a
aceitacdo em M’ e M n3o aceita M’ (nesse caso, M pode rejeitar M’
ou entrar em loop);

» Portanto, L(M) = L.
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Linguagens L e Ly

L,,. ndo é recursiva

Idéia geral:
» Fazer uma reducdo de L, para L,.;
» Construir M’ a partir de (M, w) tal que:

» Sew € L(M), entdo L(M') # 0;
» Sew ¢ L(M), entdo L(M') = 0;

» M’ ignora a sua entrada e simula M com a entrada w;

» Se M aceita w, M’ também aceita a sua entrada, qualquer que seja
ela.
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Linguagens L e Ly

L,,. ndo é recursiva

» My aceita wy = (My,wy) € L, = L(M{) # 0 = (M]) € Lpe;
» M5 ndo aceita wo = (Ma, we) ¢ L, = L(M))

Marcus Ramos (UNIVASF) Decidibilidade 1 de julho de 2016 144 / 269



Linguagens L e Ly

L,,. ndo é recursiva

Teorema: A linguagem L, ndo é recursiva.
Prova:
1. E suficiente provar a existéncia de um algoritmo que efetua a reducdo
de L, para Lye;
2. O algoritmo deve mapear (M, w) em M’ de tal forma que
w € L(M) < L(M') # 0,
3. A construgdo de M’ a partir de (M, w) é detalhada a seguir;
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Linguagens L e Ly

L,,. ndo é recursiva

4. M’ ignora a sua entrada x, qualquer que seja ela. M’ substitui = por
(M,w), tomando o cuidado de trocar os simbolos finais de = por
brancos, caso |z| > [(M,w)

5. M’ posiciona a cabeca de leitura/escrita sobre o primeiro simbolo da
cadeia (M, w);

6. M’ simula a Maquina Universal U com a entrada (M, w);

7. Se U aceita (M, w), entdo M’ para e aceita a sua entrada, qualquer
que seja ela e L(M') # () (e se U ndo aceita (M, w), entdo M’ ndo
aceita nenhuma entrada e L(M') = ().
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Linguagens L e Ly

L,,. ndo é recursiva

Em resumo:
» Existe um algoritmo que reduz L, para Ly;;

» M’ aceita qualquer cadeia de entrada (e portanto (M’) € L) sse
w € L(M) (ou seja, se (M,w) € L,);

» M’ n3o aceita nenhuma cadeia de entrada (e portanto (M') ¢ L,,.)
sse w ¢ L(M) (ou seja, se (M, w) ¢ L,,);

» Como L, € indecidivel, entdo L, é indecidivel.
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Linguagens L e Ly

L,,. ndo é recursiva

Suponha que L, fosse decidivel. Ent3o seria possivel decidir L,, da
seguinte forma:

» Fazer a reducdo de (M, w) para M’;

» Decidir se L(M') # 0, ou seja, se (M') € Lye;

» Em caso afirmativo, (M, w) € L,, ou seja, w € L(M);
» Em caso negativo, (M,w) ¢ L,, ou seja, w ¢ L(M);

Mas como é sabido que L, n3o é recursiva, ent3o a suposicdo de que L,
é recursiva é falsa.
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Linguagens L e Ly

Teorema: L, n3o é recursivamente enumeravel.
Prova:

1. Suponha que L. seja recursivamente enumeravel;

2. Portanto, de acordo com um teorema anterior, tanto L. quanto L.
devem ser recursivas;

3. Mas L, = Ly,;
Além disso, foi demonstrado que L. n3o é recursiva;

Logo, L. ndo é recursivamente enumeravel.
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Linguagens L e Ly

Linguagens e complementos

Resumo até este ponto

» Ly = {w;|w; ¢ L(M;)} é ndo-RE;

» Lq = {w;|w; € L(M;)} é RE ndo-recursiva;

» L, = {(M)w|M é uma MT que aceita w} é RE n3o-recursiva;

» L, = {(M)w|M & uma MT que n3o aceita w} & n3o-RE;

» PARAy = {(M',w)|M' para com a entrada w} é RE
ndo-recursiva;

» PARAyr = {(M',w)|M’ entra em loop com a entrada w} é
nio-RE;

» L. = {(M)|L(M) = 0} é ndo-RE;

» Lype = Lo = {{M)|L(M) # 0} & RE ndo-recursiva.
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Teorema de Rice

Enunciado

Teorema: Qualquer propriedade n3o-trivial das linguagens recursivamente
enumeraveis é indecidivel.

» Propriedade?

» N3o-trivial?
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Teorema de Rice

Propriedade n3o-trivial

Propriedade:
» Condicdo que deva ser satisfeita por um grupo de linguagens;
» Um conjunto de linguagens que satisfazem uma certa condic3o.
N3o-trivial:
» Condicdo que seja satisfeita por pelo menos uma linguagem e que ndo
seja satisfeita por pelo menos uma linguagem;

» Caso contério, ou seja, se a propriedade é satisfeita por todas as
linguagens ou entdo ndo e satisfeita por nenhuma linguagem, entdo
ela é dita “trivial”;

» Propriedade n3o-trivial exclui todas as propriedades triviais.

As linguagens RE serdo representadas pelas MT que as aceitam, pois essas
maquinas sdo descricdes finitas de tais linguagens.
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Teorema de Rice

Exemplos

Dada uma MT M qualquer:
» L(M) =07 L(M) #(0?
» ec L(M)?
» we L(M)?
» L(M) é finita? L(M) é infinita?

é regular?

)
)
) é livre de contexto?
)
)
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Teorema de Rice

Exemplos

» L(M) =07
Demonstrada indecidivel anteriormente através do problema de
decisdo L. ((M) € L.?)

» L(M) #0?
Demonstrada indecidivel anteriormente através do problema de
decisdo Lpe ((M) € Lpe?)

» Demais propriedades:
Considerar P como o conjunto de todas as linguagens que satisfazem
a propriedade;
Considerar a linguagem Lp = {(M)|L(M) € P};
Lp é o conjunto de todas as codificacdes de Maquinas de Turing que
aceitam as linguagens pertencentes a P;
Determinar se L(M) € P € o mesmo que determinar se (M) € Lp.
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Teorema de Rice

Demonstracdo

Teorema: Qualquer propriedade n3o-trivial das linguagens recursivamente
enumeraveis é indecidivel.
Prova:

1. Seja P uma propriedade n3o-trivial das linguagens RE;
Suponha que a linguagem vazia (0)) ndo pertence a P;
Como P é ndo-trivial, entdo existe pelo menos uma linguagem L € P;

Considere essa linguagem L e M, tal que L = L(Mp);

ok W

Fazer uma redu¢do de L, para Lp (conforme explicado a seguir):

» M aceita w = M’ aceita L, portanto M’ € Lp;
» M n3o aceita w = M’ aceita ), portanto M’ ¢ Lp.

6. Como L, é indecidivel, conclui-se que Lp também é indecidivel.
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Teorema de Rice

Reducdo de L, para Lp

Obtencdo de M’ a partir de (M, w) tal que (M, w) € L, < (M') € Lp:
(lembrar que L = L(M}) € P)

1. M’ simula a Maquina Universal U com a entrada (M, w);

2. Se M n3o aceita w (ou seja, se (M, w) ¢ L,,), entdo M’ n3o faz
nada. Portanto, M’ n3o aceita a sua entrada, qualquer que seja ela;
logo, L(M') = 0; como () ¢ P, entdo (M') ¢ Lp;

3. Se M aceita w, entdo M’ simula M, com a sua entrada original,
qualquer que seja ela; logo, L(M') = L; como L € P, entdo
(M') € Lp;

Observar que todas as sentencas de L, reduzem para uma mesma sentenca
(M') (que aceita M) de Lp, e também que todas as cadeias que ndo

pertencem a L, reduzem para a mesma cadeia (M’) (que aceita () que
ndo pertence a Lp.
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Teorema de Rice

Conclusao

A demonstracio do teorema considerou que a linguagem vazia ({)) ndo
pertence a P;
E se a linguagem vazia ()) pertencer a P?7

» Considerar P
» Dessa maneira, () ¢ P

» Considerar Lz

v

Aplicar os mesmos passos da demonstracdo do teorema para L

v

Conclui-se que Lz ndo é recursiva

v

Observar que Ly = Lp

v

Se Lp n3o é recursiva, entdo Lp n3o é recursiva, pois o complemento
de uma linguagem recursiva € também uma linguagem recursiva;

v

Portanto Lp n3o é recursiva da mesma forma.
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Teorema de Rice

Exemplo

O problema de determinar se a linguagem aceita por uma Maquina de
Turing é livre de contexto é indecidivel.

» Pelo Teorema de Rice, é suficiente provar que “ser livre de contexto” é
uma propriedade n3o-trivial das linguagens recursivamente
enumeraveis;

» Ou seja, basta apresentar duas linguagens RE, uma que seja livre de
contexto e outra que n3o seja;

» A linguagem {a’bic’|i > 0} &€ RE mas n3o & livre de contexto;

> A linguagem {a’b’|i > 0} & RE e livre de contexto.
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Teorema de Rice

E se P for trivial?

Entdo P é decidida por uma MT que sempre aceita (se P contém todas as

linguagens) ou sempre rejeita (se P = (}). O teorema, nesses casos, ndo
pode ser aplicado:

» P contém todas as linguagens = o passo 2 da prova do teorema n3o
é verificado;

» P = () = o passo 3 da prova do teorema n3do é verificado;
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Autémato Linearmente Limitado

Conceito

Um Autémato Linearmente Limitado (ALL), também conhecido como
Maquina de Turing com Fita Limitada, € uma Maquina de Turing na qual o
tamanho da fita de entrada é limitada ao comprimento da cadeia a ser
analisada.

Marcador de inicio de fita Marcador de final de fita

l Cadeia de entrada l
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Autémato Linearmente Limitado

Formalizacdo

Um Autémato Linearmente Limitado (ALL) é uma 8-upla:
M = (Q727F757q07<7>7F)

onde:

> (Q é o conjunto de estados;

v

Y é o alfabeto de entrada;

v

I" é o alfabeto de simbolos que podem ser lidos e/ou escritos na fita, ¥ C T';

v

6 € a funcido de transicio;
> (e ) sdo os simbolos que delimitam a cadeia de entrada na fita, (¢ T',) ¢ T;
» [ é o conjunto de estados finais.

O ALL n&o pode se movimentar para a direita do simbolo ) nem para a
esquerda do simbolo ( e nem pode substitui-los por outros simbolos.
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Autémato Linearmente Limitado

Observacdes

» Um ALL é um caso particular de MT em que a movimentacdo da
cebeca de leitura/escrita é limitada ao trecho da fita que contém a
cadeia de entrada a ser analisada;

» A quantidade de meméria de trabalho disponivel depende do alfabeto
I" e cresce linearmente com o comprimento da cadeia de entrada (por
isso 0 nome “Linearmente Limitado”);

» Demonstra-se que a classe das linguagens reconhecidas pelos ALL

coincide com a classe das linguagens geradas pelas gramaticas
sensiveis ao contexto (a menos da cadeia vazia):
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Autémato Linearmente Limitado

Quantidade maxima de configuracdes

Lema: Seja M um ALL com |Q)| estados, |I'| simbolos no seu alfabeto de
fita e uma cadeia de entrada w, |w| = n. Entdo existem exatamente
|Q| * (n + 2) % |I'|™ configuracBes distintas para M.
Prova:
1. A configuracdo é uma tripla composta por estado, posicdo da cabeca
de leitura/escrita na fita e contetido da fita;
2. M possui |Q)| estados distintos;
3. A cabeca de leitura/escrita pode se encontrar em n + 2 posicdes
distintas;
4. Existem |I'|" combinagdes diferentes de contetido para a fita de
entrada;

5. Portanto, existem |Q| * (n + 2) % |['|" configura¢des distintas para M.
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Autémato Linearmente Limitado

Repeticdo de configuracdes

Lema: Seja M um ALL. Se M assumir a mesma configuracdo mais de
uma vez durante a anéalise de uma cadeia, ent3o ele estd em loop.

Prova:

1. Suponha que M é deterministico e que a sequéncia de movimentacGes
é ...CiCH_lCH_Q...Cka+1Ck+2... € que Cz = Ok;

2. Ent3o, o conteldo da fita de entrada, a posicdo do cursor de
leitura/escrita e o estado corrente sdo idénticos;

3. Como o ALL é deterministico, e como ele se movimenta da
configuracdo C; para a coniguracdo C;;1, entdo é certo que o mesmo
acontecera com CY, e portanto Cj11 = Ciyq;

4. Além disso, como C; leva até C}, entdo é fato que C}, conduzird o
ALL até uma outra configuracdo, que também sera idéntica a Cj;

5. Este ciclo se repete por um nimero indeterminado de vezes e portanto

o ALL esta em loop.
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Autémato Linearmente Limitado

Repeticdo de configuracdes

Corolario: Seja M um ALL. Se M assume, durante o reconhecimento de
uma determinada cadeia de entrada, uma quantidade de configuracées que
é idéntica a quantidade total de configuracdes distintas que ele possui para
esta cadeia, ent3o ele esta em loop.

Prova:

1. Suponha que a quantidade de configuracdes distintas que ele possui
para uma certa cadeia de entrada seja n;

2. Suponha que, durante o reconhecimento desta cadeia, ele ja passou
por n configuracdes;

3. Portanto, a préxima configuracdo que ele ird assumir sera a de nimero
n+1;

4. Como o ALL possui apenas n configuracdes distintas, é certo que,
dentre estas n + 1 configuracdes, duas deverdo ser repetidas;

5. Logo, pelo lema anterior, o ALL estd em loop com a cadeia de
entrada.
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Autémato Linearmente Limitado

Problema A4rp,

Aceitacdo em Autdmatos Linearmente Limitados:

Aarr = {{M,w)|M é um ALL que aceita a cadeia w}

Teorema: Aarr € uma linguagem decidivel.
Prova:

1. Suponha que o ALL seja M = (@, %, 1,0, qo, (,), F);
2. Suponha |w| =n;
3. Construir M’ que simula M com a entrada w:

» Simular até que M pare ou até que tenham sido executadas
|@Q| * (n + 2) *|T|™ — 1 movimentacdes;

» Se M para e aceita, entdo M’ para e aceita;

» Se M para e rejeita, entdo M’ para e rejeita;

» Se M n3o parou, entdo M’ rejeita (veja corolério anterior).
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Autémato Linearmente Limitado

Problema Aarp,

» A quantidade maxima de configuracGes distintas que o ALL pode
assumir é conhecida e essa informacdo & usada para detectar loops.

ALL
Fita de entrada llimitada Limitada
Quantidade de configuragbes para Infinita Finita
uma mesma entrada
Problema da aceitagdo Indecidivel Decidivel
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Histéria de computacdo

Uma “histéria de computacdo” de uma MT M sobre uma cadeia de
entrada w é a seqiiéncia de configura¢des C1C5...C,, que M assume
durante a analise de w.

» Sew € L(M) =ACEITA(M) entdo C1C5...C,, & uma “histéria de
computacdo de aceita¢do” onde C é a configuracdo inicial, C), é
configuracdo final de aceitacdo e C; segue de forma legitima C;_1,
para 1 <1 < m;

» Sew € REJEITA(M) entdo C1C5...C,, € uma “histéria de
computacio de rejeicdo” onde C; é a configuracdo inicial, C,, é
configuracdo final de rejeicdo e C; segue de forma legitima C;_1, para
1< <n

» Se w € LOOP(M) entdo C1C5...C,,... € uma seqiiéncia infinita de
configuracdes.
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Histéria de computacdo

Sejam M e w:

» Se M é deterministica, entdo existe uma dnica histéria de computacio
(de aceitacdo, de rejeicdo ou de loop) para w;

» Se M é n3o-deterministica, entdo podem existir varias histérias de
computacdo para w (finitas ou infinitas).
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema V:/—’lLL

Vacuidade da linguagem aceita por um autdémato linearmente limitado:
Varr = {(M)|M & um ALL e L(M) = 0}

Teorema: Vi € uma linguagem indecidivel.
Prova:
» Suponha que V41, é decidivel;
» Logo, Varr, também é decidivel;
» Fazer uma reducdo de L, para V411, usando histérias de computac3o;
» Se Vyur 1 fosse decidivel, entdo L, também seria;

» Como L, n3o é decidivel, segue que a hipétese é falsa, Va1 ndo é
decidivel e V411, ndo é decidivel.
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema V:/—’lLL

Reducdo de L, para Varr:

» Construir um ALL B a partir de (M, w) tal que:
(M,w) € L, < (B) € Varr,

» O ALL B é construido de forma que L(B) compreende todas as
histérias de computacdo de aceitagdo de M para w;

» Se M rejeita w, ou seja, se (M, w) ¢ L,, entdo L(B)=10e
(B) ¢ Varwi

» Se M aceita w, ou seja, se (M, w) € L,, entdo L(B) # 0 e
(BY € VaLL.
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema V:/—’lLL

» M aceita w; = (Ml,uq) eL, = L(Bl) 75 0= <B1> e Varr;
» My ndo aceita wo = (M, we) ¢ L, = L(Bs)

<M,w;>
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema V:/—’lLL

Construcdo de B a partir de (M, w):
1. Suponha que a entrada para B é C1#Co#...#C;
2. As trés condicdes seguintes devem ser validas;

3. B verifica se C7 é uma configuracdo inicial valida para M com a
cadeia w:
C1 = gow pode ser verificado conhecendo-se M e w;

4. B verifica se C; segue de forma legitima C;_1, para 1 <i < n:

C; deve corresponder & combinacdo da configuracio C;_1 com a
aplicacdo de uma transicdo de M;

5. B verifica se (), € uma configura¢do de aceitagcdo para M:
C,, = aqyf3 pode ser verificado conhecendo-se M.

Marcus Ramos (UNIVASF) Decidibilidade 1 de julho de 2016 173 / 269



Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema V:/—’lLL

Examinando por outro angulo:
» Deseja-se determinar se (M, w) € Ly;
» Suponha que V411, é decidivel por uma MT R;
A partir de (M, w) obter o ALL B conforme descrito;

v

v

Executar R com a entrada (B);

v

Se R aceita, isso significa que L(B) é vazia e portanto que

w ¢ L(M), ou seja, (M, w) ¢ Ly;

Se R rejeita, isso significa que L(B) é n3o-vazia e portanto que
w € L(M), ou seja, (M,w) € Ly;

» Logo, seria possivel decidir Ly;

v

» Mas isso é uma contradicio e portanto Varr ndo é decidivel.
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema TODASgc

Totalidade da linguagem gerada por uma gramatica livre de contexto:
TODASgrc = {(G)|G é uma GLC e L(G) = ¥*}

Teorema: TODASgLc é uma linguagem indecidivel.
Prova:

» Suponha que TODASqgrc é decidivel;

» Logo, TODASgrc também é decidivel;

» Fazer uma reducdo de L, para TODASqc usando histérias de
computacao;

» Se TODASqrc fosse decidivel, entdo L, também seria;

» Como L, n3o é decidivel, segue que a hipétese é falsa, TODASqLc
ndo é decidivel e TODASqc ndo é decidivel.
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema TODASgc

Reduc¢do de L, para TODASqLc

» Construir uma GLC G a partir de (M, w) tal que:
(M,w) € L, < (G) € TODASg1c

» (5 gera todas as histérias de computacdo que n3o sio de aceitacio
para M com w;

» (G gera todas as histérias se e apenas se w ¢ M;

» ( ndo gera todas as historias se e apenas se w € M; nesse caso, deve
G falhar em gerar justamente a histéria de computacdo de aceitacdo
para w em M,;

Marcus Ramos (UNIVASF) Decidibilidade 1 de julho de 2016 176 / 269



Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema TODASgc

Redu¢do de L, para TODAS¢Grc (resumo)

» Se M n3o aceita w, ou seja, se (M, w) ¢ L,, entdo G ndo falha em
gerar nenhuma histéria de computacdo, L(G) = X* e
L(G) ¢ TODASGLc:

» Se M aceita w, ou seja, se (M,w) € L,, entdo G falha em gerar a
histéria de computacdo de aceitacdo de w em M, L(B) # ¥* e
<G> € TODASgc.
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema TODASgc

» My aceita wy =

(My,w1) € Ly, = L(G1) # 5* = (G1) € TODASg1c;
» M5 ndo aceita wy =

(Mg,’w2> ¢ Lu = L(Gg) =Y*= <G2> ¢ TODASGLc;
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema TODASgc

Construcdo de G a partir de (M, w):

1. GG gera todas as histérias de computacdo que ndo sio de aceitacio
para M com w, usando para isso um certo alfabeto X;

2. Histérias de computacdo de M com w tem o formato
C1#Co#.. . #C,,, sobre o alfabeto X;

3. As sentengas de L(G) devem satisfazer as trés condigGes seguintes;
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema TODASgc

4. (G gera todas as histérias de computacdo tais que C7 ndo é uma
configuragdo inicial valida para M com a cadeia w:
Pode ser feito conhecendo-se M e w;

5. G gera todas as histérias de computagdo tais que C; ndo segue de
forma legitima C;_1, para 1 < i < n:
Pode ser feito conhecendo-se M e w;

6. G gera todas as histdrias de computac3o tais que (', ndo é uma

configuracdo de aceitacdo para M:
Pode ser feito conhecendo-se M.
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema TODASgc

Construcdo de G a partir de (M, w):

» Para a linguagem especificada anteriormente, projetar um autémato
de pilha ndo-deterministico (APN) é mais facil do que projetar a
gramatica diretamente;

» Para obter GG, iremos inicialmente obter um APN D que aceita L(G);

» Finalmente, o APN D pode ser convertido para uma GLC G.
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema TODASgc

Construgdo do APN D a partir de (M, w):

1.

A cadeia de entrada para D é uma histéria de computacio sobre o
alfabeto X;

D seleciona, de forma n3o-deterministica, qual das trés condicdes ele
ira testar;

No primeiro ramo, D aceita se C7 no é uma configuracio inicial
vélida para M com a cadeia w;

No segundo ramo, D seleciona n3o-deterministicamente um par de
configuragdes C; (com i > 3 e impar) e C;_1 para analisar:
» D aceita se C; ndo segue de forma legitima C;_

No terceiro ramo, D aceita se C,, ndo é uma configuracdo de
aceitacdo para M.
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema TODASgc

Observacdes:
» No segundo ramo, D empilha a configuracdo C;_1 e depois compara
com a configuracio Cj;
» Para que isso seja possivel, serd necessario que as configuracdes de
ordem par sejam escritas na cadeia de entrada de forma revertida;

> Ci#CR#C#CTH# ...
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Problemas indecidiveis e histérias de computacao

Problema TODASgc

Conclusdes:

» D aceita todas as histéria de computacio que n3o sdo de aceitacio
para M com w;

» Se w ¢ L(M), entdo L(D) = L(G) = *, ou seja, G ¢ TODASgLc

» Se w € L(M), entdo L(D) = L(G) # ¥*, ou seja, G € TODASGLc

» A existéncia de D prova a existéncia de G, e, conseqlientemente, a

existéncia de uma reduc¢do de L, para TODASqrc. Logo,
TODASqLc e TODASGLc sdo indecidiveis.
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Origem e natureza

“Post “s Correspondence Problem” (Problema da Correspondéncia de Post)
» Problema que n&o esta relacionado com Maquinas de Turing ou as
linguagens por elas aceitas;

Problema combinatorial que envolve a manipulag¢do (emparelhamento)
de cadeias de caracteres;

v

» Demonstra-se ser indecidivel;
A indecidibilidade o PCP foi provada por Post em 1946;

E usado para demonstrar a indecidibilidade de vérios outros problemas.

v

v
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Definicdo

Uma “instancia” PCP consiste de duas listas A e B de cadeias formadas
sobre um mesmo alfabeto X. As duas listas devem ter o mesmo
comprimento.

> A= wi,wo, ..., w;
» B=ux1,x9,...,Tf;

» Para um certo valor de 4, diz-se que o par (w;,x;) € um par que esta
em correspondéncia;

» Pares em correspondéncia podem ser considerados como pecas de um

dominé:
wr] | w2 Wk
Lﬁ] ’ [xz] T [xk:]
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Solucdo

Diz-se que uma instancia PCP tem uma soluc3o se existir uma seqiiéncia
de um ou mais nimeros inteiros (repeticdes permitidas) i1, g, ..., i, 0S
quais, quando interpretados como indices de cadeias nas listas A e B,
produzem como resultado a mesma cadeia.

> A=wi,wo, ..., Wk;

» B=1x1,29,...,xk;

» Diz-se que i1, 79, ..., 4, m > 1, & uma solucdo para esta instancia PCP

S€ Wi, Wiy ... Wy, = Tj1Ljy---Li,y,
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Solucdo

PCP como um tipo de jogo de dominé:
» Composto por uma quantidade finita de pecas:

=R

» Pecas sdo combinadas para formar cadeias idénticas na parte de cima

e na parte de baixo;
» Pecas podem ser duplicadas para formar cadeias:

331'1 J?Z'Q L,
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Exemplo

Seja ¥ = {0,1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:

Lista A | Lista B
11 111
2 10111 10
3110 0

Uma solucdo para essa instancia é a seqiiéncia:

i1 = 2,19 = 1,i3 = 1,44 = 3, ou simplesmente 2,1, 1,3, pois

Wrw1wWwi1wg = 10111 1
—

1 10 =
N~
w2 w1 w1 w3
rox1x1ry = 10 111 111 = 101111110;

T2 z1 Z1 z3

» Entre outras, 2,1,1,3,2,1,1,3 também é soluc3o.
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Exemplo

Continuacdo

» Representac3o da solucdo 2,1,1,3 na forma de dominés:

w2 wy w1 w3

e N N NN NN
ou] T 7710
10 111 | 111 0

e — e e
) T 1 T3
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Exemplo

Seja ¥ = {a,b,c} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:

Lista A | Lista B
) Wy ZT;
1| abc ab
2| ca a
3| acc ba

» Essa instancia ndo possui solugdo, pois |w;| > |z;], Vi.
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Exemplo

Seja ¥ = {0,1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:

Lista A | Lista B
1110 101
2| 011 11
3] 101 011

» Essa instancia também n3o possui solucdo:

» Se i; = 2, entdo A =011..., B=11... e ndo é possivel gerar uma
solucio;

» Se i1 = 3, entdo A =101..., B=011... e ndo é possivel gerar uma
solucio;
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Exemplo

Continuacdo

» Com i; =1, entdo A = 10..., B = 101... talvez seja possivel obter
uma solucio;

» Se iy =1, entdo A = 1010..., B = 101101... e n3o é possivel gerar
uma solucio;

» Se iy =2, entdo A =10011..., B = 10111... e ndo é possivel gerar
uma solucio;

» Com i3 = 3, entdo A = 10101..., B = 101011... talvez seja possivel
obter uma soluc3o;

» No entanto, o mesmo raciocinio leva & escolha de i3 = 3, e assim por
diante, e ndo é possivel nunca gerar uma solucio.
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Problema

Dada uma instancia PCP sobre um certo alfabeto X, determinar se ela
possui uma soluc3o.

» PCP = {(P)|P & uma instancia PCP com uma solugdo};
» PCP é indecidivel.
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PCP

Estratégia da demonstracdo

© Reduzir L, para uma versdo modificada do PCP (MPCP);
© Reduzir MPCP para PCP;
© Como L, é indecidivel, MPCP e PCP s3o também indecidiveis.

L, MPCP pCP
f f,
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Definicdo

“Modified Post Corresponde Problem” (Problema da Correspondéncia de
Posto Modificado):

» Uma instancia MPCP é definida da mesma forma que uma instancia
PCP;

A solucdo, no entanto, deve obrigatoriamente iniciar com o par 1;

v

> A=wi,wo, ..., Wk;

» B=ux1,29,...,xk;

v

Diz-se que i1, 19, ...,7m,m > 0, € uma solu¢do para esta instancia
MPCP se W Wiy Wiy .. Wy, = T1L4, T4y L5

m
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Exemplo

Seja ¥ = {0,1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:

Lista A | Lista B
) W; ZT;
11 111
2 | 10111 10
3110 0

» Considerada como instancia PCP, ha solucio;

» Considerada como instdncia MPCP, n3o ha solucio.

197 / 269
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Exemplo

Continuacdo

> A= wy... = 1..., B = zy... = 111...

» Se i1 = 2, entdo A = 110111..., B = 11110... e n3o ha solucdo
possivel;

» Se i1 = 3, entdo A = 110..., B =1110... e n3o ha solucio possivel,

» Sei; =1, entdo A =11..., B =111111... e n3o ha solucio possivel,

pois as cadeias nunca terdo o mesmo tamanho.
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PCP

Reducdo de MPCP para PCP

Py é uma instancia MPCP com solu¢do < P| é uma instancia PCP com
soluc3o.

P
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PCP

Reducdo de MPCP para PCP

A obtengdo de P[(P;) (PCP) a partir de P;(P,) (MPCP) pode ser feita da
seguinte forma:

» MPCP=(A, B) sobre %;

» Suponha A = wy,wo, ..., wg;

» SuponhaB = x1,x9, ..., Tg;
Suponha que * ¢ X, $ ¢ 3;
PCP=(C, D) sobre ¥ U {x*, $};
> C'=Y0,Y1, Y2, - Yk> Ykt 1

> D = zp,21,22, .., Zks Zkt1;

v

v
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PCP

Reducdo de MPCP para PCP

» Vi, 1 < i<k, y; & obtido a partir de w; pela insercdo do simbolo *
apés cada simbolo de w;

» Vi,1 < i<k, z; & obtido a partir de x; pela insercdo do simbolo *
antes cada simbolo de z;

> Yo = *Y1

> 20 = 21

> 241 = *$
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Exemplo

Suponha a instancia MPCP:

Lista A | Lista B
1|1 111
2 | 10111 10
31|10 0
A aplicacdo da construcdo anterior resulta na instancia PCP:
Lista C Lista D
LY 2
0| *1* *¥1*¥1*1
1| 1* *¥1*1%1
2 | 1*0*1*1*1* | *1*0
3 | 1*0* *0
419 *$
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PCP

Reducdo de MPCP para PCP

Para provar que a construcido proposta & uma reducdo, é necessario
(suponha que P; reduz para PJ):
© Provar que se P, é uma instancia MPCP com solucdo, entdo P| é
uma instancia PCP com solucio;
@ Provar que se P/ é uma instancia PCP com solugdo, entdo P; é uma
instancia MPCP com soluc3o.
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PCP

Reducdo de MPCP para PCP

Se Py é uma instancia MPCP com solucdo, entdo P é uma instancia PCP
com solucdo:

>

>

>

Suponha que a solucdo de P seja i1, 12, ..., im;

Portanto, W Wiy Wiy - Wi, = T1Tjq Lijogra Ly s

Considerar y1Yi, Yiy---Yi,, € 21%iy Zig---Zips

As duas cadeias sdo idénticas, exceto pelo primeiro simbolo da
primeira cadeia e pelo Gltimo simbolo da segunda cadeia;

Ou seja, *Y1Yi, Yig---Yi,, = 217, Zig---Zip *i

Mas esse resultado pode ser obtido substituindo-se o primeiro par (de
1 por 0) e acrescentando-se um novo par no final (k + 1);

Ou seja, YoUiy Yiy - -YimYk+1 = 20%iy Zig -+ Zip Zk+1;

Logo, 0,%1,%2, ..., im, k + 1 & uma solucdo de P|.
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PCP

Reducdo de MPCP para PCP

Se P| é uma instancia PCP com solugdo, entdo P; é uma instancia MPCP
com soluc3o:

» A solucdo de P deve comecar com o par 0 e terminar com o par
k + 1, pois apenas o par 0 inicia com 0 mesmo simbolo (x) e apenas o
par k + 1 termina com o mesmo simbolo ($);

» Portanto, a solugdo de P € 0,i1,12,...,0im, k + 1;
> Logo, YoUiy Yis--YimYk+1 = 20%iy Zig -+ Zigy Pt 15

» Se forem removidos todos os simbolos * e $ de ambas as cadeias,
resulta:

> W Wi Wiy .- Wi, = T1T4;Tiy--- Ly, s

» Ou seja, 1,41,19, ..., 1, € solucdo para Pj.
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PCP

Reducdo de MPCP para PCP

Conclusdes até o momento:
» Se PCP for decidivel, entdo MPCP também sera decidivel;

» Se MPCP for indecidivel, entdo PCP também sera indecidivel.
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Exemplo

Suponha a instdncia MPCP:

Lista A | Lista B
1| w; T;
1] ab abb
2 | bab ba
3| ba a
4| a ba
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Exemplo

Continuacdo

A aplicacdo da construcdo anterior resulta na instancia PCP:

Lista C | Lista D
0 | *a*b* | *a*b*b
1| a*b* *a*b*b
2 | b*a*b* | *b*a
3 | b*a* *a
4| a* *b*a
5% *$
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Exemplo

Continuacdo

» Uma solu¢do para a instdncia MPCP é 3,2, 4;
> =a*xbxbxaxbxax*xbx ax
Y1Y3y2y4 A 2 .\ ,
Y1 Y3 Y2 Ya
> 21232924 = *a xbxb xa xbxaxbx*a
e — N N N~
21 23 29 z4
» Substituir o par 1 pelo par 0 no inicio e acrescentar o par 5 no final;
> =xaxbxb*xaxbxa*xbx ax
Yoy3Y2yays $
Yo Y3 Y2 Y4 ys
> 2023292425 = ¥a*x bx b *xa *bx axbxa *$
e
20 23 22 24 25

» Portanto, 0,3,2,4,5 & uma solucio para o PCP correspondente.
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Exemplo

Continuacdo

v

Uma solucdo para a instancia PCP é 0, 3, 5;

> = xa * bx b x ax = zgz325 = xa*xbxb *xa *
Yoysys = . | - $ 07325 = ; A ,$

Yo Y3 Ys 20 23 25

Remover todos os simbolos * e $ de ambas as cadeias;

v

v

O resultado é wiws = ab ba = x1x3 = abb a
N~~~ N~

w] w3 1 T3

v

Logo, 1,3 & uma solucdo para o MPCP correspondente.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

(My,w1) € L, < P; & uma instancia MPCP com solu¢3o.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

A obtencdo de P a partir de (M, w) pode ser feita da seguinte forma:

>

>

As listas A e B representam a histéria de computacdo de M com w;

Solucdes parciais para P representam histérias de computacio
incompletas para w em M,

Se w € L(M), ou seja, se (M, w) € L,, entdo é possivel gerar uma
solucdo para P;

Se w ¢ L(M), ou seja, se (M,w) ¢ L,, entdo ndo ha solucdo possivel
para P;

A construcdo da lista A esta sempre uma configuracdo “atrasada” em
relacdo a construcdo da lista B;

As listas coincidem se e apenas se M entra num estado final.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

Premissa

Seja M = (Q,%,T,6,q0, B, F) e suponha que:

© M ndo grava brancos na fita;

© M n3o se desloca para a esquerda da posicdo inicial da fita.
Nesse caso, é possivel afirmar que:

» As configuracdes de M tem o formato geral agf3, com ¢ € Q,a € T*
e € I'*, ou seja, o e 3 sdo compostos apenas por simbolos
diferentes de B;

» As cadeias « e 3 representam as posicdes da fita inicialmente
ocupadas pela cadeia de entrada w, além de eventuais posicdes
visitadas a direita da mesma.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

Passo 1:

» O primeiro par da instdncia MPCP é:
| Lista A | Lista B
1| # | #qow#

» Ele sera usado para iniciar a solucdo, caso exista;

» Notar que a lista B estd uma configuracdo adiantada em relacdo a
lista A.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

Passo 2:

» Novos pares sdo criados a partir de §, com o objetivo de reproduzir a
histéria de computacio de w em M;

» Vg € Q—F,q; € Q,x,y,z €T, acrescentar os pares:
Lista A ‘ Lista B ‘
¢ Yq; se 6(qi, ) = (¢j,y, 1)
2 | qzy | se 0(qi, ) = (g5,y, L)
qi# yq;# | se 0(qi, B) = (45,9, R)
2qi# | qzy# | se 0(q, B) = (¢5,v, L)
» Para cada transicdo possivel de ser aplicada numa certa configuracio
de M, hd um par correspondente em P;

» A lista B esta uma configuracdo adiantada em relacdo a lista A.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

Passo 3:

» Vx € I', acrescentar os pares:
Lista A ‘ Lista B

T T

# #

» Permitem a cépia de simbolos que ndo envolvam o estado corrente;

» Serdo usados para permitir o avanco da solucdo até chegar numa nova
configuragdo.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

Passo 4:
» Se um estado final foi alcang¢ado, deve-se permitir que as cadeias se
tornem idénticas;
» Vgr € F,x € ',y € I, acrescentar os pares:
Lista A ‘ Lista B

rqry af
rqf ar
ary ar

» S3o geradas novas cadeias que n3o representam configuracdes;

» O uso recorrente desses pares permite o “consumo” dos simbolos que
se encontram a esquerda e a direita do estado ¢y na dltima
confguracio.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

Passo 5:
» Todos os simbolos, a menos de gy, foram removidos da dltima
configuragdo;
> Wi W = HUH
> T1..Tp = HUHFQH

» Para torna-las iguais, basta acrescentar o par:
Lista A ‘ Lista B

aH#H# | #
> wWi.. W = #M#Qf##
> T1..Tp = #M#Qf##

» P tem uma solucio.

Marcus Ramos (UNIVASF) Decidibilidade 1 de julho de 2016 218 / 269



Exemplo

Construcdo de P a partir de
M = ({QI7QZ7Q3}7 {07 ]-}7 {07 17B}757 q17B7 {q3}) ew = 0]-1 com 5:

¢ | 6(qi,0) | 6(gi,1) | 6(qs, B)
q1 (q2’17R) (q270’L) ((]271,11)
¢ | (¢3,0,L) | (¢1,0,R) | (2,0, R)
qs3 — — i

A histéria de computacdo de w em M é:

q101 F 1QQ1 [ 10q1 F 1QQ01 [ Q3101
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Exemplo

Continuacdo

Passo | Lista A | Lista B | Origem

(1) | # #q101

(2) | @0 1go 6(q1,0) = (g2, 1, R)
0q11 q200 6(q1,1) = (g2,0,L)
lgi1 q210 6(q1,1) = (g2,0,L)
O0q1# | 2014 | d(q1, B) = (g2, 1, L)
lg# | @l# | 6(q1, B) = (q2,1, L)
0g20 q300 6(g2,0) = (g3,0,L)
1¢20 q310 6(g2,0) = (g3,0,L)
g1 0g1 (g2, 1) = (1,0, R)
Q@ 0g2# | 0(q2, B) = (92,0, R)

B) |0 0
1 1
“ #
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Exemplo

Continuacdo

Passo | Lista A | Lista B | Origem
(4) | Ogs30 q3

Ogs1 q3

1430 q3

1gsl q3

Ogs q3

lgs q3

q30 q3

g3l q3
(5) | ## | #
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Exemplo

Continuacdo

» A solucdo para essa instancia MPCP comeca com o primeiro par
(passo 1):

B #q01#
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Exemplo

Continuacdo

» Para continuar, é necessario que o préximo par da lista A seja prefixo
da cadeia ¢101#;

» O par (¢10,1g2) é selecionado (passo 2):

A 1 #q10
B #q101#1q2
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Exemplo

Continuacdo

» Para continuar, é necessario copiar o restante da configuracdo até

alcancar o estado ¢o;
» Os pares (1,1), (#,#) e (1,1) sdo selecionados (passo 3):

A #qlol
B #q0141¢21

A o #q014
B #q101#1q214#

A o #Hq01#1
B 1 #q01#1g214#1
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Exemplo

Continuacdo

» Para continuar, é necessario que o préximo par da lista A seja prefixo
da cadeia go1#1;

» O par (¢21,0q1) é selecionado (passo 2):

A o #H#q01#1go1
B #q101#1¢21#10q;
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Exemplo

Continuacdo

» Em seguida, pode-se copiar 2 (#1) ou 3 (#10) simbolos antes de
aplicar uma nova transicdo;

» No entanto, a insercdo de 3 simbolos impede o desenvolvimento das
cadeias, pois ndo existem pares na lista A que sejam prefixo de ¢1#10:

A o #Hq01#1g1#10
B i #q:101#1g21#10¢: #10
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Exemplo

Continuacdo

» Isso acontece porque a préxima movimentacdo de M é para a
esquerda e, portanto, o simbolo & esquerda de ¢; é necessario para

fazer a escolha do par correto nesse caso;
» Deve-se copiar apenas 2 simbolos (# e 1), resultando em:

A o H#q01#1ga1#1
B #q101#1q21410q1#1
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Exemplo

Continuacdo

» Para continuar, é necessario que o préximo par da lista A seja prefixo
da cadeia Ogi#1;

» O par (0g1#, g2014) é selecionado (passo 2):

A ¢ #q01#1¢21#10g: #
B i #q101#1¢g21#10q1 #1g201#
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Exemplo

Continuacdo

» Para continuar, pode-se selecionar o par (1,1) (passo 3) ou entdo
selecionar o par (1¢20, g310) (passo 2);

» Como a primeira escolha impede o desenvolvimento futuro das
cadeias, deve-se optar pela segunda alternativa e o resultado é:

A o #q10141g21410q1#1g20
B #q101#1q21910q1#1g2014£q310
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Exemplo

Continuacdo

» Esse ponto corresponde a entrada de M num estado de aceitagdo (g3);

» Portanto, s3o iniciados os procedimentos para tornar as cadeias
idénticas;

» Antes, porém, sdo selecionados os pares (1,1) e (#, #):

A ¢ #q1014#1q21#10g1 419201
B #q10141q21910q1#192014£¢3101

A o #q10141g21410q1 #1g2014
B i #q101#1g21#10q1 #1q201#q3101#
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Exemplo

Continuacdo

» Para continuar, é selecionado o par (g31, ¢3) (passo 4):

A o #q10141g21410q1 #1g2014¢31
B i #q01#1qo1#10q1 #1¢201#¢31014q3

» Copiando os simbolos 0, 1 e # (passo 3):

A o #q01#1q21#10g1#1q2014#q31014
B #q10191q214£10q1 #1q2014£q31014#q3014
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Exemplo

Continuacdo

» Para continuar, é selecionado o par (¢30, g3) (passo 4):

A o F#q1014#1g21410q1 #1g2014£¢31014£¢30
B #q101#1q21#10q1#192014¢3101#¢301#q3

» Copiando os simbolos 1 e # (passo 3):

A o F#q101#1q21#10q1 #1q201#q31014¢301#
B i #q10191q21#10q1#1g2014q31014q3014#q314#
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Exemplo

Continuacdo

» Para continuar, é selecionado novamente o par (gs1, g3) (passo 4):

A o #q10141g214£10q1 #1q2014¢31014#q3014#¢31
B #q101#1q219£10q1 # 192014 q3101# 93014 q314q3

» Copiando o simbolo # (passo 3):

A o #q10141g219£10q1 #1q201q31014q301#q3 14
B i #q10191q21#10q1#1q2014q31014q301#q31#q3#
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Exemplo

Continuacdo

» Para terminar, é selecionado o par (g3#+#, #) (passo 5):

A ¢ #q101#1q21#10q1 #1201 q3101#q301# g3 1# g3 ##
B #q10191q21#10q1#1q2014q31014#q3017£q31#q3#F#

» As cadeias s3o idénticas e P tem solucdo.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

Para provar que a construcdo proposta & uma reducio, é necessario
(considerar P obtido a partir de M, w conforme visto anteriormente):
© Provar que se (M, w) € L,, entdo P é uma instadncia MPCP com
soluc3o;

© Provar que se P é uma instancia MPCP com solucdo, ent3o
(M, w) € Ly,.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

Se (M,w) € L,, entdo P é uma instancia MPCP com solug¢go:
» Iniciar a simulacdo com o par 1,

» Usar os pares do passo 2 para representar mudancas movimentacdes
de M e pares do passo 3 para copiar simbolos da fita e # conforme
necessario;

» Se M entrar num estado de aceitacdo, usar os pares do passo 4 e
depois o par do passo 5 para permitir que as cadeias fiquem idénticas;

» Logo, se (M,w) € L,, entdo P tem solugdo.
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

Se P é uma instancia MPCP com solugdo, entdo (M, w) € Ly:

» Por se tratar de MPCP, a solucdo parcial comeca com:

A . #
B Fqow#
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PCP

Reducdo de L, para MPCP

» Enquanto M n3o entra em um estado de aceitacdo, apenas os pares
dos passos 2 e 3 pode ser usados, e as cadeias possuem o formato
geral (observar que |zy| > |z]):

Az
B : zy

> Se existir uma solucdo, entdo isso significa que, em algum momento,
os pares do passo 4 terdo sido usados;

» Logo, se P tem solucdo, entdo M entra em um estado de aceitacio,
ou seja, M aceita w e (M,w) € L,.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problema AM Bgro

Determinar se uma gramatica livre de contexto G qualquer é ambigua:

AM Bgre = {(G) | G & uma GLC ambigua}

Teorema: AM Bgrc é indecidivel.
Prova:

» Por reducdo a partir de PCP.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problema AM Bgro

Construcdo de uma GLC G a partir de uma instincia PCP P, tal que
P tem solu¢do < G é ambigua:

» Seja P = (A, B) sobre ¥;
> A= wi,wo, ..., w;
» B=ux1,x9,...,Tf;

» Seja G4 uma GLC que gera uma linguagem L 4 sobre
Y =Y U{ay,azg,...,a}:

A — wlAal\ngag\...\kaak

A — wlal\w2a2|...|wkak

» q; representa o indice ¢ usado para selecionar o par correspondente.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problema AM Bgrc

A linguagem L 4:
» Suas sentencas tem a forma geral:
Wiy Wigy .. Wy, Qg+ o Qi g

comm>1el <iq,ig, .., tm < k.

» L4 & ndo-ambigua (todas as suas sentencas possuem uma (nica
seqiiéncia de derivacdes mais a esquerda).
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problema AM Bgro

Seja G uma GLC que gera uma linguagem Ly sobre
Y =XYU{ai,ag,...,ax}:

> A=wi,wo, ..., Wk;

» B =ux1,x9,...,Tk;

> GB:

B — xlBa1|$gBa2\...\ajkBak

B — r1a1 |a:2a2|...|a:kak

» q; representa o indice ¢ usado para selecionar o par correspondente;

» Lp é ndo-ambigua.

Marcus Ramos (UNIVASF) Decidibilidade 1 de julho de 2016 242 / 269



Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problema AM Bgro

Construcdo de uma GLC G zp a partir de G4 e G, que por sua vez foram
construidas a partir de P:

> Seja G4 = ({A} U, Y, Py, A);
» Seja Gp = ({B}UX ¥, Pg,B);

» Construir G4 =
({S,A,Byuy ¥ PsUPgU{S — A S — B},S)

> L(GAB) =LsULBg.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problema AM Bgro

Para provar que a construcdo proposta & uma reducio, basta provar que:
© Se a instancia PCP P tem solucdo, entdo G é ambigua;

© Se GG é ambigua, entdo a instancia PCP P tem solu¢3o.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problema AM Bgro

Se GG é ambigua, entdo P tem solu¢3o:
1. Considere G = G zp;

2. Se G & ambigua, entdo existe pelo menos uma cadeia o com duas ou
mais derivacdes mais a esquerda em L(G);

3. Como, por construcio, G4 e Gp sdo ndo-ambiguas, entdo as duas
derivacdes para o devem ser:

S=A=..=«
S=B=..=>«a

No entanto, o« = Wiy Wiy oo Wiy, A oe Qi Gy = Ly Lijgeen L, Ao v o Qi Gy
Portanto, w;, wy,...w;,, = Ti, Tiy.--Ti,,

Logo, P tem uma solucdo i1,42, ..., im-
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problema AM Bgrc

Se P tem solucdo, entdo GG é ambigua:
1. Considere G = Gap;
2. Suponha que i1, 9, ..., in, Seja uma solucdo para P;

3. Considere as seguintes derivagdes em G:

S = A= wilAail = wilwiQAaiQail = ...
= wilwiQ...wim_lAaim_l...aiQail

Wiy Wiy .. Wy, 1 Wiy, A Qg 4 oo Qg Qg

B= xilBail = xilxiQBaiQail = ...

Li1 Ljg oLy 4 Baim_l celhjo Qg

L

L1 Lijg oLy 1 Ly Qi Qi 4+ - Qi Ay
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problema AM Bgro

Como iy, 9, ..., iy, € uma solugdo, entdo wj, wy,...w;,, = Ti, Tiy...Ti,,

5. Como as cadeias sdo idénticas, e como elas foram geradas de formas
distintas, usando apenas derivacdes mais a esquerda, entdo G é
ambigua.

Como PCP reduz para AM Bgrc e PCP é indecidivel, entdo AM Barc é
também indecidivel.

Marcus Ramos (UNIVASF) Decidibilidade 1 de julho de 2016 247 / 269



Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Exemplo

» Seja P a seguinte instancia PCP sobre {a,b}:

Lista A | Lista B
w; xX;

1| aaa aa

2 ‘ baa abaaa

» Considerar X = {a,b,a1,a2} e Ga:
A — aaaAaq|baaAaz|aaaar |baaasy
» Considerar X' = {a,b,a1,a2} e Gp:

B — aaBaj|abaaaBag|aaa;|abaaaas
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Exemplo

» Considerar ¥/ = {a,b,a1,a2} e Gap:

S — AlB
A — aaaAa|baaAasz|aaaar|baaasy

B — aaBaj|abaaaBaslaaa;|abaaaasy
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Exemplo

Continuacdo

P tem solucdo = G 2op é ambigua:

» A seqiiéncia 121 é uma solucdo para P;

v

Considerar wiwowiajasay € Ly e x1xox1010201 € Lp;

v

Como 121 é soluc3o, entdo wiwow = x1T2271 €, portanto,
wWiwwWi1a1a2a1 = r1x2x1a10201 = aaabaaaaaalagal;

v

No entanto, existem duas derivacdes mais a esquerda distintas para
essa cadeia em G p:

S = A = aaaAa; = aaabaaAasa; = aaabaaaaaaiasay

S = B = aaBai = aaabaaaBasa, = aaabaaaaaa;asaq

v

Portanto, G4p é ambigua.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Exemplo

Continuacdo

G op € ambigua = P tem solucio:
» Seja cadeia aaabaaaaaaiasay € Lap;

» Essa cadeia tem duas derivacdes mais a esquerda distintas:

S = A = aaaAa; = aaabaaAasa; = aaabaaaaaaiasaq

S = B = aaBa1 = aaabaaaBasa; = aaabaaaaaaiasaq

» Da primeira derivacdo, pode-se concluir que aaabaaaaa = wywswy;
» Da segunda derivacdo, pode-se concluir que aaabaaaaa = x1xo21;

» Portanto, P tem uma solugdo (121).
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Complemento de uma linguagem de lista

» L4 e Lp s3o linguagens livres de contexto;
» Deseja-se provar que L4 e Ly sdo também livres de contexto;

» Linguagens livres de contexto ndo sdo fechadas em relacdo a
operacdo de complementcio;

» Esses resultados permitirdo a demonstracdo de que outros problemas
acerca das linguagens livres de contexto sdo também indecidiveis.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

LaélLLC

Teorema: Seja L4 uma linguagem para a lista A de uma instancia PCP P
sobre X U {ay,as, ...,ax}. Entdo L4 é também livre de contexto.

Prova:

Sera apresentado um autémato de pilha deterministico M, com critério de
aceitacdo estado final, que reconhece L 4.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

LaélLLC

1. Enquanto M encontrar apenas simbolos de ¥ na entrada, ele os insere
na pilha. Se a cadeia de entrada esgotar, M aceita pois todas as

cadeias de ¥* € Ly;
2. Verificar se o préximo simbolo da cadeia de entrada é a;; se n3o &,

aceitar;
3. Desempilhar |w;| simbolos do topo da pilha; se ndo houverem |w;|
simbolos na pilha, aceitar; se houverem, verificar se eles correspondem
a waR:
(a) Em caso negativo, entdo a cadeia de entrada certamente no pertence
a L 4. Nesso caso, M deve esgotar a leitura dos simbolos da cadeia de
entrada e ir para um estado de aceitacio;
(b) Em caso afirmativo, e se a pilha ainda n3o esta vazia, ir para 2;
(c) Em caso afirmativo, e se a pilha esté vazia, a cadeia analisada até o
momento pertence & L 4. A aceitacio ou rejeicdo de M estarad

condicionada a presenca de novos simbolos no final da cadeia.
4. Se houverem outros simbolos de ¥ na cadeia entrada, aceitar. Caso
contrério, rejeitar.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Exemplo

Seja ¥ = {0,1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:

Lista A | Lista B
) Wy ZT;
11 111
2 | 10111 10
3110 0

A — 14a4|10111Aas|10Aas|1a;|10111a2|10as
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Exemplo

» A cadeia 10111 \19/@3&2 ¢ L4, pois M:
w2 w3
Empilha 1011110;
Quando encontra a3, desempilha |ws| = 2 simbolos, 109;
Verifica que o102 = 01 = w?;
Quando encontra as, desempilha |ws| = 5 simbolos, 01020304075;
Verifica que 0102030405 — 11101 = U}g;
Como nio ha outros simbolos na cadeia de entrada, a cadeia pertence

a L4 e portanto M a rejeita.

000000
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Exemplo

» A cadeia 10111_10 asas € L4, pois:
—
wa w3

© Empilha 1011110;

© Quando encontra ay, desempilha |ws| = 5 simbolos, o102030405;

© Verifica que 0102030405 = 01111 # wf e aceita a entrada.
» A cadeia azap 10111 _10 € Ly, pois:

—
wo w3
@ Naio existem simbolos na pilha para verificar depois de encontrado as.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Exemplo

» A cadeia 10111 \19/&3&2&1 € Ly:
w2 w3
© Empilha 1011110;
© Quando encontra as, desempilha |w3| = 2 simbolos, 102;
© Verifica que 0102 =01 = w?;
© Quando encontra az, desempilha |wz| = 5 simbolos, o1020304075;
e Verifica que 0102030405 — 11101 = U}g;
@ Quando encontra a;, M aceita a entrada.
» A cadeia 10111 10 € Ly:
—— =
w2 w3
© Empilha 1011110;
@ Como nio encontra nenhum a;, a entrada é aceita.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Exemplo

» A cadeia 11111 ap € Ly:
—
?
© Empilha 11111;
© Quando encontra ay, desempilha |wy| = 5 simbolos, o1020304075;
© Verifica que 0102030405 = 11111 # wf e aceita a entrada.

» A cadeia 1111 1 ajas € Ly:
=~
? w1
© Empilha 11111;
© Quando encontra a;, desempilha |w;| = 1 simbolos, o7;
© Verifica que 07 = 1 = wf;
© Quando encontra ag, tenta desempilhar |ws| = 5 simbolos, mas
existem apenas 4 deles na pilha;

© M aceita a entrada.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problemas

Sejam (1, G2 gramaticas livres de contexto quaisquer e R uma expressdo
regular qualquer. Os seguintes problemas s3o indecidiveis:

G1) N L(Gy) =07

G1) = L(G2)?

G1) = L(R)?

G T* para algum alfabeto 77
G1) C L(G2)?

R) C L(G1)?

~— ~— ~— ~—
Il ||

N

L(
L(
L(
L(
L(
L(
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Problemas

Serdo feitas reducdes de PCP para cada um desses problemas:
» Seja X o alfabeto da instancia PCP P considerada;
» Seja I = {a1,aq,...,ax};

» La,Lp,La e Lp sdo linguagens livres de contexto construidas sobre
P;
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

Observacdes

Considere P uma instancia PCP sobre X com listas A e B. Ent3o:
» Se P tem solucido, entdo L N Ly # 0;

» LoN Lpg, sobre ¥ U I, contém todas as cadeias que representam
solucdo para P;

» L4 N Lp contém tantas cadeias quantas sejam as solucdes distintas
para P;

» Se P n3o tem solucdo, entdo L4 N L = 0;

» LanLp=LaNLp;

» LaN Lpg, sobre ¥ U I, contém todas as acadeias que
ndo representam soluc3o para P;

(XU I)* contém todas as cadeias sobre (X U T).

v
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

INTgre = {(G1,G2) | G1 e G sdo GLCs e L(G1) N L(G2) = 0}

> Seja G1 = Gy;
» Seja G2 = Gp;
» Se existe w € L(G1) N L(G2), entdo existe solucdo para P;

v

O conjunto L(G1) N L(G2) contém todas as cadeias que
representam solucdes de P;

Logo, se P tem solucdo = L(G1) N L(G2) # 0;
Além disso, se P ndo tem solucdo = L(G1) N L(G2) = 0);
» Temos uma reducdo de P para INTqrc;

v

v

v

Portanto, INT,c e também INTq ¢ sdo indecidiveis.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

L(G1) = L(Gy)?

EQGLC = {(Gl,G2> | G1 e G2 sio GLCs e L(Gl) = L(Gg)}

» Seja G tal que L(G1) = Lo U L (LLCs sdo fechadas em relacdo a
unido);

» Seja G tal que L(G2) = (X UI)* (a linguagem é regular);

> Notar que L(G1) = LaULp = Ly (1 Ly;

» Portanto, L(G1) contém todas as cadeias que ndo representam
solucdo para P;

» L(G3) contém todas as cadeias sobre o alfabeto ¥ U I;
» Logo, P tem solu¢do < L(G1) # L(G2);

» Temos uma reducdo de P para EQcrc;

» Portanto, EQqrc e também EQqrc sdo indecidiveis.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

L(Gy) = L(R)?

EQcre/r = {(G1,R) |Gy € uma GLC,
R & uma expressdo regular e L(G1) = L(R)}

» |déntico ao caso anterior;
» Basta substituir G por R.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

L(Gy) = T*?

TOTgre = {(G1)|G1 € uma GLC e L(G;) = T*para algum alfabeto T'}

» Seja G tal que L(G1) = Lo U L (LLCs sdo fechadas em relacdo a
unido);

> Notar que L(G1) = L1 ULy = Ly N Ly

» Portanto, L(G1) contém todas as cadeias que ndo representam
solucdo para P;

» Logo, P tem solu¢do < L(Gy) #T%;

» Temos uma reducdo de P para TOTqrc;

» Notar que T'= X U {ay,az,...,ax} & o Gnico alfabeto sobre o qual
LU Lp pode corresponder a um fechamento;

» Portanto, TOT¢grc e também TOT¢q o sio indecidiveis.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

L(Gy) C L(Gy)?

SUBgrc = {(G1,G2) | G1 e Gy sdo GLCs e L(G1) C L(G2)}

v

Seja Gy tal que L(G1) = (X UI)*; L(Gy) contém todas as cadeias;

Seja G tal que L(Gs) = L4 U Lg; L(G2) contém apenas as cadeias
que ndo representam solucdo para P;

L(Gl) - L(GQ) = L(Gl) = L(GQ);
L(G1) € L(G2) & L(G1) # L(G2);

v

v

v
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

L(Gy) C L(Gy)?

SUBgrc = {{(G1,G2) | G1 e Gy sdo GLCs e L(G1) C L(G2)}

v

Logo, P tem solucdo = L(G7) contém pelo menos uma cadeia que
ndo pertence a L(Gy) = L(G1) # L(G2) = L(G1) € L(G2);

Além disso, P ndo tem solugdo = L(G3) contém todas as cadeias =
L(G1) = L(G2) = L(G1) € L(Ga);

» Temos uma reducdo de P para SUBgrc;

v

Portanto, SUBgc e também SU Bgrc sdo indecidiveis.

v
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs

L(R) C L(G1)?

SUBgrjarc = {(R,G1) | R € uma expressao regular,
G1 éuma GLC e L(R) C L(G1)}

» |déntico ao caso anterior;
» Substituir Gy por R;
» Substituir G5 por G.
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