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Introducdo

Caracteristicas

Sistema formal para representacdo de computacdes.
» Baseado na definicdo e aplicacdo de funcdes;

» Funcdes sio tratadas como objetos de ordem mais elevada, podendo
ser passados como argumentos e retornados de outras funcdes;

» Simplicidade: possui apenas dois comandos;

» Permite a combinacdo de operadores e funcdes basicas na geracdo de
operadores mais complexos;

» Mesmo na versdo pura (sem constantes), permite a representacdo de
uma ampla gama de operacdes e tipos de dados, entre nimeros
inteiros e variaveis légicas;

» Versdes n3o-tipada e tipada.
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Introducdo

Histéria

» Alonzo Church, 1903-1995, Estados Unidos;
Inventou o Calculo Lambda na década de 1930;
Resultado das suas investigacdes acerca dos fundamentos da
matematica;

» Pretendia formalizar a matematica através da nocdo de funcdes ao
invés da teoria de conjuntos;

> Apesar de ndo conseguir sucesso, seu trabalho teve grande impacto
em outras areas, especialmente na computacdo.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 5 / 150



Introducdo

Aplicacdes

Modelo matematico para:

» Teoria, especificacdo e implementacdo de linguagens de programacio
baseadas em funcdes, especialmente as linguagens funcionais;

» Verificacdo de programas;

» Representacdo de funcdes computaveis;
» Estudo da computabilidade;

» Teoria das provas.

Foi usado na demonstracdo da indecidibilidade de diversos problemas da
matematica, antes mesmo dos formalismos baseados em maquinas.
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Introducdo

Motivacdo

Considere a expressdo x — 1. Ela pode ser formalizada, na notacdo
matematica usual, através de funcdes com um {nico pardmetro:

> f(x) =z —y, ou

> g(y) =z —y.
ou, ainda:
» f:x—x—1y,ou

> gry— T —y.

Por exemplo:
» f(0)=0—y, ou
> f)=1-y.
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Introducdo

Motivacdo

Representacdo dessas funcdes na linguagem lambda:
» f=Ax.x—y, ou
> g=)\y.x —y.

A aplicacdo da fun¢do a um argumento é representada pela justaposicdo da
funcdo ao argumento:

» (Az.z —y)(0) =0—y, ou
> Azz—y)(l)=1-—y.
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Introducdo

Motivacdo

Funcdes com maltiplos pardmetros:
» h(z,y)=x—y, ou
> k(y,z) =x —y.
Podem ser representadas na linguagem lambda como:
» h=Azy.x —y, ou
> k= Ayx.x —y.
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Introducdo

Motivacdo

Tais funcdes, no entanto, podem também ser representadas como funcdes
que retornam outras funcdes como valores:

b = Az (O\y.(z — )
De fato, para cada a temos:
h*(a) = (Az.(Ay.(z — y))(a) = Ay.(a — y)
Para cada par a e b temos:
(h*(a))(b) = ((Az.(Ay-(z = y))(a))(b) = (Ay.(a —y))(b) = a — b= h(a,b)

Portanto h* representa h e, de forma geral, todas as funcdes com miltiplos
pardmetros podem ser representadas através da combinacdo de funcdes
com um (nico parametro.
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Introducdo

Funcdes computaveis

No Calculo Lambda, diz-se que uma funcdo F' : N — N é computavel se e
somente se existir uma expressao-lambda f tal que:

Ve,ye N,F(z) =y < fr =5y

Trata-se apenas de uma das formas possiveis de se definir computabilidade,
como é o caso da Maquina de Turing, de outras maquinas, e das funcdes
recursivas. A equivaléncia desses formalismos foi demonstrada.
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Linguagem lambda

Definicdo

Um A-termo (também chamado de expressdo lambda) é definido de forma
indutiva sobre um conjunto de identificadores {z,y, z,u,v...} que
representam variaveis:
» Uma variavel (também chamada “4tomo”) é um A-termo;
» Aplicacdo: se M e N sdo A-termos, entdo (M N) é um A-termo;
representa a aplicacio de M a N,
» Abstracdo: se M é um A-termo e = & uma variavel, entdo (\z.M) é
um A-termo; representa a fun¢do que retorna M com o pardmetro x;
A linguagem lambda é composta de todos os A-termos que podem ser
construidos sobre um certo conjunto de identificadores; trata-se de uma
linguagem com apenas dois operadores: aplicacdo de funcdo a argumentos
e abstracdo.
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Linguagem lambda

Gramatica

(TT)
(AV.T)

N 949 <

A
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Linguagem lambda
Exemplos

S3o exemplos de A-termos:
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Linguagem lambda

Associatividade e precedéncia

Para reduzir a quantidade de parénteses, sdo usadas as seguintes
convencoes:

» AplicacBes tem prioridade sobre abstracdes;
» Aplicacdes sio associativas a esquerda;
» Abstracdes sdo associativas a direita.
Por exemplo:
> \z.PQ denota (\x.(PQ)) — e ndo ((A\z.P)Q);
» MNPQ denota (((MN)P)Q);
> Azyz.M denota (Az.(Ay.(Az.M)))

O simbolo = sera usado para denotar a equivaléncia sintatica de A-termos.
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Linguagem lambda
Exemplos

> ayz(yr) = (((«
> \x.(uxy) = (Az.
> \uau(dr.y) = (\u ( ))
> uz(yz)(Av.vy) ))
> (\zyz.xz(yz))uv
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Linguagem lambda
Comprimento

O “comprimento” de um A-termo M — lgh(M) — & o namero total de
ocorréncias de atomos em M.

» Para todo atomo a, lgh(a) = 1;
> lgh(MN) = lgh(M) + lgh(N);
> lgh(Az.M) = 1+ lgh(M)
Se M = z(\y.yux) entdo lgh(M) = 5.
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Linguagem lambda

Ocorréncia

Sejam P e () dois A-termos. A relagdo P “ocorre” em () (ou ainda, P estd

contido em @, @ contém P ou P é subtermo de Q) é definida de forma
indutiva:

» P ocorre em P;
» Se P ocorre em M ou em N, entdo P ocorre em (MN);
» Se P ocorre em M ou P = x entdo P ocorre em (Az.M).

No termo ((xzy)(Az.(xy))) existem duas ocorréncias de (xy) e trés de x.
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Linguagem lambda

Exemplos

» As ocorréncias de xy em Azy.xy sdo Axy.xy = (Ax.(Ay.( zy ))).
~—

» As ocorréncias de uv em x(uv)()\u.v(\u}b))uv sdo
((((z(uw)) (Au-(v(uv))))u)v).

» O termo Au.u ndo ocorre em Au.uv pois \u.uv = (Au.(uv)).
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Linguagem lambda

Para uma paticular ocorréncia de \xz.M em P, a ocorréncia de M é
chamada de “escopo” da ocorréncia de Az a esquerda.
Exemplo: seja

P = (A\yyz(Ax.y(Ay.z)z))vw

» O escopo do Ay mais a esquerda é yz(Az.y(A\y.2)x);
» O escopo do Az é y(\y.z)x;

» O escopo do Ay mais a direita é z.
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Linguagem lambda

Variaveis livres e ligadas

A ocorréncia de uma variavel £ em um termo P é dita:
> “Ligada” se ela estd no escopo de um Az em P;
> “Ligada e ligadora” se e somente se ela é 0 z em Az;

» “Livre” caso contrério.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 21 / 150



Linguagem lambda

Variaveis livres e ligadas

» Se x tem pelo menos uma ocorréncia ligadora em P, x é chamada de
“varidvel ligada” de P;

» Se x tem pelo menos uma ocorréncia livre em P, x é chamada
“variavel livre" de P;

» O conjunto de todas as variaveis livres de P chamado FV (P);

» Um termo que nao contém variaveis livres € chamado “fechado”.
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Linguagem lambda
Variaveis livres e ligadas

Para determinar F'V(P):
» FV (o) = {0} se o & variavel;
» FV (o) =0 se o & constante;
> FV((MN)) =FV( )U FV(N);
> FV((Ax.M)) = FV(M) — {z}.
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Linguagem lambda

Exemplo

Considere o termo zv(Ayz.yv))))w) =

(((z0) Ay (Az.(yv))))w)

» O x mais a esquerda é livre;
» O v mais a esquerda é livre;

» O y mais a esquerda é ligado e ligador;

» O dnico z é ligado e ligador;

» O y mais a direita é ligado mas n3o é ligador;
» O v mais a direita é livre;

» O Gnico w é livre.
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Linguagem lambda

Exemplo

Considere o termo P =

Ay.yx(Azr.y(Ay.z)z))vw

Todos os quatro y s3o ligados;

Os y mais a esquerda e mais a direita s3o ligadores;
O = mais a esquerda é livre;

O x central é ligado e ligador;

O x mais a direita é ligado mas ndo ligador;

z,v e w s3o livres.

vV Vv vV V. VY

Logo, FV(P) = {x, z,v,w}; z, nesse caso, & uma variavel ligada e
também livre de P.
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Substituicdes
Definicdo

Para todo M, N,z, [N/x]M é definido como o resultado da substituicdo
de toda ocorréncia livre de x em M por N, juntamente com a mudanca de
variaveis ligadas caso isso seja necessario para evitar colises.

=\y.P,sex ¢ FV(P),
= \y.[N/z]P,se x € FV(P) ey ¢ FV(N);
g | = A\z.[N/z][z/y]|P, se x € FV(P) ey € FV(N).
Nos casos (e)- (g) y # x; no caso (g), z € a primeira variavel ¢ FV(NP).

-~ 0 Q0 T o
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Substituicdes

Substituicdo de variavel ligada

Considere (i) Ay.z e (ii) Aw.z. Trata-se da mesma func¢do (fungdo
constante que retorna ), porém com diferentes argumentos.

i. Suponha [w/z]|(Ay.x). Entdo, [w/z](Ay.x) = Ay.w, pela aplicacdo da
regra (f), poisz € FV(z) ey ¢ FV(w);

ii. Suponha [w/x](Aw.z). Se a substituicdo fosse feita também pela
regra (f), entdo [w/z](Aw.z) = AMw.w. Mas Aw.w é a fungdo
identidade, e ndo a funcdo constante. Para evitar esse problema, a
aplicacdo da regra (g) produz
[w/x](Aw.x) = Az.[w/z][z/w]z = A\z.[w/z]r = A\z.w, e nesse caso
obtemos a mesma funcdo identidade. Observe que, nesse caso,

x € FV(zx)ewe FV(w).
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Substituicdes
Exercicios

Avaliar as seguintes substituicGes conforme as regras anteriormente
apresentadas:

> [(uv)/z](Az.2y)
> [(Ay.zy)/x](Ay.z(Az.x))
> [(uv)/z](A\y.z(Aw.vwz))
> [(Ay.vy)/z](y(Av.zv))
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Substituicdes

Solucdes dos exercicios

[(uv) /2] (Az.2y)
» Aplicacdo da regra (d): \z.zy
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Substituicdes
Solucdes dos exercicios

[Ow-y)/2] e (\z.2))
> Reescrita com todos os parénteses: [(Ay.(zy))/z](Ay.(x(Az.x)))
» Aplicagdo da regra (f), pois z € FV (z(Ax.z)) e y ¢ FV(x(Az.x)):
My (- () 2] (w(\e.2)))
» Aplicacdo da regra (c): \y.([A\y.(zy)/z]z)([A\y.(zy)/z](Ax.x))
» Aplicagdo da regra (a): Ay.(A\y.(zy))([M\y.(zy)/x](Ax.x))
» Aplicacdo da regra (e), pois = ¢ FV (z): Ay.((Ay.(xy))(A\z.x))
» Remocio dos parénteses desnecessarios: \y.(Ay.xy)(Azx.x)

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 30 / 150



Substituicdes

Solucdes dos exercicios

[uwv/z](Ay.x(Aw.vwz))
» Reescrita com todos os parénteses: [uv/x](Ay.(z(Aw.((vw)z))))
» Aplicagdo da regra (f), pois z € FV (z(Aw.((vw)z))) e y ¢ FV (uv):
Ay (fuv/z](z(Aw.((vw)z))))
» Aplicacdo da regra ([wv/z]z)([uv/z](Aw.((vw)x)))
(wv[ww/z](Aw.((vw)z)))
f), pois x € FV(Aw.((vw)z)) e w ¢ FV (uv):
(vw)z))))
¢): Ay-(uo(Aw.([uv/x](vw)[uv/x]z)))
b): Ay.(uwv(Aw.(vw[uv/x]z)))
> Aplicagdo da regra (a): Ay.(uv(Aw.(vw)(uv)))

c): Ay
» Aplicacdo da regra (a): \y
» Aplicacdo da regra

Ay (uv(Aw.([uv/z]

» Aplicacdo da regra

,-\,-\/\,-\,-\,-\

» Aplicacdo da regra

» Remocio dos parénteses desnecessarios: \y.uv(Aw.vw(uv))
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Substituicdes
Solucdes dos exercicios

[Ay.vy/z|(y(Av.av))

>

>

vV v vV vV V. VY

Aplicacdo da regra (c): ([\y.vy/zly)([\y.vy/z](Av.av))

Aplicacdo da regra (b): y([\y.vy/x](Av.zv))

Aplicacdo da regra (g), pois x € F'V(zv) e v € FV(Ay.vy):

y(Az.[dy.vy/z][z/v](xv))

Aplicagdo da regra (c): y(Az.[Ay.vy/x](([z/v]z)([z/v]v)))
(
(
(
(

(
Aplicacdo da regra (b): y(\z.[Ay.vy/z](x([z/v]v)))
(

): y(

) y(Az|

): y(Az.[Myoy/x](x2))
): y(

): y(

Aplicacdo da regra (a

y(Az(([Myvy/zlz)([My.vy/x]2)))
Aplicacdo da regra (a): y(Az.((Ay.vy)([Ay.vy/z]2)))
Aplicagdo da regra (b): y(Az.((A\y.vy)z))

Remoc3do dos parénteses desnecessarios: y(Az.(Ay.vy)z)

Aplicacdo da regra (c
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Substituicdes

Convers3o-«

Seja P um termo que contém uma ocorréncia de Ax.M e suponha que
y ¢ FV(M). A substituicdo de A\x.M por

Ny.[y/x]M

é chamada troca de varigvel livre ou ainda converso-a. em P. Se P pode
ser transformado em () por meio de uma série finita de conversdes-c,
diz-se que P e ) sdo congruentes ou entdo que P & a-conversivel para Q,
denotado

P=,0Q.
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Substituicdes

Exemplo de conversdo-a

Ary.x(zy) = dx.(A\y.z(zy))
=o Az.(Av.z(zv))
=0 Au.(Av.u(uv))

= Juv.u(uw))
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Substituicdes

Propriedades da conversiao-a

Para todos P,(Q e R:
» (reflexividade) P =, P;
» (transitividade) P =, Q,Q =, R = P =, R;
» (simetria) P =, Q = Q =, P.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 35 / 150



Reducdo-3

Definicdo

Um termo da forma:
(Ax.M)N

é chamado [3-redex, e o termo correspondente:
[N/ x| M

é chamado o seu contractum. Se um termo P contém uma ocorréncia de
(Ax.M)N e a mesma é substituida por [N/z]M, gerando P’, diz-se que
que ocorréncia redex em P foi contraida e que P [3-contrai para P’,
denotado:

P >18 P.
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Reducdo-3

Definicdo

Se um termo P pode ser convertido em um termo () através de um

namero finito de reducdes-3 e conversdes-«, diz-se que P [3-reduz para Q,
denotado:

PI>ﬁQ.
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Reducdo-3

Exemplos

(Az.z(zy))N >i1g N(Ny)
(Az.y)N >ig y
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Exemplos

Az.(Ay.yz)z)v >1g [v/z](Ay.yz)z) = (Ay.yv)z
15 [2/yl(yv) = 2v
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Exemplos

(Az.xx)(A\z.2T)

Marcus Ramos (UNIVASF)

>1g
>18
>1g
>18
ete.

[(Az.zx)/z](xx) = (Av.oz)(Az.2x)
[(Az.zx)/z](xx) = (Av.oz)(Az.2x)
[(Az.zx)/z](xx) = (Av.oz)(Az.2x)
[(Az.zx)/z](xx) = (Ar.zz)(Az.2x)
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Reducdo-3

Exemplos

(Az.zzy)(Ar.oxy) >ig (Av.ozzy)(Ae.ozy)y
>ig  (Av.zzy)(A\r.zzy)yy
15 (Av.zzy)(Ae.xzy)yyy
1 (Az.zzy)(Az.zzy)yyyy
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Reducdo-3

Forma normal

» Um termo () que n3o possui nenhuma reducdo-3 &€ chamado de forma
normal-{3;

» Se um termo P reduz-8 para um termo () na forma normal-g3, ent3o
diz-se que @ & uma formal normal-3 de P.
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Reducdo-3

Exemplos

> (Az.(A\y.yx)z)v tem como forma normal-( zv;
> L= (Av.axy)(Ae.axy) >18 Ly >15 Lyy 15 ... ndo tem normal
normal-(3 pois trata-se de uma seqiiéncia infinita e n3o existe outra
forma de reduzir-/3 a expressio;
» P = (Au.v)L possui as seguintes reducdes:
» P= (M)l g [L/ulv =0,
» Prig (Auww)(Ly) >1g (Awv)(Lyy) >ig .
Portanto, P tem forma normal-3 e também uma seqiiéncia infinita de
reducdes.

» (Az.zz)(A\x.xx), também conhecido como (2, ndo possui forma
normal-3, pois ele reduz sempre para si mesmo e ndo ha outra reducio
possivel.
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Reducdo-3

Interpretacdo

Expressdo lambda:

» Representa um programa, um algoritmo, um procedimento para
produzir um resultado;

Reducio-(:

» Representa uma computacdo, a passagem de um estado de um

programa para o estado seguinte, dentro do processo de geracdo de
um resultado.

Forma normal:

> Representa um resultado de uma computacdo, um valor que n3o é
passivel de novas simplificacdes ou elaboracdes.
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Exercicios

Reduzir os seguintes termos para formas normais-{3:
> (Az.zy)(Au.vuu)
> (Azy.yx)uv
> (Az.z(z(yz))z)(Au.uv)
> (Az.zzy)(Ay.yz)
> (Azy.zyy)(Au.uyz)
> (Aryz.zz(yz))((Avy.yz)u)(Azy.yz)v)w
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Reducdo-3

Solucdes dos exercicios

(Az.zy)(Auwvuu) >ig [Awovu/z](zy) = (Auvuu)y

> [y/ul(vun) = vyy
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Solucdes dos exercicios

Azy.yx)uw = (Az.(A\y.yx)u)v

(M. Ayyz)u)v > ([u/z](Ay.yz))v = (Ay.yu)v
—— ~——

1 [v/yl(yu) = vu
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Reducdo-3

Solucdes dos exercicios

(Ax.x(x(yzl)x)(Au.uv) >ig  [(Auwuw)/z](x(x(yz))z)
= (Av.uww)((Au.uww)(yz))(Au.uw)
g Qas)([(y2) /] (w0)) ewuv)
= (Auw.uww)((yz)v)(Au.uv)
> ([((y2)v)/u](uv))(Auw.uv)
((yz)v)v(Au.uv)
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Solucdes dos exercicios

(Az.zxy)(Myyz) Dig [(Ayyz)/z)(zzy) = (\y.yz)(Ay.yz) y
>1s [(Ayy2)/yl(y2)y = (A\y.yz)zy
——

> ([2/yl(y2))y = 22y

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 49 / 150



Reducdo-3

Solucdes dos exercicios

Azy.zyy) Auauyx) = (Az.(A\y.zyy)) (Au.uyz)

(Az.(Ay.zyy))Avuyz) i1 [(Avuyz)/z](Ay.cyy)

= [(Auwauyz)/z)(Az.xz2z2)
=  Az.(Auuyz)z z
—_———

15 Az([z/u](uyz))z
AZ.2YTZ

ou ainda:

Az.(Ay.zyy)) Mauyx) =4 (Av.(Aw.oww))(Au.uyz)

>5  Aw.wyrw
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Solucdes dos exercicios

No caso:
ayz.22(y2)) (Oay-ye)u)( gy o)
observar que:
> (Azy.yz)u = (Az.(Ay.yx))u >15 [u/z](Ay.yz) = Ay.yu
> (Azy.yx)v >1g Ay.yv
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Reducdo-3

Solucdes dos exercicios

(Azyz.zz(yz))((Avy.yz)u)((Azy.yz)v)w g
(Aryz.zz(yz))(Ay.yu) (Ay.yv)w =

Az Ay Az.xz(yz)) (Ay.yu) (Ay.yv)w >
[(Ay.yu) /x| (Ay-Az.22(y2)) (Ay.yv)w =
(Ay-Az.(Ay.yu)z(y2)) (Ay.yv) w 15

[(Ay-yv) [yl (Az.(Ay.yu)2(yz))w =
(Az.(Ay.yu)z((Ay.yv)2))w >1g

v~
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Reducdo-3

Solucdes dos exercicios

[w/z](Ay.yu)z((Ay-yv)2)) =
(Ay-yuw)w((Ay-yv)w) >15
———

[w/y](yu) (Ay.yv)w)
wu((Ay.yv)w) >1
———

—_

wu([w/yl(yv))
wu(wv)
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Reducdo-3

Teorema de Church-Rosser para >4

Se Prg M e P> N, entdo existe um termo T tal que:

M E>[3 T e N E>[3 T.
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Reducdo-3

Teorema de Church-Rosser para >3

A reducdo-f3 é confluente.
Conseqiiéncias:
» Uma computacdo no Calculo Lambda ndo pode produzir dois ou mais
resultados diferentes;

» Duas ou mais reducdes de um mesmo termo produzem a mesma forma
normal (o resultado da computa¢do independe do caminho escolhido).
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Reducdo-3

Teorema de Church-Rosser para >3

Corolério: Se P tem uma forma normal-3, ela é Gnica médulo =, ou seja,
se P possui formas normais-3 M e N, entdo M =, N.

Prova: Suponha que P >3 M e P >3 N, e que ambos M, N reduzem
para T. Como M e N n3o possuem redexes, entdo M =, T e N =, T,
ou seja, M =, N.
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Exercicios

Exercicio 1

Inserir os parénteses e s faltantes nos seguintes termos-)\ abreviados:
Q zx(xzxx)x;

Q vw(Axy.vz);

Q (\zy.x)uv;

Q w(Azyz.xz(yz))uw.
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Q wx(raw)r E(((ﬂfﬂf»’)(( z)x)));

Q vw(Axy.vr)
O (\xy.x)uv =

—~
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Exercicios

Exercicio 2

Marcar todas as ocorréncias de zy nos seguintes termos:
O (Azy.zy)zy;
O (\zy.xy)(zy);
O \xy.xy(zy).
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Solucdo do exercicio 2
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Exercicios

Exercicio 3

Indicar os termos dos exercicios 1 e 2 que contém algum dos seguintes
subtermos:

Q \y.zy;
Q y(zy);
Q A\zy.r.
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Solucdo do exercicio 3

QO M\y.xy:
(2.1): (((Az.((Ay-(zy)))))y);
(2.2): ((Az.((Ay-(2y))))(2y)).
9 y(zy):
Nenhuma ocorréncia.
O \zy.x = Az.(\y.x):
(1.3): (Az.(A\y.x)))u)v).
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Exercicios
Exercicio 4

Avaliar as seguintes substituicdes:
Q [vw/z|(z(Ay-yx));
Q [vw/z|(z(Az.yz));
Q [ux/z|(z(Ay.yr));
O [uy/z](x(Ay.yx)).

X

X
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w/a(Ayya)) = ((vw )( [ow/e)(ye))

((Uw) =
((vw)(Ay.([vw/z]y[vw/z]z))) E((v’w)()\y (y(vw))));

Q@ [vw/a)(z(Ma.ya)) = ([vw/alzlvw/a)(\r.yz)) =
(vwlvw/z|(Az.yz)) = (vw(Ax.yx));

Q [ua/a)(z(Nyya)) = ([ua/alefuz/a) \y.y)) =
((uz)[uz/z](Ay.yz)) = ((uz)(Ay.[uz/z|(yz))) =
((uz)(Ay.([uz/zlyuz/z]z))) = ((ux)(Ay.(y[uz/z]2))) =
((uz)(Ay-(y(uz))));

Q [uy/z|(x(\y.yx)) = ([uy/z|xluy/z](Ay.yx)) =
((wy)[uy/x)(Ay.yx)) = ((uy)(Az.Juy/z][z/y](yx))) =
((uy)(Az-[uy/z|([2/ylylz/yl))) = (uy)(Az.[uy/z](2[z/y]x))) =
((uy)(Az.[uy/z](22))) = ((uy) (Az.([uy/z]z[uy /z]2))) =
((uy)(Az.(z[uy/z]z))) = ((uy)(Az.(2(wy))))-
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Exercicios

Exercicio 5

Reduzir os seguintes termos para formas normais-{3:
O (\zy.zyy)uv;

Q (\zy.yz)(uv)zw;

QO (\zy.x)(Au.u);

Q (M\zyz.zz(yz))(Auv.u).
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Exercicios
Solucdo do exercicio 5
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Numerais de Church

Sistemas puro e aplicado

» No Calculo Lambda “puro” ndo existe representacdo para nimeros
inteiros, operacdes aritméticas, valores ou operadores |6gicos, entre
outros tipos de dados e operacdes usualmente encontradas em
linguagens de programacio de alto-nivel;

» No Calculo Lambda “aplicado” admite-se o uso explicito dos mesmos:
Az.x + 1

Az.x+1)3) >ig 3/z](z+1)=3+1=4

» E possivel, no entanto, representar tipos de dados e operadores
quaisquer usando o sistema puro, como demonstram os casos
apresentados a seguir.
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Numerais de Church

Numerais de Church

Definicdo

Para todo n € N, o “Numeral de Church” de n, denotado 7, € um termo-\
que representa n:

= \zy.z"y

onde:

é definido como:
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Numerais de Church

Numerais de Church

Exemplos

= Azy.y

= \ry.zy
Azy.x(zy)

= Azy.x(z(zy))

= Awy.a(z(z(ry)))

= Wl N = Ol
I
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Numerais de Church

Numerais de Church
Propriedade

Os Numerais de Church tem a propriedade de que, para quaisquer termos
FelX,

nFX >3 F'X,

Em outras palavras, o numeral de Church inserido na frente de uma
aplicagdo de uma funcdo ao seu argumento representa a aplicacio repetida
dessa funcdo o mesmo nimero de vezes.
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Numerais de Church

Numerais de Church
Propriedade

Exemplo:

2FX

|
— ~
—~
>
8
<
8
—~
: 8
<
N
B
=

>18

I
=
<
=
B
<
>~

> [X/y|F(Fy)
= F(FX)
= F2X
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Numerais de Church

Numerais de Church

Sucessor

O sucessor de um Numeral de Church pode ser obtido pela aplicacdo da
expressao:

suce := Auxy.x(uxy)

ao respectivo numeral. E facil provar que:

succn>gn+ 1.

De fato, basta obervar que:

(Auzy.z(uzy))n >g Aey.x(fzy) = Aey.xa"y = Az Ay.a"Tly =n+ L
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Numerais de Church

Numerais de Church

Sucessor

Exemplo:

succ 0 = (Auzy.z(uzy))(Ary.y)
15 [(Azy.y)/ul(Azy.z(uzy))
= (Aayz((Azy.y)zy)
>g  (Azry.xy)

= 1
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Numerais de Church

Numerais de Church
Adicdo

A adicdo de dois Numerais de Church pode ser obtida pela aplicacdo da
expressao:

add := \uvzy.ux(vry)

aos respectivos operandos. Nesse caso, temos que:

add m m>g m + n.

De fato, basta observar que:

(Awvzy.ux(vey))m 7 >g Aey.ma(ry) = Aey.mz(z™y)

= \ry.2™(2"y) = ey "y =m + n
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Numerais de Church

Numerais de Church

Exemplo:
add 12 =
>13
>
>18
>
=3

Marcus Ramos (UNIVASF)

(Awvzy.uz(vey))(Azy.zy)(Azy.z(zy))
((ay.zy) ] Oy (vry)) Oay.a(zy))
(Avzy.(Azy.zy)z(vey))(Azy.z(zy))
(Avzy.z(vay))(Aey.z(zy))
[(Azy.z(zy))/v](Aey.z(vay))

(A y))ry))

(

zy.x((Axy.x(x

(
Ary.x(x(zy)))
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Numerais de Church

Numerais de Church

Multiplicacdo

A multiplicacdo de dois Numerais de Church pode ser obtida pela aplicacdo
da expressio:

mult :== Auvz.u(vr)

aos respectivos operandos. Nesse caso, temos que:

mult mm >gm*n

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 79 / 150



Numerais de Church

Numerais de Church

Multiplicacdo

De fato, temos que:

(Auvz.u(vz))

Marcus Ramos (UNIVASF)

Az.(Au v.u™v)(Az.2"z)
Az.[Az.x"z/u](Av.u™v)
Ax. A v.(Az.x"z)™

Az .22 2)"H(Az.z™2)v)
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Numerais de Church

Numerais de Church

Multiplicacdo

Continuacio:

Az v (Az.2"2)"H(Aza™2)v) g Azdv.(Aza"2)™ Ha")
= Az w.(Az.z"2)" 2 ((\z.z"2)z™)
5 Az dv.(Az.a"z)" 2 (2" (z"))
= Az w.(Az.z"2)™ 2 (2 ))

>g Az v

= m*xn
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Numerais de Church

Numerais de Church

Multiplicacdo

Exemplo:

>1g AzAy.(Ay.z(zy)) (Ay-z(zy))y
>1g Az Ay.(Ay.z(zy))(z(zy)
>1g Az Ay.x(z(z(zy)))
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Numerais de Church

Numerais de Church

Exponenciacdo

A exponenciacio de dois Numerais de Church pode ser obtida pela
aplicacdo da express3o:
ExTP = Auv.vu

aos respectivos operandos. Nesse caso, temos que:

exp m m >z mn.
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Numerais de Church

Numerais de Church

Exponenciacdo

De fato, temos que:

(Auwvwvw) M7 g WM
= (Azaya2"y) m
>5 Ay.(m)"y
= y.(m(m(...(m(my)))))
>g  Ay.(m(m(...(m(Aw.y" w)))))
>s Ay mE(..Ow.y™ w))))
5 Ay (Aw.y™ w)
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Numerais de Church

Numerais de Church

Exponenciacdo

Exemplo:
ezp22 = (Audvou)2 2
> (Av.v2)2
>g 22
= Az y.a(xy))2
> Ay.2(2y)
= \y2((A\z ) z.x.(22))y)
>g Ay-2(Az.y(yz))
= y.(Az w.z(zw))(Az.y(yz))
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Numerais de Church

Numerais de Church

Exponenciacdo

Exemplo (continuagdo):

Ay. Az w.x(zw))(Az.y(y2))

>

YARY
w ™

Ay [Azy(yz) /=] (dw.z(zw))

Ay Aw.[Az.y(yz) /7] (z(rw))
Ay Aw.(Az.y(y2)) (Az.y(y2))w)
Ay Aw.(Az.y(y2)) (y(yw))

Ay Aw.Jy(yw)/z](y(yz))

Ay Aw.(y(y(y(yw))))

4

Marcus Ramos (UNIVASF)
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Numerais de Church

Numerais de Church

Outras operacdes

» Predecessor (n — 1 se n > 0 ou 0 caso contrario):
pred ;= AnAf x.n(AgAh.h(gf)) Au.z)(Au.u)
» Subtracdo (m — n se m > n ou 0 caso contrario):

sub := Am.\n.(n pred)m
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Numerais de Church

Numerais de Church

Expressdes compostas

Através da combinacdo das expressdes lambda anteriores, é possivel
representar expressdes aritméticas mais complexas, como é o caso de:

(22 4+4)%5

que é denotada:
mult (add (exp23)4)5=

(Awvz.u(vz)) (Awvzy.uz(vey)) (Auv.ou) 2 3)4) 5 >4 60.
~———
mult add erp
—_————
23
2344
(2344)%5
Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda
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Numerais de Church

Numerais de Church

Exercicios

Determinar:

» succ 1;

vV v v v Vv Y
3
=
)
=9
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Booleanos de Church

Booleanos de Church

Definicdo

O Calculo Lambda puro também permite a representacdo de valores e
operacdes logicas:
> true = \x.\y.x
(projecdo do primeiro argumento);
> false == \z.\y.y
(projecdo do segundo argumento);
Observar que false = 0.
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
)

and = Az \y.xyx
E possivel provar que:
and mn >3 m and n
De fato:

Az Ay.xyx) MR D>gm A m

» Se m = TRUF, entdo projeta como resultado o valor de n;

» Se m = FALSE, projeta como resultado o préprio valor de m.
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
)

Exemplos:

AT Y. t t t 14 t
(Az.Ay.xyx) true true >g true true true

>g true

(Az.Ay.xyx) false true g false true false
—

>z false
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
OR

or := Ax.\y.xxY

E possivel provar que:

rmmnb>gmorn
De fato:
Az y.zxy) MR >gm MmN

» Se m = TRUE, entdo projeta como resultado o préprio valor de m;

» Se m = FALSE, projeta como resultado o valor de n.
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
OR

Exemplos:

(Az.A\y.xzzy) true false > true frue false

>g true

(Az.Ay.xxy) false true g  false false true

>3 true
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
NOT

not := A\x.\y.\z.x2y

E possivel provar que:

not m >3 not(m)

De fato:
(Az. Ay Az.xzy) M D>g A\y.Az.mzy

» Se m = TRUE, entdo \y.\z.mzy >g A\y.\z.2 = false;
> Se m = FALSE, entdo \y.\z.mzy >g Ay.\z.y = true.
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
NOT

Exemplos:

(Az. Ay Az.xzy) true >g  Ay.Az.(true)zy
> AY.Az.z

= false
(Ax. Ay Az.xzy) false >g  Ay.Az.(false)zy

>g Ay.Az.y

= true
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
XOR

Tor = Ax. Ay Az w.x(ywz)(yzw)

E possivel provar que:

ormﬁbgmxorn
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
XOR

De fato:

Az Ay Az w.z(ywz)(yzw)) M 7 >g Az w.m(nwz) (Tzw)

» Se m = TRUE, entdo Az \w.m(nwz)(Mzw) B>g Az. w.nwz;

» Sen=TRUE, entdo Az.\w.nwz >g Az. w.w = false;
» Sen = FALSE, entdo Az.\w.nwz >g Az. \w.z = true.

» Se m = FALSE, entdo Az w.m(fwz)(Rzw) > Az \w.zw;

» Sen =TRUE, entdo A\z.\w.nzw D>g Az \w.z = true;
» Sen = FALSE, entdo Az.\w.nzw >g Az. w.w = false.
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
XOR

Exemplos:

Az Ay Az w.z(ywz)(yzw)) true false >3
Az w.true((false)wz)((false))zw g
Az w.(false)wz g

Az w.z = true
Az Ay Az w.z(ywz)(yzw)) false false >g
Az w. false((false)wz)((false))zw >g
Az w.(false)zw >g

Az waw = false
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
IF

if == Az \yN\z.xyz

E possivel provar que:
>gmsee=TRUE

3|

if e
ifemn>gnsee=FALSE

De fato:
Az Ay Azxyz) emn>gemn

» Se e = TRUF, entdo projeta m como resultado;
» Se e = FALSE, projeta n como resultado.
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Booleanos de Church

Booleanos de Church
IF

Exemplos:

Az Ay Az.xyz) true mMm >g lrue mn

ng

Az Ay Az.xyz) falsemn g falsemn
)
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Booleanos de Church

Booleanos de Church

Exercicios

Avaliar:
» and true false
» o false false
> ZTor false true
> o7 ( and True Jalse ) True:
» not ( Tor true ( not true )).
Construir expressbes lambda para os operadores:
» Implica¢do (=) (dica: usar not e or);

» Bi-implicacdo (<) (dica: usar and).
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Booleanos de Church

Booleanos de Church

Expressées compostas - ZERO

Através da combinacdo das expressdes anteriores, é possivel representar
fun¢des mais complexas, que fazem uso de valores e operadores |6gicos e
aritméticos simultaneamente, como é o caso da funcdo que testa se o
argumento é zero e retorna true ou false:

zero := Ax.z(\y. false) true.
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Booleanos de Church

Booleanos de Church

Expressées compostas - ZERO

De fato, para n = 0:

(Az. x()\y false) true) 0 >g
0 (\y.false) true =
false (A\y.false) true >g

true
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Booleanos de Church

Booleanos de Church

Expressées compostas - ZERO

E paran > 0:

(Az.z(\y.false) W) n g
7 (\y.false) true
Az w.2"w)(A\y. false)
(Aw.(Ay.false)"w)
)
)

m
Y
@

(. (Ay.Talse)" ™ (Ay.Talse)w)

tru

tru

true >g
true
(Aw.(\y.false)" ! Ffalse) true

U >

(Aw.(Ay.false) false) true g
(Aw.false) true g
false
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Booleanos de Church

Booleanos de Church

Expressées compostas - LEQ

Funcdo que testa se o primeiro argumento é menor ou igual que o segundo:

leq := Az \y.Zero (sub T 7).

De fato:
(Az.\y.zero (subT y)) mMm g
zero (submm) g
zero (m —n)
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Booleanos de Church

Booleanos de Church

Exercicios

Desenvolver expressées lambda para os seguintes operadores relacionais:
» gt (maior que);
> equal (igualdade);

» notequal (desigualdade).
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Igualdade-3

Definicdo

Um termo P é dito “(-igual” ou “(-conversivel” a um termo @), denotado
P =3 @ se e somente se () puder ser obtido a partir de P por uma
seqiiéncia finita (eventualmente vazia) de contra¢des-/3, contracdes-3
reversas € mudancas de variaveis ligadas.

Ou seja, P =3 (Q se e somente se existir [, ..., P,(n > 0) tal que:

(Vi<n—1)(P;>13 Piy1 ou Py >3 P ou P=, Py,
P() = P,
P,=Q.
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Igualdade-3

Definicdo

Exemplo

Sejam P = (Azyz.zzy)(Azy.z) e Q = (Azy.z)(Ax.z).
Entdo P =3 @, ou seja:

(Azyz.xzy)(Aey.x) =g (Azy.x)(Azr.2)
De fato, pode-se notar inicialmente que:

Azyz.azy)(Azy.x) =5 (Azyz.zzy)(Auv.uw)
D1 Ayz.(Auv.u)zy
D1 Ayz.(Av.z)y
>1g  AYz.2
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Igualdade-3

Definicdo

Exemplo

Além disso, que:

Azy.z)Ar.x) =,
>18

(Azy.z)(Aw.w)
Ay.(Aw.w)
Ayw.w

AYyz.z
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Igualdade-3

Definicdo

Exemplo

Finalmente, pode-se considerar Py, Py, P>, P3, Py, Ps, Py, Pr tais que:

P=PFP = (Azyz.zzy)(Azry.z)
P = (Azyz.azy)(Auv.u)
P, = JAyz.(Auv.u)zy
Py = JAyz.(dv.z)y
P = Ayz.z
P = \ywaw
Py = (Azy.x)Aw.w)

Q=P = (Azyz)Ar.x)

Para concluir que P =3 @, basta observar que Py =, Pi, P1 13 P,
P >13 P;, Ps >13 Py, Py =, P5, Fs >13 Pse Ps =, Pr.
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Igualdade-3

Lema: P =4 Q.P=.P,Q=,Q = F :ﬁQl'

Lema: M =3 M',N =g N' = [N/z]M =g [N'/z] M.
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Igualdade-3

Teorema de Church-Rosser para =4

Se P =3 @, entdo existe um termo T tal que:
PrgT e QpgT.

Dois termos (3-conversiveis representam a mesma operac3do, uma vez que
ambos podem ser reduzidos para 0 mesmo termo.
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Igualdade-3

Corolarios

Corolério: Se P =3 Q e @ é uma forma normal-/3, entdo P >3 @

Corolario: Se P =g (), entdo ambos P e () possuem a mesma forma
normal-3 ou entdo nenhum dos dois possui nenhuma forma normal-/.

Corolario: Se P e ) sdo formas normais-3 e P =3 (), entdo P =, Q.

Corolério (unicidade da forma normal): Um termo é [3-igual a no maximo
uma forma normal-3, a menos de mudancas de variaveis ligadas.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 114 / 150



Ponto fixo

Ponto fixo

Definicdo

O “ponto fixo" de uma funcdo f é o valor x tal que f(z) = z. Ou seja,
corresponde ao objeto que n3o se modifica pela aplicacdo da fun¢do. Uma
funcdo pode ter um, mais de um ou nenhum ponto fixo.

» A funcdo f(x) = 2 possui como pontos fixos os valores 0 e 1, pois
0?=0el1?=1;

» A funcdo f(z) =z + 1 ndo possui nenhum ponto fixo, pois
f(x) # z,Vz > 0;

» A funcdo f(z) = x * 2 possui como ponto fixo apenas o valor 0, pois
0x2=0.
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Ponto fixo

Ponto fixo

Existéncia

No Calculo Lambda, & possivel demonstrar que todo termo possui um
ponto fixo. Ou seja, para todo termo X existe um termo P, dependente de
X, tal que:

XP =3 P.

Além disso, esse ponto fixo pode ser obtido pela aplicacdo de um operador
Y, de tal forma que, para todo termo X, Y X & um ponto fixo de X.
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Ponto fixo

Ponto fixo

Teorema

No Calculo Lambda, existe um operador Y tal que, para todo termo z,
Yz =g 2(Yz) e maisforte ainda, Yz r>gaz(Y).

Prova:
» Basta considerar Y = UU, com U = Auz.x(uux).

Esse termo foi inventado por Alan Turing em 1937, e também é conhecido
por YTuring-
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Ponto fixo

Ponto fixo

Teorema

De fato:

Yr = (Audz.z(uux)))Uzx
> [U/ul(Ar.z(uuz))z
= (Azzx(UUz))x
>3 x(UUx)
= z(Yx)
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Ponto fixo

Ponto fixo

Teorema

Y7 uring ndo € o Gnico operador de ponto fixo conhecido. Exsitem outros,
entre 0s quais Y yrry—Ros. inventado por Haskell Curry:

YCurry—Ros = )\{L‘VV, V= )\yx(yy)

Exercicio: provar que Ycuyyry—Ros € um operador de ponto fixo, ou seja,
que YX =5 X (Y X) para todo termo X.
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Ponto fixo

Ponto fixo

Corolario

O seguinte corolario decorre do teorema anterior: no Célculo Lambda, para
todo termo Z e n > 0, a equacdo xy1ys...y, = Z, onde x,y1, Yo, ..., Yn S30
variaveis, pode ser resolvida para z. Ou seja, existe um termo X tal que:
[(X/x)(zy1y2..yn) = [X/2|Z
ou seja:
Xy1y2..yn = [ X/2]|Z.

Prova:
Basta escolher X = Y (A\zy1y2...yn-Z).

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 120 / 150



Ponto fixo

Ponto fixo

Corolario

De fato:
Xyiyo--Yn = Y(Azy1y2.-Yn-Z) Yy192--Yn
YF
>g  (Azyiy2..yn-Z2)(Y (Azy1y2..Yn-Z)) Y1Y2.--Yn

F(YF)
>3 (AY1Y2--Yn [Y A2y192.-Yn-Z) 2] Z)y1y2.. Yn
(A1y2.yn [ X/2) Z)y192-.-Yn
>g  (AY2.-Yn[X/2]Z)ya...yn

>p [X/2]Z

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 121 / 150



Recursdo

Ponto fixo

Aplicacéo

A importancia desse corolario reside no fato de que ele permite a resolucdo
de formulacdes recursivas, sendo atil na construcdo de termos lambda que
representam as fun¢des correspondentes. E importante observar:

» No Calculo Lambda as funcdes sdo anénimas, ou seja, elas ndo sdo
identificadas;

» Dessa maneira, ndo é possivel representar diretamente funcdes que
invocam a si mesmas;

» No entanto, a partir da equacdo de define a funcdo recursiva em
questdo, o uso operador de ponto fixo permite obter a expressio
lambda que representa tal funcio.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 122 / 150



Recursdo

DefinicBes recursivas

Exemplo - consumir argumento
Considere a definicio recursiva:

Ty =g T.

Essa equacdo representa uma funcio que “engole” o seu argumento. Pela
aplicacdo do corolério, a solucio em x dessa equacio é dada por:

X =Yy Z) =Y (A\zvy.x)
Para isso, basta considerar y; =y e Z = x. De fato:

Y(Azy.x)y >g (Azy.x)(Y(Avy.x))y
>5 (A (Y (Azy.z))y
>3 Y(Azry.x)
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Recursdo

DefinicBes recursivas

Exemplo - inverter argumentos

Considere a definicio recursiva:
TYz =g T2Y.

Essa equacdo representa uma funcio que inverte a ordem dos seus dois
argumentos. Pela aplicacdo do corolario, a solucdo em z dessa equagdo é

dada por:
X =Y A\ryy2.Z2) =Y (\xyz.azy)

Para isso, basta considerar y; = vy, yo = 2 € Z = zzy. De fato:

Y (Axyz.azy)yz >g (Aeyz.azy)(Y (Avyz.azy))yz
>3 Y(Aryz.wzy)zy
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Recursdo

DefinicBes recursivas

Exemplo - fatorial

Exemplo classico de definicdo recursiva:

1sen=0;

fat(n) = { n* fat(n —1) se n > 0.
Essa equacdo pode ser escrita como:

zy =g if (zeroy) 1 (mult y = (suby 1))
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Recursdo

DefinicBes recursivas

Exemplo - fatorial

A solucdo em x é obtida considerando-se Y (Azy;.Z), onde:

g o=y

7Z = if (zeroy) 1 (mult y z (suby 1))

ou seja:

Fat = Y (\ey.(i (ze70 y) T (mult y « (suby 1))) = YF
Z

F
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Recursdo

DefinicBes recursivas

Exemplo - fatorial

Exemplo: fat(3)

YF3 >3

F(YF)3 g

(Ay. if (zero y) T (mult y (YF)(suby 1)) 3 g
if (Zero3) 1 (mult 3 (YF)(sub31))) g

mult 3 (YF)2) >g

mult 3 (F(YF) 2) g

mult 3 (mult 2 (YF) 1)) g
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Recursdo

DefinicBes recursivas

Exemplo - fatorial

continuacio:

mult 3 (mult 2 (F(YF) 1

) Bp
mult 3 (mult 2 (mult 1 ((YF) 0))
0))
)

B>

)
)
) >g
)
)

mult 3 (mult 2 (mult 1 (F(Y'F)
mult 3 (mult 2 (mult 11
mult 3 (mult 2 1

mult 3

B>g
Bg
Bg
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Recursdo

DefinicBes recursivas

Exercicio

Obter uma expressdo lambda que calcula o n-ésimo termo da seqiiéncia de
Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...

f(1) =0

f2)=1
fn)=fn—1)+ f(n—2) paran > 3.
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Indecidibilidade

Histéria

» Os primeiros resultados acerca da indecidbilidade em toda a histéria
foram descobertos por Church através do Calculo Lambda;

» Eles tratam da inexisténcia de algoritmos para determinar (i) se duas
expressdes lambdas satisfazem A relacdo =4 (isto &, se elas
representam a mesma operacdo) e (ii) determinar se uma expressdo
lambda possui forma normal ou n3o;

» A partir desses resultados, Church foi capaz de deduzir a
indecidibilidade da légica de predicados pura de primeira ordem em
1936.
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Indecidibilidade

Histéria

» Com isso, ele respondeu uma questdo formulada por David Hilbert
anos antes (Entscheidungsproblem);

» Entscheidungsproblem: determinar a existéncia de um algoritmo que
decide se uma certa afirmacdo pode ser provada a partir de axiomas
usando as regras da |dgica;

» A demonstracdo a seguir foi feita por Dana Scott em 1963 e
redescoberta independentemente por Curry em 1972.
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Indecidibilidade

Namero de Godel

» Para um certo termo X, o “niimero de Gddel” desse termo, denotado,
gd(X)

é o numero natural que representa, de forma univoca, o termo X;

» A codificacdo é feita de tal forma que X pode ser obtido a partir de
gd(X), ou seja, a funcdo de codificacdo é injetora;

» O algoritmo usado por Gddel é baseado do Teorema Fundamental da
Aritmética, que atribui nimeros diferentes para os simbolos do
alfabeto, e depois utiliza o produto de niimeros primos para obter uma
representacdo Gnica para cada sentenca formada por tais simbolos;

» Existem outras maneiras de se fazer tal codificac3o.
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Indecidibilidade

Numeral de Church do Nimero de Godel

O “Numeral de Church do Nimero de Godel” de um termo X, denotado:
[X]

é definido como sendo o Numeral de Church correspondente ao Numero de
Goédel associado ao termo X, ou seja,
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Indecidibilidade

Numeral de Church do Nimero de Godel

Observar que:
» X é um termo;
» gd(X) é um nimero natural;
» [X] & um termo;
Exemplo:
Suponha que X = uv e que gd(uv) = 5. Ent3o:

[uv] = Az \y.z(x(z(z(xy))))
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Indecidibilidade

FuncGes auxiliares

Admite-se a existéncia das seguintes funcdes auxiliares:
> 7(gd(X),gd(Y)) = gd((XY));
Obtém o Nimero de Gédel de uma expressdo composta a partir da
composicdo dos Nimeros de Godel das expressdes componentes;

> v(n) = gd(m);
Obtém o Nimero de Gédel de um nimero inteiro representado como
Numeral de Church.

E considera-se que as mesmas sejam representadas, respectivamente, por
expressdes lambda correspondentes:

» 7 :=T, de tal forma que T[X|[Y] =5 [(XY)];

» 7 := N, de tal forma que N7 =3 [7].
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Indecidibilidade

Conjuntos recursivamente separaveis

Sejam A e B dois conjuntos de niimeros naturais quaisquer. Esse par de
conjuntos é dito “recursivamente separavel’ se e somente se existir uma
funcdo total ¢, definida sobre o dominio A U B, tal que:

neAd= én) =0

neB=¢n)=1

ou seja, o par A e B é recursivamente separavel se e somente se (i)
AN B =10 e (ii) existir um algoritmo que decida se um nimero qualquer
pertencente a A U B pertence a A ou B.
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Indecidibilidade

Conjuntos recursivamente separaveis

Sejam P e Q dois conjuntos de expressdes lambda quaisquer e suponha
que:

XePegdX)eA
e
X€eQe&gdX)eB
ou seja, A e B contém, respectivamente, os Nameros de Gédel das
expressdes contidas em P e Q.

> Diz-se que P e Q sdo recursivamente separaveis se e somente se A e
B também o forem;

» Um conjunto A (de expressdes ou de nimeros) é dito “recursivo” ou
“decidivel” se A e o seu complemento forem recursivamente separaveis.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda 27 de junho de 2012 137 / 150



Indecidibilidade

Fechamento na igualdade-(3

Um conjunto de termos A é dito “fechado em relacdo a operacio de
conversdo (ou igualdade)” se e somente se, para todos os termos X e Y:

(XeAde X=3Y)= (YA
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

“Nenhum par de conjuntos de termos lambda que sejam (i)
no-vazios e (ii) fechados em relacdo a operacio de conversdo, é
recursivamente separavel.”
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

Sejam A e B dois conjuntos de termos no-vazios e fechados em relacdo a
operacdo de conversdo. Suponhamos que eles sejam recursivamente
separaveis, ou seja, que exista uma funcio total ¢ tal que:

X € A= é(gd(X)) =0

XeB=¢(gd(X)) =1

Logo!, existe um termo F' que representa ¢. Ou seja,

X eA= F[X] =50

XeB=F[X]=51

LA equivaléncia entre funcdes recursivas totais e expressdes lambda & demonstrada
no capitulo 4 do livro de Hindley/Seldin.
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

Sejam A e B dois termos tais que A € A e B € BB e considere-se o termo
J, construido a partir de A e B, de seguinte forma:

J H[H]

H = MNy.DBA(F(Ty(Ny)))

com D = Axyz.2(Ky)x e K= Azy.z. D recebe trés argumentos e retorna
o primeiro se o terceiro for 0 ou o segundo se o terceiro for 1 (na verdade,
qualquer valor maior que 0). Ou seja,

DBAD =5 B

DBAT =4 A
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

De fato:
DBA0O = (Mryz.z2(Ky)z)BAO
—5 0 (KA)B
DBA1 = (\ryz.z2(Ky)z)BA1
T (KA)B
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

Por outro lado, é possivel demonstrar que:
J =3 DBA(F[J]).

De fato,
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

J = H[H]
= (\y.DBA(F(Ty(Ny))))[H]
=3 DBA(F(TTH|(N[HY)))
——

=p DBA(F(T[H][[H]]))

i
o
@

=

!

~

2Pela definicio de N.
3Pela definicso de T.
“Pela definicio de J.
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

Seja j = gd(J).
Ent3o, de acordo com a hipétese, ¢(j) =0 ou ¢(j) = 1.
Suponhamos que ¢(j) = 0.

Logo:
¢(j) =0 = F[J]=50
= J:ﬁB
= JeB
= () =1
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

Suponhamos, por outro lado, que ¢(j) = 1.
Portanto:

¢(j) =1

R
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

Conclus3o:

» Qualquer que seja o caso (¢(j) =0 ou ¢(j) = 1) temos uma
contradicio;

» Logo, a hipétese ndo pode ser verdadeira e os conjuntos A e BB
ndo sdo recursivamente separaveis.
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

Corolarios

» Se A é um conjunto de termos fechado em relacdo a operacdo de
converso, e tanto A quanto o seu complemento sdo nio-vazios,
entdo A nédo é decidivel;

Basta considerar como B o complemento de A, ou seja, o conjunto
dos termos que n3o pertecem 3 A.

Conclus3o:

N3o existe algoritmo para determinar se um certo termo pertence
ou ngo pertence a um conjunto de termos fechado em relacdo a
operacdo de conversio.
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

Corolarios

» O conjunto de todos os termos que possuem forma normal ndo é
decidivel;
Basta considerar esse conjunto como A e o seu complemento (termos
que ndo possuem formas normais) como B.

Conclusio:
N3o existe algoritmo para determinar se um certo termo possui
ou n3o possui forma normal.
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Indecidibilidade

Teorema da Indecidibilidade de Scott-Curry

Corolarios

> A relacdo =3 ndo é decidivel, ou seja, ndo existe funcdo total ¢ tal
que:
X =Y = ¢(gd(X),gd(Y)) =0

X #3Y = ¢(gd(X),gd(Y)) =1

Basta considerar A como o conjunto de termos conversivel a um certo
termo em particular (por exemplo, Y'), e B como o seu complemento.

Conclusdo:
Né&o existe algoritmo para determinar se dois termos representam
a mesma operacio.
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