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MotivaçãoDecidibilidade e complexidade
I A decidibilidade não impõe limites nos recursos que são necessáriospara se resolver um problema;
I Recursos: tempo e espaço (memória);
I Certos problemas decidíveis podem demandar quantidades exageradasdesses recursos, inviabilizando soluções que tenham interesse prático;
I A teoria da decidibilidade classi�ca os problemas em decidíveis (ousolucionáveis) e indecidíveis (ou não-solucionáveis);
I A teoria da complexidade classi�ca os problemas decidíveis emtratáveis e intratáveis.
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MotivaçãoDecidibilidade e complexidade
I O que são problemas tratáveis e intratáveis?
I Como identi�car problemas nessas duas categorias?
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Medição do tempo de execuçãoTempo de execução
Seja M uma MT determinística que pára sobre todas as entradas.

I O �tempo de execução�, ou �complexidade de tempo�, de M é afunção f : N → N, onde:
I n é o comprimento da entrada w;
I f(n) é o número máximo de transições que M executa ao processarqualquer entrada de comprimento n.

I Diz-se que M roda em tempo f(n);
I Diz-se que M é uma MT de tempo f(n).
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Medição do tempo de execuçãoTempo de execução
Seja M uma MT não-determinística que pára sobre todas as entradas.

I O �tempo de execução�, ou �complexidade de tempo�, de M é afunção f : N → N, onde:
I n é o comprimento da entrada w;
I f(n) é o número máximo de transições que M executaem qualquer ramo da sua computação ao processar qualquer entradade comprimento n.

I Diz-se que M roda em tempo f(n);
I Diz-se que M é uma MT de tempo f(n).
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Medição do tempo de execuçãoNotação O-grandeDe�niçãoSejam f, g : N → R
+.

I Diz-se que f(n) ∈ O(g(n)), ou ainda f(n) = O(g(n)), se existiremnúmeros inteiros e positivos c e n0 tais que:
∀n ≥ n0, f(n) ≤ c · g(n)

I Diz-se que g(n) é um �limitante superior assintótico� para f(n).
I Representa que f cresce mais lentamente do que g, a menos defatores constantes suprimidos.
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Medição do tempo de execuçãoExemplo
Seja f(n) = 5n3 + 2n2 + 22n + 6. Então, f(n) = O(g(n)) com
g(n) = n3, ou seja, f(n) = O(n3).Prova:

I Considere c = 6;
I Considere n0 = 6;
I Então, 5n3 + 2n2 + 22n + 6 ≤ 6n3,∀n ≥ n0.

f também é O(n4), O(n5) etc.
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Medição do tempo de execuçãoExemplo
No grá�co seguinte, as seguintes funções estão representadas:

I Em vermelho: 5n3 + 2n2 + 22n + 6

I Em azul: 6n3

I Em cinza: n4 e n2
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Medição do tempo de execuçãoExemplo
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Medição do tempo de execuçãoExemploSeja f(n) = n2. Então, f(n) não é O(n).Prova:
I Supor que n2 é O(n);
I Então, devem existir n0 e c tais que ∀n ≥ n0, n

2 ≤ c · n;
I Escolher n1 =máx(n0, 2 · c) (ou seja, n1 ≥ n0 e n1 ≥ 2 · c);
I Como n1 ≥ n0, então n2

1 ≤ c · n1;
I Dividir os dois lados da inequação por n1;
I Logo, n1 ≤ c;
I Mas isso é uma contradição, pois n1 foi escolhido para satisfazer

n1 ≥ 0 e n1 ≥ 2 · c;
I A hipótese é falsa e n2 não é O(n).Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 12 / 157



Medição do tempo de execuçãoNotação O-grandeDemonstrações
I Para provar que uma função f(n) é O(g(n)), deve-se portanto:1 Escolher valores para n0 e c;2 Provar que, ∀n ≥ n0, f(n) ≤ c · g(n).
I Para provar que uma função f(n) não é O(g(n)), deve-se:1 Provar que não existem n0 e c tais que ∀n ≥ n0, f(n) ≤ c · g(n).
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Medição do tempo de execuçãoNotação O-grandeFatos
Princípios gerais observados:1 Fatores constantes não importam:se f(n) = c · g(n), então f(n) é O(g(n)) para qualquer c > 0.2 Termos de ordem inferior não importam:se f(n) = akn

k + ak−1n
k−1 + ... + a2n

2 + a1n + a0, com ak > 0,então f(n) é O(akn
k) e também, pela regra anterior, O(nk).
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Medição do tempo de execuçãoExemplos
Exemplos dos princípios:1 Fatores constantes não importam:

2n3 é O(0, 001n3): basta escolher n0 = 0 e c = 2000.2 Termos de ordem inferior não importam:
2n + n3 é O(2n): basta escolher n0 = 10 e c = 2.(observar que lim

n→∞

n3

2n
= 0)
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Medição do tempo de execuçãoNotação O-grandePropriedades
Se f(n) é O(g(n)) e ∀n, h(n) ≥ 0, então h(n) · f(n) é O(h(n) · g(n))

I ∀n ≥ n0, então f(n) ≤ c · g(n);
I A desigualdade é preservada ao se multiplicar ambos os termos por

h(n);
I h(n) · f(n) ≤ h(n) · c · g(n), ou seja, h(n) · f(n) ≤ c · h(n) · g(n);
I h(n) · f(n) é O(h(n) · g(n)).
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Medição do tempo de execuçãoNotação O-grandePropriedades
Se ∀n ≥ n0, f(n) ≤ g(n), então f(n) + g(n) é O(g(n))

I Como ∀n ≥ n0, f(n) ≤ g(n), então
∀n ≥ n0, f(n) + g(n) ≤ g(n) + g(n);

I Portanto, f(n) + g(n) ≤ 2 · g(n);
I f(n) + g(n) é O(g(n)).
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Medição do tempo de execuçãoNotação O-grandePropriedadesSe f(n) é O(g(n)) e g(n) é O(h(n)), então f(n) é O(h(n));
I ∀n ≥ n1, f(n) ≤ c1 · g(n);
I ∀n ≥ n2, g(n) ≤ c2 · h(n);
I Considerar n0 =máx(n1, n2);
I Considerar c = c1 · c2;
I ∀n ≥ n0, então n ≥ n1 e n ≥ n2;
I Portanto, f(n) ≤ c1 · g(n) e g(n) ≤ c2 · h(n);
I Substituindo g(n) por c2 · h(n) em f(n) ≤ c1 · g(n), resulta

f(n) ≤ c1 · c2 · h(n);
I f(n) é O(h(n)).Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 18 / 157



Medição do tempo de execuçãoNotação O-grandePropriedadesSe f1(n) é O(g(n)), f2(n) é O(h(n)) e g(n) é O(h(n)), então
f1(n) + f2(n) é O(h(n));

I ∀n ≥ n1, f1(n) ≤ c1 · g(n);
I ∀n ≥ n2, f2(n) ≤ c2 · h(n);
I ∀n ≥ n3, g(n) ≤ c3 · h(n);
I Considerar n0 =máx(n1, n2, n3);
I Portanto, ∀n ≥ n0, f1(n) + f2(n) ≤ c1 · g(n) + c2 · h(n);
I Substituindo g(n) por c3 · h(n), resulta

f1(n) + f2(n) ≤ c1 · c3 · h(n) + c2 · h(n);
I f1(n) + f2(n) ≤ (c1 · c3 + c2) · h(n);
I f1(n) + f2(n) é O(h(n)).Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 19 / 157



Medição do tempo de execuçãoNotação O-grandePropriedades
Outras propriedades:

I Se f(n) e g(n) são polinômios, e o grau de g(n) é maior ou igual queo grau de f(n), então f(n) é O(g(n));
I Se f(n) e g(n) são polinômios, e o grau de g(n) é menor que o graude f(n), então f(n) não é O(g(n));
I Se f(n) é um polinômio, então f(n) é O(an),∀a > 1;
I an, a > 1 não é O(f(n)) para nenhum polinômio f(n).
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Medição do tempo de execuçãoNotação O-grandeFunções
Procura-se, sempre que possível, fazer valer as seguinte regras básicas:

I Escolher a função g(n) mais próxima de f(n), tal que f(n) seja
O(g(n));

I Escolher funções g(n) que sejam simples:
I Um único termo;
I Coe�ciente 1.
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Medição do tempo de execuçãoNotação O-grandeFunçõesFunções simples mais utilizadas:Big-Oh Nome
O(1) Constante
O(log n) Logarítmica
O(n) Linear
O(n log n) n log n
O(n2) Quadrática
O(n3) Cúbica
O(2n) Exponencial
O(n!) FatorialMarcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 22 / 157



Medição do tempo de execuçãoExemplo
No grá�co seguinte estão representadas as funções:

I log n

I n

I n log n

I n2

I 2n
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Medição do tempo de execuçãoExemplo
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Medição do tempo de execuçãoExemplo
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Medição do tempo de execuçãoExemplo
No grá�co seguinte estão representadas as funções:

I n2

I n3

I n4

I 2n

I 3n

I 4n
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Medição do tempo de execuçãoExemplo
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Medição do tempo de execuçãoLogaritmosA mudança de base em logaritmos é feita pela multiplicação de um fatorconstante:
I Seja f(n) = log2 n

I Então, logb n =
log2 n

log2 b
I Como log2 b é um fator constante, então pode-se escrever

f(n) = O(log(n)) sem especi�car a base, pois a notação Odesconsidera fatores constantes por de�nição.Exemplo:
I Seja f(n) = 3n log2 n + 5n log2 log2 n + 2

I Nesse caso, f(n) = O(n log n), pois n log n domina log log n.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 28 / 157



Medição do tempo de execuçãoNotação O-pequeno
Sejam f, g : N → R

+.
I Diz-se que f(n) ∈ o(g(n)), ou ainda f(n) = o(g(n)), se existiremnúmeros inteiros e positivos c e n0 tais que:

∀n ≥ n0, f(n) < c · g(n)

I Diz-se que f(n) é uma função �não mais� (ou �menor�) que g(n);
I Se f(n) = o(g(n)) então: lim

n→∞

f(n)

g(n)
= 0.
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Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 1Seja A = {0k1k|k ≥ 0}. Um possível algoritmo para decidir essa linguagemé representado pela MT M1 descrita a seguir:1. Varrer a �ta inteira rejeitar se houver algum símbolo 0 depois de umsímbolo 1;2. Repetir, enquanto existirem símbolos 0 e 1 na �ta:3. Fazer uma varredura da �ta, cortando um único 0 e um único 1;4. Aceitar se todos os 0 e 1 tiverem sido cortados. Rejeitar se houver 0ou 1 sobrando.
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Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 1Cálculo do tempo de execução de M1:
I Para a fase 1, são necessárias n transiçoes (ou �passos�). Para retornara cabeça de leitura/escrita para a posição inicial, são necessáriosoutros n passos. Logo, a fase 1 requer 2n passos, ou O(n) passos;
I Para cada iteração das fases 2 e 3, são necessários O(n) passos.Como cada iteração corta dois símbolos, serão necessárias n/2varreduras da �ta para cortar todos os símbolos. Logo, as fases 2 e 3requerem, na sua totalidade, n

2 ∗ O(n) = O(n2) passos;
I A etapa 4 exige uma única varredura par decidir se aceita ou rejeita aentrada. Logo, ela requer O(n) passos;
I O tempo total requerido por M1 para analisar uma cadeia decomprimento n é, portanto, O(n) + O(n2) + O(n) = O(n2).Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 31 / 157



Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 2Seja novamente A = {0k1k|k ≥ 0}. Um outro algoritmo para decidir essalinguagem é representado pela MT M2 descrita a seguir:1. Varrer a �ta inteira e rejeitar se houver algum símbolo 0 depois de umsímbolo 1;2. Repetir, enquanto existirem símbolos 0 e 1 na �ta:3. Fazer uma varredura na �ta para determinar se a quantidade total desímbolos 0 e 1 é par ou ímpar; rejeitar se for ímpar;4. Fazer uma nova varredura, cortando 0s alternados e depois 1salternados, começando do primeiro 0 e do primeiro 1;5. Aceitar se a �ta não contiver nenhum 0 e nenhum 1; rejeitar casocontrário.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 32 / 157



Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 2
Exemplo com 013113 (aceita por M2):
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Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 2
I A quantidade inicial de 0 é 13 (ímpar);
I Depois, ela é reduzida para 6 (par);
I Depois para 3 (ímpar);
I Finalmente para 1( ímpar);
I A mesma seqüência �ímpar, par, ímpar, ímpar� foi observada para aquantidade de símbolos 1;
I Se ímpar=1 e par=0, então as seqüências obtidas correspondem à1011;
I Invertendo, obtemos 1101, que representa 13 em binário;
I Portanto, as quantidades de 0 e 1 são idênticas e a cadeia pertence àlinguagem.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 34 / 157



Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 2Exemplo com 013112 (rejeitada por M2 pois 13 + 12 = 25, que não é par):
Exemplo com 013111 (rejeitada por M2 pois 6 + 5 = 1, que não é par):
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Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 2Seja w = 0m1n:
I A representação binária de m (ou n) é feita por divisões inteirassucessivas por 2; os restos representam os algarismos dessarepresentação, do menos para o mais signi�cativo;
I Suponha que m + n é par; então, m = 2 ∗ i + r, n = 2 ∗ j + s, com

0 ≤ r, s ≤ 1, e 2 ∗ i + r + 2 ∗ j + s é par, ou seja, r = s = 0 ou
r = s = 1;

I Logo, m + n é par ⇒ o algarismo menos signi�cativo narepresentação binária de m é igual ao algarismo menos signi�cativo narepresentação binária de n;
I A marcação alternada representa uma divisão por 2 inteira de m e n(os restos r e s são desprezados);Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 36 / 157



Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 2
I A iteração dos passos anteriores (veri�cação da paridade e marcaçãoalternada) garante que os algarismos seguintes na representaçãobinária de m e n são idênticos também;
I Se não restar nenhum símbolo 0 ou 1, então a quantidade de dígitosque representam m e n são idênticas e, além disso, os dígitos demesma posição em ambas as representações são idênticos também;
I Portanto, os números binários que representam m e n são idênticos,

m = n e w ∈ A.
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Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 2
Em resumo:

w = 0m1n

I m2 = xixi−1...x1x0;
I n2 = yjyj−1...y1y0;
I (m = n) ⇔ (i = j) ∧ (xk = yk, 0 ≤ k ≤ i).
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Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 2Cálculo do tempo de execução de M2:
I Cada uma das etapas 1,3,4 e 5 demanda uma varredura na �ta que é

O(n);
I As etapas 1 e 5 são executadas uma única vez, e portanto são O(n);
I A etapa 4 corta à metade a quantidade de 0s e 1s cada vez que ela éexecutada;
I Portanto, o loop é executado no máximo 1 + log2 n vezes (adiciona-se1 para poder zerar a quantidade de símbolos na �ta; por exemplo,

log1 6 = 4 mas são necessárias 5 iterações para chegar sucessivamenteem 8, 4, 2, 1 e 0 símbolos na �ta);Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 39 / 157



Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 2
Cálculo do tempo de execução de M2 (continuação):

I Logo, o tempo total de execução das etapas 2, 3 e 4 é
(1 + log2 n) ∗ (O(n) + O(n)), ou seja, O(n log n);

I O tempo total de execução de M2 é
O(n) + O(n log n) + O(n) = O(n log n).
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Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 3Seja novamente A = {0k1k|k ≥ 0}. Um outro algoritmo para decidir essalinguagem é representado pela MT M3, dessa vez com duas �tas, descritaa seguir:1. Varrer a primeira �ta inteira e rejeitar se houver algum símbolo 0depois de um símbolo 1;2. Varrer novamente a primeira �ta até encontrar o primeiro 1, porémcopiando os símbolos 0 encontrados para a segunda �ta;3. Varrer os símbolos 1 da primeira �ta, cortando um 1 dessa �ta paracada 0 encontrado na segunda �ta;4. Se restarem 0 na segunda �ta ou 1 na primeira �ta, rejeitar; casocontrário, aceitar.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 41 / 157



Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 3Exemplo com 0515 (aceita por M3):
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Medição do tempo de execuçãoAnáliseCaso 3
Cálculo do tempo de execução de M3:

I Cada uma das etapas 1,2,3 e 4 demanda uma varredura na �ta que é
O(n);

I Cada uma das etapas 1,2,3 e 4 é executada uma única vez;
I Portanto, o tempo total de execução de M3 é O(n).
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Medição do tempo de execuçãoAnáliseResumoPara a linguagem A = {0k1k|k ≥ 0}:
I M1 decide A em O(n2);
I M2 decide A em O(n log n);
I M3 decide A em O(n);
I A complexidade de tempo de A depende do modelo de computaçãoescolhido.Observação: a simulação de M3 é feita por uma máquina de uma única �tade tempo O(n2).
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Medição do tempo de execuçãoExemplo
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Medição do tempo de execuçãoAnáliseResumoDecidibilidade x Complexidade:
I Na teoria da decidibilidade, a escolha do modelo de computação nãomuda as conclusões sobre a decibibilidade de uma certa linguagem;
I Na teoria da complexidade, a escolha do modelo de computação poderesultar em complexidades de tempo diferentes para uma mesmalinguagem;
I Mas se a teoria da complexidade procura exatamente classi�car osproblemas em função da sua complexidade de tempo, qual modelo decomputação deve ser usado?
I Os resultados apresentados pelos modelos determinísticos não sofremgrandes variações;
I A idéia é criar um sistema de classi�cação que não seja sensível apequenas variações de complexidade.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 46 / 157



Medição do tempo de execuçãoModelos e complexidades de tempoRelembrando alguns resultados anteriormente vistos:1 Toda MT de múltiplas �tas e tempo t(n) ≥ n possui uma MTequivalente de uma única �ta com tempo O(t(n)2).A eliminação das �tas adicionais transforma o tempo de execução porno máximo uma potência de 2 do tempo original.2 Toda MT não-determinística de uma única �ta e tempo t(n) ≥ npossui uma MT equivalente determinística de uma única �ta comtempo 2O(t(n)).A eliminação de não-determinismos transforma o tempo de execuçãopor no máximo uma exponencial do tempo original.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 47 / 157



Medição do tempo de execuçãoAs classes TIME, DTIME e NTIME

I TIME(t(n)) =
{L|L é uma linguagem decidida por uma MT de tempo O(t(n))}

I DTIME(t(n)) =
{L|L é uma linguagem decidida por uma MT determinísticade tempo O(t(n))}

I NTIME(t(n)) =
{L|L é uma linguagem decidida por uma MT não-determinísticade tempo O(t(n))}
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Medição do tempo de execuçãoExemplo
I M1 : A ∈ TIME(n2);
I M1 : A ∈ DTIME(n2);
I M1 : A ∈ NTIME(n2);
I M2 : A ∈ TIME(n log n);
I M2 : A ∈ DTIME(n log n);
I M2 : A ∈ NTIME(n log n);
I M3 : A ∈ TIME(n);
I M3 : A ∈ DTIME(n2).
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A classe PIntrodução
I Tempos de execução polinomiais são considerados razoáveis, e asdiferenças entre eles são consideradas pequenas;
I Tempos de execução exponenciais são considerados não-razoáveis, e asdiferenças entre eles e os tempos polinomiais são consideradas grandes;
I Seja n = 1000;
I n3 = 1.000.000.000, grande porém administrável;
I 2n é muito maior que o número de átomos no universo;
I Algoritmos de tempo polinomial geralmente são su�cientementerápidos;
I Algoritmos de tempo exponencial raramente são úteis;Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 50 / 157



A classe PIntrodução
I Algoritmos de tempo exponencial geralmente surgem quando há buscaexaustiva num espaço de possíveis soluções;
I Algoritmos de tempo polinomial surgem quando há um entendimentomais profundo sobre a natureza do problema;
I Como os vários modelos determinísticos de computação são todospolinomialmente equivalentes, diferenças dessa ordem serão ignoradas;
I Serão consideradas apenas as diferenças entre tempos polinomiais eexponenciais, estes últimos produzidos por modelosnão-determinísticos;
I Essa delimitação facilita o estudo da teoria, mas na prática todas asdiferenças de tempo são relevantes e devem ser consideradas.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 51 / 157



A classe PDe�nição
P é a classe das linguagens que podem ser decididas em tempo polinomialpor uma MT determinística:

P =
⋃

k

DTIME(nk)
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A classe PPropriedades
A classe P:

I É �matematicamente robusta�, ou seja, ela não depende no particularmodelo de computação que esteja sendo usado, desde que esse sejapolinomialmente equivalente à Máquina de Turing determinística;
I Corresponde aproximadamente à classe de problemas que são possíveisde serem solucionados em um computador, ou seja, ela apresentarelevância prática;
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A classe PCaracterísticasSempre que um algoritmo de tempo polinomial é descoberto para umalgoritmo que até então parecia requerer apenas tempo exponencial, issosigni�ca, geralmente, que:
I Foi obtido algum entendimento mais profundo sobre a natureza doproblema e sobre a forma de se conseguir uma solução para o mesmo;
I Novas reduções de tempo podem ser obtidas na medida em que esseentendimento for aprofundado, até que �nalmente alcançar umaimplementação su�cientemente rápida para ser executada emcomputadores modernos.
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A classe PExemplos de problemas em P

I CAM =
{〈G, s, t〉|G é um grafo direcionado que tem um caminhodirecionado de s para t}

I PRIMES =
{〈x, y〉|x e y são primos entre si}

I LLC =
{〈L,w〉|L é uma linguagem livre de contexto e w ∈ L}
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A classe PExemploProblema CAM

CAM = {〈G, s, t〉|G é um grafo direcionado que tem umcaminho direcionado de s para t}Teorema: CAM ∈ PProva:1. Marcar o nó s;2. Repetir até que nenhum novo nó tenha sido marcado:3. Veri�car todas as arestas de G e marcar todos os nós b tais que (a, b)seja uma aresta e a seja um nó já marcado;4. Se t estiver marcado, então aceitar; senão, rejeitar.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 56 / 157



A classe PExemploProblema CAM
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A classe PExemploProblema CAMDeterminar se há caminho entre os nós 0 e 5:
I {0}, 0 : {(0, 1)}

I {0, 1}, 1 : {(1, 3), (1, 4)}

I {0, 1, 3, 4}, 3 : {(3, 0), (3, 4)} e 4 : {(4, 2), (4, 6)}

I {0, 1, 2, 3, 4, 6}, 2 : {(2, 5)} e 6 : {(6, 7)}

I {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, 5 : {(5, 2)} e 7 : {(7, 4), (7, 5)}

I {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

I Como 5 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, então existe um caminho entre os nós
0 e 5.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 58 / 157



A classe PExemploProblema CAM

Determinar se há caminho entre os nós 2 e 6:
I {2}, 2 : {(2, 5)}

I {2, 5}, 5 : {(5, 2)}

I {2, 5}

I Como 6 /∈ {2, 5}, então não existe um caminho entre os nós 2 e 6.
Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 59 / 157



A classe NPIntrodução
I A pesquisa exaustiva por uma solução dentro de um espaço depossíveis soluções (conhecido como método da �força bruta�)geramente produz algoritmos de tempo exponencial;
I Diversos problemas de interesse prático possuem apenas algoritmos detempo exponencial;
I Inúmeras tentativas tem sido feitas ao longo dos anos para encontraralgoritmos de tempo polinomial para esses problemas, porém semsucesso até o momento;
I O motivo desse insucesso é desconhecido:

I Talvez os respectivos algoritmos de tempo polinomiais ainda nãotenham sido descobertos;
I Talvez eles nem existam, ou seja, talvez os correspondentes problemassejam intrinsicamente difíceis.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 60 / 157



A classe NPDe�nição
NP é a classe das linguagens que podem ser decididas em tempopolinomial por uma MT não-determinística:

NP =
⋃

k

NTIME(nk)
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A classe NPPropriedades
A classe NP :

I É insensível ao modelo de computação não-determinístico selecionado,uma vez que eles são todos polinomialmente equivalentes;
I Contém muitos problemas de interesse prático.
Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 62 / 157



A classe NPExemplos de problemas em NP

I CAMHAM = {〈G, s, t〉|G é um grafo direcionadoque tem um caminho de s para t que passa por cada nóde G exatamente uma vez}
I Pode ser resolvido por uma MT não-determinística em tempopolinomial, ou seja por um MT determinísticas em tempo exponencial.
I Não se sabe se existem MT determinísticas de tempo polinomial queresolvam o mesmo.
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A classe NPProblema CAMHAMMT não-determinística que decide CAMHAM em tempo polinomial:1. Gerar uma lista de m números p1, p2, ..., pm, onde m é o número denós de G. Os números pi são escolhidos de forma não-determinística;2. Se houver repetições de números na lista, rejeitar;3. Se p1 6= s ou pm 6= t, rejeitar;4. ∀i, 1 ≤ i ≤ m− 1, veri�car se (pi, pi+1) é uma aresta de G; se algumanão for, rejeitar, caso contrário, aceitar.Como todas as etapas são executadas em tempo polinomial, o algoritmoexecuta em tempo polinomial (numa MT não-determinística).
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A classe NPProblema CAMHAMExemplo
I Suponha G com 6 nós, denotados 0 a 5. A escolha não-determinísticade uma cadeia com 6 nós pode ser feita, por exemplo, pela Máquinade Turing M , representada parcialmente a seguir;
I Em cada ramo da sua computação, M produz uma cadeia (possívelsolução do problema) diferente e grava a mesma numa �tainicialmente preenchida apenas com brancos;
I A veri�cação da validade de cada cadeia como solução do problema éfeita partir do estado q10;
I M possui 66 seqüências distintas de movimentação, uma para cadacadeia possível de ser gerada de forma não-determinística (000000 até555555).Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 65 / 157



A classe NPProblema CAMHAMExemplo
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A classe NPProblema CAMHAMExemplo
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A classe NPProblema CAMHAMExemplo

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 68 / 157



A classe NPProblema CAMHAMExemploSuponha s = 0 e t = 5. Cadeias possíveis geradas pela Máquina de Turingnão-determinística:
I 420531: rejeita, pois s = 0 6= 4;
I 025143: rejeita, pois t = 5 6= 3;
I 013254: rejeita, pois 2 não é sucessor de 3;
I 135502: rejeita, pois há repetição de nó (5);
I 013425: aceita.
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A classe NPExemplos de problemas em NP

COMPOSTOS = {x|x = p · q, para inteiros p, q > 1}

I Pode ser resolvido por uma MT não-determinística de tempopolinomial, ou seja por uma MT determinística de tempo exponencial;
I O tamanho da entrada n é medido pelo número de algarismos donúmero que se deseja testar (x = log(n));
I Os algoritmos mais simples possuem tempo exponencial em x.
Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 70 / 157



A classe NPExemplos de problemas em NP

I Até recentemente suspeitava-se que COMPOSTOS ∈ P mas nãohavia prova disso;
I Em 2002 foi descoberto um algoritmo de tempo polinomial para esseproblema, ou seja, foi provado que COMPOSTOS ∈ P.
I Teste de primalidade de AKS (Agrawal-Kayal-Saxena, Indian Instituteof Technology) com tempo Õ(x12);
I Investigações posteriores conseguiram reduzir esse tempo para Õ(x6);
I Õ(g(n)) = O(g(n) ∗ logk(g(n))) para algum valor de k.
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A classe NPExemplos de problemas em NPCurvas para 10x, log(x12) ∗ x12 e log(x6) ∗ x6:
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A classe NPDe�niçãoUm �veri�cador� para uma linguagem A é um algoritmo V tal que:
A = {w|V aceita 〈w, c〉 para alguma cadeia c}

I O veri�cador apenas analisa uma possível solução para o problema einforma se ela de fato é uma solução (aceitando-a) ou não(rejeitando-a);
I O veri�cador não encontra uma solução para o problema, ele apenasveri�ca uma possível solução gerada à priori;
I Um veri�cador polinomial é aquele cujo tempo de execução épolinomial com o tamanho da cadeia w;
I Uma linguagem é polinomialmente veri�cável se ela tem umveri�cador de tempo polinomial.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 73 / 157



A classe NPDe�nição
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A classe NPDe�nição
Seja V um veri�cador polinomial. Então |c| = O(|w|k), pois:

I Essa é a quandidade máxima de símbolos que V pode analisar dentroda sua limitação de tempo.
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A classe NPExemplos
Veri�cadores para algumas linguagens:

I Para CAMHAM , c é um caminho qualquer entre dois nós;o veri�cador apenas testa se esse caminho é um caminhoHamiltoniano;
I Para COMPOSTOS, c é um número inteiro qualquer;o veri�cador apenas testa se x é divisível por ele;
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A classe NPDe�nição alternativa
NP é a classe das linguagens que tem veri�cadores de tempo polinomial.

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 77 / 157



A classe NPEquivalência das de�nições
Teorema:
L possui um veri�cador de tempo polinomial ⇔ L é decidida por uma MTnão-determinística de tempo polinomial.
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A classe NPMTs não-determinísticas de tempo polinomial ×veri�cadores polinomais
L possui um veri�cador V de tempo polinomial ⇒ L é decidida por umaMT não-determinística N de tempo polinomial.ProvaSobre a entrada w de comprimento n:

I Suponha que V seja uma MT de tempo nk;
I Construir uma MT não-determinística N tal que:1. N seleciona não-determinísticamente uma cadeia c de comprimentomáximo nk;2. N executa V sobre 〈w, c〉;3. Se V aceitar, N aceita; se V rejeitar, N rejeita.
I N gera todas as possíveis soluções e usa V para testar cada uma delas.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 79 / 157



A classe NPMTs não-determinísticas de tempo polinomial ×veri�cadores polinomais
L é decidida por uma MT não-determinística N de tempo polinomial ⇒ Lpossui um veri�cador V de tempo polinomial.ProvaSobre a entrada 〈w, c〉:

I Construir V tal que:1. V simula N sobre a entrada w, usando os símbolos de c para orientaras suas escolhas não-determinísticas iniciais;2. Ela executa V sobre 〈w, c〉;3. Se N aceitar, V aceita; se N rejeitar, V rejeita.
I V se comporta como N , exceto por escolher a cadeia c ao invés defazer escolhas não-determinísticas.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 80 / 157



A classe NPDe�nições
I L ∈ NP ⇔ L é decidida por uma MT não-determinísticade tempo polinomial
I L ∈ NP ⇔ L possui um veri�cador de tempo polinomial
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A classe NPProblema CLIQUE

CLIQUE = {〈G, k〉|G é um grafo não-direcionado com um k − clique}

I Um clique em um grafo não-direcionado é um subgrafo no qual todopar de nós está conectado por uma aresta;
I Um k − clique é um clique que contém k nós.
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A classe NPProblema CLIQUE

I Grafo com um 5 − clique:

I Não se sabe se CLIQUE ∈ P.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 83 / 157



A classe NPProblema CLIQUE

Teorema: CLIQUE ∈ NPProva usando uma MT não-determinística de tempo polinomial:
I Construir uma MT não-determinística N tal que, a partir da entrada

〈G, k〉:1. Não-determinísticamente seleciona um conjunto c formado por k nós;2. Veri�ca se G contém arestas que conectam todos os pares de nós de c;3. Em caso a�rmativo, aceita; caso contrário, rejeita.
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A classe NPProblema CLIQUE

Teorema: CLIQUE ∈ NPProva usando um veri�cador de tempo polinomial:
I Construir um veri�cador V tal que, a partir da entrada 〈〈G, k〉, c〉:1. Veri�ca se c é um conjunto de nós em G; rejeita caso contrário;2. Veri�ca se G contém arestas que conectam todos os pares de nós de c;3. Em caso a�rmativo, aceita; caso contrário, rejeita.
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A classe NPProblema SOMASUBC

SOMASUBC = {〈S, t〉|S = {x1, x2, ..., xk} e, para algum
Y = {y1, ..., ym} ⊆ S,

m∑

i=1

yi = t}

I Sejam dadas uma coleção (conjunto em que são permitidas repetiçõesde elementos) de números inteiros S = {x1, x2, ..., xk} e um númerointeiro t;
I Determinar se existe uma coleção (idem) Y = {y1, ..., ym} ⊆ S talque m∑

i=1

yi = t.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 86 / 157



A classe NPProblema SOMASUBC

I 〈{4, 11, 16, 21, 2, 7}, 25〉 ∈ SOMASUBC pois 4 + 21 = 25;
〈{4, 11, 16, 21, 2, 7}, 1〉 /∈ SOMASUBC pois todos os elementos xi de
S são maiores do que 1;

I Não se sabe se SOMASUBC ∈ P.
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A classe NPProblema SOMASUBC

Teorema: SOMASUBC ∈ NPProva usando uma MT não-determinística de tempo polinomial:
I Construir uma MT não-determinística N tal que, a partir da entrada

〈S, t〉:1. Não-determinísticamente seleciona um conjunto c dos números em S;2. Veri�ca se a soma dos números de c é igual à t;3. Em caso a�rmativo, aceita; caso contrário, rejeita.
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A classe NPProblema SOMASUBC

Teorema: SOMASUBC ∈ NPProva usando um veri�cador de tempo polinomial:
I Construir um veri�cador V tal que, a partir da entrada 〈〈S, t〉, c〉:1. Veri�ca se os elementos de c estão todos contidos em S;2. Veri�ca se a soma dos números de c é igual à t;3. Em caso a�rmativo, aceita; caso contrário, rejeita.
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A classe NPResumo
I P é o conjunto das linguagens que são decidíveis em tempo polinomialem MTs determinísticas;
I P é o conjunto das linguagens cuja pertinência pode serdecidida rapidamente;
I NP é o conjunto das linguagens que são decidíveis em tempopolinomial em MTs não-determinísticas (equivalentemente, em MTsdeterminísticas de tempo exponencial);
I NP é o conjunto das linguagens cuja pertinência pode serdecidida lentamente;
I NP é o conjunto das linguagens que são veri�cáveis em tempopolinomial;
I NP é o conjunto das linguagens cuja pertinência pode serveri�cada rapidamente.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 90 / 157



A classe NP

P ×NPComo se relacionam os conjuntos P e NP?
I Como toda linguagem que pode ser decidida por uma MTdeterminística pode também ser decidida por uma MTnão-determinística, segue que P ⊆ NP ;
I Resta saber se P = NP ou se P 6= NP;
I Em outras palavras: será que todo algoritmo de tempo exponencialtem um equivalente de tempo polinomial? Ou será que existemproblemas que só podem ser resolvidos através de algoritmos detempo exponencial?
I A questão P = NP é um dos maiores problemas ainda não resolvidosna Ciência da Computação.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 91 / 157



A classe NP

P ×NP

I Muita pesquisa e muitos esforços já foram dedicados para descobriralgoritmos de tempo polinomial para muitos problemas de tempoexponencial de interesse prático;
I Da mesma forma, para provar que existem certos problemas de tempoexponencial que não possuem algoritmos de tempo polinomial;
I No entanto, nenhum resultado concreto foi obtido até hoje paranenhuma dessas iniciativas;
I A impressão geral é que existem problemas que só podem serresolvidos por algoritmos exponenciais, ou seja, que P 6= NP .
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A classe NP

P ×NP

I Se algum dia for demonstrado que P = NP , então todos os problemasde tempo exponencial poderão ser decididos em tempo polinomial;
I Se algum dia for demonstrado que P 6= NP , então saberemos queexistem problemas intrinsecamente difíceis (aqueles pertencentes à

NP − P), para os quais todas as soluções algoritmicas serãonecessariamente exponenciais;
I O Clay Mathematics Institute oferece US$1.000.000,00 para quemapresentar uma prova formal de que P 6= NP ou P = NP .
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A classe NP

P ×NP

Apenas uma das alternativas acima é a correta,mas ainda não se sabe qual delas.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 94 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialPerguntasDada uma linguagem decidível L qualquer, como provar:
I L ∈ P?

I Apresentando uma MT determinística de tempo polinomial que decide
L, ou

I Efetuando uma redução a partir de outro problema pertencente à P(conforme explicado mais adiante).
I L ∈ NP?

I Apresentando uma MT não-determinística de tempo polinomial quedecide L, ou
I Apresentando um veri�cador de tempo polinomial para L.

I L /∈ P?
I Não existe método conhecido. Pode-se apenas exibir fortes evidênciasde que isso seja verdade (através da NP-completude, explicada maisadiante).Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 95 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialConceito
I A redutibilidade estudada anteriormente não leva em consideração otempo necessário para mapear instâncias de um problema P1 eminstâncias de um problema P2;
I Uma nova de�nição será feita, de forma a garantir que a redução sejafeita de forma �e�ciente�;
I Dessa maneira, uma solução e�ciente para um problema P2 poderá serusada para resolver, de forma igualmente e�ciente, um problema P1.
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Redutibilidade em tempo polinomialFunção computável em tempo polinomial
Uma função f : Σ∗ → Σ∗ é dita uma �função computável em tempopolinomial� se existir uma MT determinística de tempo polinomial que, aoprocessar a entrada w, pára com exatamente f(w) gravada na sua �ta.

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 97 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialRedução em tempo polinomial
Uma linguagem A é dita �redutível em tempo polinomial� à linguagem B,denotado A ≤P B, se existir uma função computável em tempo polinomial
f : Σ∗ → Σ∗ tal que:

w ∈ A ⇔ f(w) ∈ BDiz-se que a função f é uma �redução de tempo polinomial� de A para B.
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Redutibilidade em tempo polinomialRedução em tempo polinomial
Se uma linguagem A é redutível em tempo polinomial para uma outralinguagem B, sabidamente decidível em tempo polinomial por uma MTdeterminística, segue que existe uma MT determinística de tempopolinomial que decide A.
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Redutibilidade em tempo polinomialReduções e decidibilidade/complexidade
Decidibilidade:

I Uma solução para um problema B, combinada com uma redução(qualquer) de A para B, produz uma solução para A.Complexidade:
I Uma solução e�ciente para um problema B, combinada com umaredução e�ciente de A para B, produz uma solução e�ciente para A.
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Redutibilidade em tempo polinomialTeorema 1Teorema:Se A ≤P B e B ∈ P, então A ∈ P.Prova:
I Seja M a MT que decide B;
I Seja f a redução de tempo polinomial de A para B;
I Construir N tal que, para a entrada w:1. N computa f(w);2. N simula M com a entrada f(w);3. Se M aceita, aceitar; se M rejeita, rejeitar.
I Como f executa em tempo polinomial e M executa em tempopolinomial, segue que a composição, ou seja N , também executa emtempo polinomial e portanto A é decidida em tempo polinomial, ouseja, A ∈ P.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 101 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialTeorema 1De Hopcroft07:
I Suponha w ∈ A, |w| = m;
I Como f(w) é O(mj), para algum j, então |f(w)| = c ·mj para algum

c;
I Suponha que M , que decide B, é O(nk);
I Então, o tempo que M leva para decidir f(w) é O((c · mj)k);
I O tempo total consumido, incluindo o mapeamento de w em f(w), é

O(mj) + O((c · mj)k) = O(mj + (c · mj)k);
I Simpli�cando, temos O(mj + ck · mjk);
I Como c, j e k são constantes, segue que o tempo total para N épolinomial em função de m.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 102 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialTeorema 1
�Reduções de tempo polinomial são importantes pois o limite imposto nonúmero de transições executadas pela máquina que efetua a redução limitatambém o comprimento da cadeia que é gerada para a máquina decisora.Essa propriedade garante que a combinação de uma redução de tempopolinomial com um algoritmo de tempo polinomial produz um outroalgoritmo de tempo polinomial.�
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Redutibilidade em tempo polinomialTeorema 2
Teorema: Se A ≤P B e B ≤P C, então A ≤P C.Prova:

I A composição de reduções polinomiais é também uma reduçãopolinomial.A relação �redução em tempo polinomial� é transitiva.Detalhes em Martin91.
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Redutibilidade em tempo polinomialFórmula booleana
I Variável boolena: aquela que pode assumir os valores �verdadeiro� (1)ou �falso� (0);
I Operações boolenas: �E� (∧), �OU� (∨) e �NÃO� (barra superior):

0 ∧ 0 = 0 0 ∨ 0 = 0 0 = 1
0 ∧ 1 = 0 0 ∨ 1 = 1 1 = 0
1 ∧ 0 = 0 1 ∨ 0 = 1
1 ∧ 1 = 1 1 ∨ 1 = 1

I Fórmula booleana: composta or variáveis e operações booleanas.Exemplo: φ = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 105 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialProblema SAT

I Uma fórmula booleana é dita `satisfazível� se houver algumaatribuição de valores 0 e 1 para as suas variáveis de tal forma que ovalor resultante seja 1;Exemplo: a fórmula φ = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) é satisfazível pois
x = 0, y = 1, z = 0 faz com que φ = 1;

I SAT = {〈φ〉|φ é uma fórmula satisfazível};
I SAT é decidível: basta testar se alguma das 2n possíveis combinaçõesde valores para as n variáveis da fórmula satisfaz à mesma;
I SAT ∈ P?
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Redutibilidade em tempo polinomialProblema 3SAT

I Caso especial do problema SAT ;
I Literal: variável booleana ou variável booleana negada;Exemplos: x1, x2

I Cláusula: fórmula composta por literais e operadores �OU� (∨);Exemplo: (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)

I FNC-fórmula: (de Forma Normal Conjuntiva) fórmula composta porcláusulas conectadas por operadores �E� (∧);Exemplo: (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (x3 ∨ x5 ∨ x6) ∧ (x3 ∨ x6)

I 3FNC-fórmula: FNC-fórmula em que todas as cláusulas contémexatamente três literais;Exemplo: (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x3 ∨ x5 ∨ x6) ∧ (x3 ∨ x5 ∨ x6)

I 3SAT = {〈φ〉|φ é uma 3FNC-fórmula satisfazível}.Cada cláusula deve conter um literal com o valor 1.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 107 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialRedução de 3SAT para CLIQUE

Teorema: 3SAT é redutível em tempo polinomial para CLIQUE.Prova:
I Seja φ = (a1 ∨ b1 ∨ c1) ∧ (a2 ∨ b2 ∨ c2) ∧ ...(ak ∨ bk ∨ ck)

I A redução produz uma cadeia 〈G, k〉, onde G é um grafonão-direcionado com um k-clique sse φ é satisfazível;
I A construção de G é apresentada a seguir.
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Redutibilidade em tempo polinomialRedução de 3SAT para CLIQUE

Construção de G a partir de φ:
I G possui k · 3 nós;
I Cada nó representa um literal de φ;
I Os nós são agrupados em triplas, cada tripla corresponde a umacláusula;
I Os arcos conectam todos os pares de nós de G, exceto:

I Nós que fazem parte da mesma tripla (exemplo: a1 e b1);
I Nós que representam um literal e a sua negação (exemplo: a1 e a1).
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Redutibilidade em tempo polinomialRedução de 3SAT para CLIQUEExemplo para φ = (x1 ∨ x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x2):

Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 110 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialEstratégias para provar a reduçãoSuponha que se deseje provar:
w ∈ A se e somente se f(w) ∈ B

(w ∈ A ⇔ f(w) ∈ B)Duas estratégias são possíveis para obter a prova:1 w ∈ A ⇒ f(w) ∈ B
w /∈ A ⇒ f(w) /∈ B2 w ∈ A ⇒ f(w) ∈ B
f(w) ∈ B ⇒ w ∈ AElas são equivalentes. Usaremos a segunda.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 111 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialRedução de 3SAT para CLIQUE

φ é satisfazível ⇒ G tem um k-clique:
I Seja φ = (a1 ∨ b1 ∨ c1) ∧ (a2 ∨ b2 ∨ c2) ∧ ...(ak ∨ bk ∨ ck);
I Se φ é satisfazível, então pelo menos um literal é verdadeiro em cadacláusula;
I Selecionar o nó correspondente em cada tripla (se houver mais de um,fazer uma seleção arbitrária);
I O número de nós selecionado é k, pois foi escolhido um nó em cadatripla;
I Os nós selecionados estão todos interligados, pois:

I Nenhum par é da mesma tripla (foi escolhido apenas um literal emcada cláusula);
I Nenhum par é formado por nós contraditórios (um literal e o seucomplemento não podem ser ambos verdadeiros).

I Logo, G tem um k-clique.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 112 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialRedução de 3SAT para CLIQUE

〈φ〉 ∈ SAT ⇒ 〈G, 3〉 ∈ CLIQUE

I φ = (x1 ∨ x1 ∨ x2)∧ (x1 ∨ x2 ∨ x2)∧ (x1 ∨ x2 ∨ x2) é satisfazível para
x1 = 0 e x2 = 1;

I G tem um 3-clique formado pelos nós x2, x1, x2.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 113 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialRedução de 3SAT para CLIQUE

G tem um k-clique ⇒ φ é satisfazível:
I Seja G um grafo com um k-clique;
I Nenhum par de nós desse k-clique pertence à mesma tripla, pois nósda mesma tripla não são conectados;
I Logo, cada uma das k triplas possui exatamente um nó no k-clique;
I Selecionar os nós do k-clique e atribuir valores às variáveis de talforma que os correspondentes literais tenham o valor verdadeiro;
I Como nós contraditórios não são conectados, essa atribuição serásempre possível;
I A atribuição satisfaz φ, pois cada cláusula possui um literal com ovalor verdadeiro.
I Logo, φ é sa�stazível.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 114 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialRedução de 3SAT para CLIQUE

〈G, 3〉 ∈ CLIQUE ⇒ 〈φ〉 ∈ SAT

I G tem um 3-clique formado pelos nós x2, x1, x1

I Selecionar x2, x1, x1 e fazer x2 = 1 e x1 = 0.
φ = (x1 ∨ x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x2) é satisfazível.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 115 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialRedução de 3SAT para CLIQUESeja:
φ = (x1 ∨ x1 ∨ x1) ∧ (x1 ∨ x1 ∨ x1) ∧ (x2 ∨ x2 ∨ x2) ∧ (x2 ∨ x2 ∨ x2)

I φ não é satisfazível (φ /∈ SAT ), pois pelo menos uma cláusula ésempre falsa;
I Portanto, G não tem um 4-clique e 〈G, 4〉 /∈ CLIQUE;
I Não obstante, é fácil veri�car que 〈G, 2〉 ∈ CLIQUE (usando, porexemplo, os nós x1 e x2).Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 116 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialRedução de 3SAT para CLIQUEAnálise do tempo de execução do algoritmo proposto:
I Seja φ = (a1 ∨ b1 ∨ c1) ∧ (a2 ∨ b2 ∨ c2) ∧ ...(ak ∨ bk ∨ ck);
I φ possui 3 · k literais (distintos ou não);
I G possui 3 · k nós distintos;
I Para determinar os arcos de G, é necessário inspecionar os 3 · k nósindividualmente e, para cada um deles analisar possíveis conexões comoutros 3 · k − 3 nós (todos exceto os da mesma tripla);
I Portanto, são necessárias (3 · k) · (3 · k − 3) = 9 · k2 − 9 · k análisesdistintas;
I Logo, o algoritmo de redução possui tempo polinomial com o tamanhoda entrada.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 117 / 157



Redutibilidade em tempo polinomialRedução de 3SAT para CLIQUE

I Temos uma redução de tempo polinomial de 3SAT para CLIQUE;
I Se CLIQUE for solucionável em tempo polinomial, então 3SATtambém o será;
I Problemas de naturezas completamente diferentes, como 3SAT e

CLIQUE, possuem complexidades relacionadas;
I Esse resultado pode ser generalizado para toda uma classe deproblemas.
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NP-completudeConceitos
I A complexidade de certos problemas em NP está relacionados com acomplexidade de todos os problemas de NP;
I Esses problemas formam um subconjunto de NP ;
I A sua descoberta, na década 70, foi um marco na história da Ciênciada Computação.
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NP-completudeProblema NP-hard
Um problema (linguagem) B é dito NP-hard se a seguinte condição forveri�cada:

I ∀A ∈ NP, existe uma redução de tempo polinomial de A para B.
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NP-completudeProblema NP-completo
Um problema (linguagem) B é dito NP-completo se as seguintescondições forem veri�cadas:

I B ∈ NP ;
I ∀A ∈ NP, existe uma redução de tempo polinomial de A para B.
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NP-completudeProblema NP-completo
Ou seja:

I Um problema NP-completo é um problema NP-hard que pertence à
NP;

I Todo problema NP-completo é também um problema NP-hard;
I Nem todo problema NP-hard é NP-completo;
I Um problema B é NP-hard sse existir algum problema NP-completo

A que seja redutível para B.
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NP-completudeProblema NP-completoProblemas NP-completos podem ser considerados como �problemasuniversais� na classe NP :
I Eles são pelo menos tão difíceis quanto qualquer outro problema em

NP;
I A eventual descoberta de uma máquina determinística de tempopolinomial que resolva um tal problema é su�ciente para permitir aconstrução de máquinas com as mesmas características que resolvamtodos os problemas em NP ;
I Tal descoberta provaria que P = NP .As três considerações acima são válidas também para problemas NP-hard.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 123 / 157



NP-completudeA classe NPC

I A classe NPC é formada por todos os problemas NP-completos;
I NPC ⊆ NP;
I A complexidade de todos os problemas em NP é relacionadaindividualmente com a complexidade de cada problema em NPC.
I Problemas NP-completos aparecem em todas as áreas;
I A maioria dos problemas NP conhecidos está em P ou NPC;
I Se um problema está em NPC, essa é uma forte evidência de queprovavelmente ele não está em P;
I Problemas NP-completos são os principais candidatos para estar em

NP − P.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 124 / 157



NP-completudeA classe NPC

Apenas uma das alternativas acima é a correta,mas ainda não se sabe qual delas.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 125 / 157



NP-completudeTeorema 3
Teorema: Se B ∈ NPC e B ∈ P, então P = NP .Prova:

I Decorre diretamente da de�nição de redutibilidade em tempopolinomial.
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NP-completudeTeorema 4
Teorema: Se B ∈ NPC e B ≤P C, com C ∈ NP, então C ∈ NPC.Prova:

I Como B ∈ NP , então todos os problemas de NP reduzem em tempopolinomial para B;
I Como B reduz em tempo polinomial para C, e a composição dereduções polinomiais é também polinomial, então todos os problemasde NP são redutíveis em tempo polinomial para C;
I Como, por suposição, C ∈ NP , então C ∈ NPC.
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NP-completudeTeorema 4
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NP-completude
SAT ∈ NPCTeorema: SAT ∈ NPC.Prova:

I É longa e repleta de detalhes;
I Pode ser encontrada nas referências;
I Ela é baseada em:

I Demonstração de que SAT ∈ NP (simples): para isso, é su�cienteapresentar uma MT não-determinística que adivinha uma atribuição devalores booleanos para as variáveis e depois testa se essa atribuiçãosatisfaz à fórmula.
I Demonstração de que todos os problemas A ∈ NP possuem umaredução de tempo polinomial para SAT (complexa): é feita através deuma redução que simula a MT para A com a entrada w, produzindouma fórmula booleana φ tal que w ∈ A ⇔ φ é satisfazível.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 129 / 157



NP-completude
SAT ∈ NPCCorolário: 3SAT ∈ NPC.Prova:

I 3SAT ∈ NP ;
I Pode-se apresentar uma redução de tempo polinomial de SAT para

3SAT , ou fazer uma demonstração direta, modi�cando ademonstração de que SAT ∈ NPC.Corolário: CLIQUE ∈ NPC.Prova:
I CLIQUE ∈ NP ;
I A redução de tempo polinomial de 3SAT para CLIQUE apresentadaanteriormente é a prova.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 130 / 157



NP-completudeA classe NPH

Apenas uma das alternativas acima é a correta,mas ainda não se sabe qual delas.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 131 / 157



NP-completudeA classe NPHExemplo de problema que pertence à NPH mas não pertence à NPC:
PARAMT = {〈M,w〉|M é uma MT que pára com a entrada w}Prova:

I Redução de tempo polinominal de SAT para PARAMT :
I A partir de uma fórmula booleana φ, construir uma MT M que gera etesta todas as possíveis atribuições de valores para as suas variáveis;
I Se alguma combinação de valores satis�zer φ, M pára; caso contrário,

M entra em loop in�nito.
I PARAMT /∈ NP , pois PARAMT não é decidível;Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 132 / 157



NP-completudeA classe NPH

Se existisse solução de tempo polinomial para um problema indecidível(PARAMT ), então existiria um algoritmo de tempo polinomial para umproblema decidível (SAT ) para o qual, pelo menos até hoje, se conheceapenas soluções de tempo exponencial.
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NP-completudeEstratégiasPara provar que P = NP:
I Provar que algum (qualquer um) problema NP-completo pertence à

P;
I Como conseqüência, todos os problemas de NP poderão serresolvidos de forma e�ciente.Para provar que P 6= NP:
I Provar que existe pelo menos um problema A pertencente à NP quenão pertence à P;
I Se isso for provado, todos os problemas NP-completos estarãoautomaticamente em NP-P (pois, se assim não fosse, haveria umalgoritmo e�ciente para resolver A, e isso contradiz o fato de que

A /∈ P).Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 134 / 157



NP-completudeEstratégiasAo encontrar um novo problema:
I Veri�car se algum problema NP-completo é redutível à ele em tempopolinomial:

I Em caso a�rmativo, é improvável que exista algoritmo de tempopolinomial para ele (pois se houvesse haveria também para inúmerosoutros problemas que já vem sendo pesquisados há anos) eprovavelmente não vale à pena dedicar esforços nesse sentido.
I Veri�car se esse novo problema é redutível em tempo polinomial paraalgum problema pertencente à P:

I Em caso a�rmativo, o novo problema também pertence à P .
I Pesquisar, diretamente, se esse novo problema pertence à P.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 135 / 157



NP-completudeOutros problemas NP-completos
A demonstração de que um problema está em NPC pode ser feita:

I De forma direta (pouco utilizada), como no caso do SAT ;
I Por redução de tempo polinomial a partir de algum outro problemareconhecidamente em NPC (largamente utilizada), como por exemplo

SAT , 3SAT (principalmente) ou CLIQUE;
I Desde o início da década de 1970, milhares de problemas

NP-completos já foram identi�cados, todos eles de grande interesseprático.
Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 136 / 157



NP-completudeExemplos de problemas NP-completos1 Problema:Conjuntos independentes (CI).2 Descrição:Determinar se um grafo G possui um subconjunto de nós tal quenenhum par de nós desse subconjunto esteja conectado por algumarco.3 Entrada:Um grafo G e um número inteiro k entre 1 e o número de nós de G.4 Saída:SIM se e somente se G tem um conjunto independente formado por knós.5 Redução:
3SAT .Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 137 / 157



NP-completudeExemplos de problemas NP-completos1 Problema:Cobertura de nós (CN).2 Descrição:Determinar se um grafo G possui um subconjunto de nós tal quetodos os arcos de G sejam tocados, em pelo menos uma extremidade,por algum nó do subconjunto.3 Entrada:Um grafo G e um número inteiro k entre 0 e o número de nós de Gmenos um.4 Saída:SIM se e somente se G tem um conjunto independente formado por knós.5 Redução:Conjuntos independentes.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 138 / 157



NP-completudeExemplos de problemas NP-completos�Circuito Hamiltoniano� em um grafo G:1 Caminho que visita todos os nós de G uma única vez;2 Deve formar um ciclo, ou seja, começar e terminar no mesmo nó;3 A quantidade de nós do caminho é igual à quantidade de nós do grafo;4 A quantidade de arcos do caminho é igual à quantidade de nós dografo.Não confundir �Caminho Hamiltoniano� (cada nó comparece uma únicavez) com �Circuito Hamiltoniano� (idem, exceto que o primeiro nó deve serigual ao último).
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NP-completudeExemplos de problemas NP-completos1 Problema:Circuito Hamiltoniano direcionado (CIHD).2 Descrição:Determinar se um grafo direcionado G possui um CircuitoHamiltoniano.3 Entrada:Um grafo direcionado G.4 Saída:SIM se e somente se G possuir um Circuito Hamiltoniano.5 Redução:
3SAT .Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 140 / 157



NP-completudeExemplos de problemas NP-completos1 Problema:Circuito Hamiltoniano não-direcionado (CIHN).2 Descrição:Determinar se um grafo não-direcionado G possui um CircuitoHamiltoniano.3 Entrada:Um grafo não-direcionado G.4 Saída:SIM se e somente se G possuir um Circuito Hamiltoniano.5 Redução:Circuito Hamiltoniano direcionado.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 141 / 157



NP-completudeExemplos de problemas NP-completos1 Problema:Caminho Hamiltoniano direcionado (CAHD).2 Descrição:Determinar se um grafo direcionado G possui um CaminhoHamiltoniano.3 Entrada:Um grafo direcionado G.4 Saída:SIM se e somente se G possuir um Caminho Hamiltoniano.5 Redução:
3SAT .Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 142 / 157



NP-completudeExemplos de problemas NP-completos1 Problema:Caminho Hamiltoniano não-direcionado (CAHN).2 Descrição:Determinar se um grafo não-direcionado G possui um CaminhoHamiltoniano.3 Entrada:Um grafo não-direcionado G.4 Saída:SIM se e somente se G possuir um Caminho Hamiltoniano.5 Redução:Caminho Hamiltoniano direcionado.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 143 / 157



NP-completudeExemplos de problemas NP-completos1 Problema:Caixeiro viajante (CV).2 Descrição:Determinar se um grafo não-direcionado G, com valores númericosinteiros atribuídos aos seus arcos, possui um Circuito Hamiltoniano e,além disso, a soma dos pesos dos arcos que compõem esse caminho émenor ou igual a k.3 Entrada:Um grafo não-direcionado G com valores inteiros atribuídos aos seusnós e um valor de k;4 Saída:SIM se e somente se G possuir um Circuito Hamiltoniano com acaracerística descrita.5 Redução:Circuito Hamiltoniano não-direcionado.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 144 / 157



NP-completudeExemplos de problemas NP-completos1 Problema:Soma do subconjunto (SS).2 Descrição:Determinar se um conjunto de números inteiros contém algumsubconjunto cuja soma dos seus elementos resulte num dado valor t;3 Entrada:Um conjunto de valores S e um número t;4 Saída:SIM se e somente se S possuir um subconjunto de elementos cujasoma seja t.5 Redução:
3SAT .Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 145 / 157



NP-completudeExemplos de problemas NP-completos
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NP-completudeExemplos de problemas NP-completos
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NP-completudeEstratégias para lidar com problemas NP-completos
Uma vez que um problema foi identi�cado como sendo NP-completo, aadoção de uma solução para o caso geral geralmente tem um custo queinviabiliza a sua utilização. Algumas estratégias, no entanto, permitematenuar tais custos. As principais são:

I Considerar casos particulares;
I Obter soluções aproximadas (para problemas de otimização);
I Efetuar �backtracking� e rami�cação limitada;
I Considerar �melhoras locais�.
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NP-completudeEstratégias para lidar com problemas NP-completosCasos particulares
Perguntas:

I É realmente necessário considerar o problema em toda a suageneralidade?
I Será que casos particulares (conjuntos restritos de instâncias) não sãosu�cientes para o tipo de aplicação que se pretende?
I Eventualmente a delimitação de casos particulares pode produzirsoluções viáveis do ponto de vista prático.
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NP-completudeEstratégias para lidar com problemas NP-completosCasos particularesExemplos:
I Não se sabe se SAT e 3SAT pertencem à P.No entanto, sabe-se que 2SAT ∈ P;
I Vários problemas envolvendo grafos não possuem soluções conhecidasem P.No entanto, quando um grafo se reduz a uma árvore (que é um casoparticular de um grafo), muitos desses problemas apresentam soluçõesmenos complexas em P.
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NP-completudeEstratégias para lidar com problemas NP-completosAlgoritmos de aproximação
Problema de otimização:

I Problema cuja solução possui o melhor �custo� (determinado por uma�função de custo�) entre um conjunto de possíveis soluções;
I É diferente de um problema de decisão, pois a resposta não é apenasSIM ou NÃO.
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NP-completudeEstratégias para lidar com problemas NP-completosAlgoritmos de aproximaçãoExemplo de problema de otimização:
I O problema de decisão Caixeiro Viajante determina apenas se existeum Circuito Hamiltoniano com um custo total menor ou igual a umcerto valor informado (no caso, a função de custo corresponde à somados valores associados aos arcos que formam o circuito);
I O problema de otimização Caixeiro Viajante, por outro lado, demandaque se apresente o Circuito Hamiltoniano (se houver) com o menorcusto possível entre todos os circuitos que satisfazem o critério doproblema de decisão correspondente.
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NP-completudeEstratégias para lidar com problemas NP-completosAlgoritmos de aproximação
I Se P é um problema de otimização NP-completo, um �algoritmo deaproximação� para o mesmo pode proporcionar uma solução que não éótima, mas se aproxima dela de alguma forma;
I Suponha que x seja a entrada do problema e que opt(x) represente asolução ótima;
I Suponha que A é um algoritmo de tempo polinomial para P e que

A(x) seja a solução não-ótima produzida por ele para a entrada x;
I Se A satisfaz a desigualdade:

|opt(x) − A(x)|

opt(x)
≤ εpara algum valor de ε, para todas as instâncias x do problema, então

A é dito um �algoritmo de ε-aproximação�.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 153 / 157



NP-completudeEstratégias para lidar com problemas NP-completosAlgoritmos de aproximaçãoProblemas de otimização NP-completos podem ser classi�cados em:
I Completamente aproximáveis: se, para qualquer valor de ε > 0,sempre existir um algoritmo de ε-aproximação;Pouquíssimos problemas se encaixam nessa categoria (erro arbitrário).
I Parcialmente aproximáveis: se existirem c1 e c2 tais que, para qualquervalor c1 ≤ ε ≤ c2, sempre existir um algoritmo de ε-aproximação;Alguns problemas se encaixam nessa categoria (erro limitado).
I Não-aproximáveis: se, para qualquer valor de ε > 0, nunca existir umalgoritmo de ε-aproximação;Muitos problemas se encaixam nessa categoria (inclusive o do CaixeiroViajante).Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 154 / 157



NP-completudeEstratégias para lidar com problemas NP-completos�Backtracking� e rami�cação limitadaMétodo baseado nas seguintes etapas:
I Eliminação sistemática de subproblemas do problema original,substituindo-os por subproblemas ainda mais simples mas cuja soluçãorepresenta a solução do subproblema inicial;
I Veri�cação se os novos subproblemas gerados no passo acimaproduzem respostas satisfatórias (as respostas podem ser positivas,negativas ou desconhecidas, no sentido de ser imposível encontrar umasolução rápida para o mesmo).Essa estratégia produz algoritmos com tempo exponencial no pior caso,mas que freqüentemente apresentam tempos muito melhores do que esse.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 155 / 157



NP-completudeEstratégias para lidar com problemas NP-completosMelhora localPara problemas de otimização. Método baseado nos seguintes princípios:
I Identi�cação e utilização de soluções de menor custo localizadas;
I Melhores escolhas dependem do problema e da instância considerada,devendo ser feitas através de experimentação;
I Uso de escolhas aleatórias;
I Exemplos: algoritmos genéticos e redes neurais.Tempo exponencial no pior caso, não garantem soluções próximas daótima, mas geralmente apresentam excelentes resultados para problemas

NP-completos. Os motivos desse sucesso ainda não são totalmentecompreendidos ou antecipados pela teoria da computação.Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 156 / 157



NP-completudeLeitura complementar
I �The Status of the P Versus NP Problem�Lance FortnowCommunications of the ACMSetembro de 2009http://cacm.acm.org/magazines/2009/9/38904-the-status-of-the-p-versus-np-problem/fulltext
I �A Teoria da Computação e o Pro�ssional de Informática�João José NetoRECETOutubro de 2009http://revistas.pucsp.br/index.php/ReCET/article/view/1572Marcus Ramos (UNIVASF) Complexidade 25 de maio de 2012 157 / 157
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