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Introducdo

Algoritmo

» Definicdo informal;

» Descri¢do finita e ndo-ambigua;

» Passos discretos, executaveis mecanicamente;

» Tempo finito;

> Restricdes de ordem pratica: tempo e espaco;

> Restricdes de ordem tedrica: tanto quanto necessario.
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Introducdo

Algoritmo

» Realizacdo na forma de programa;
» Progama demanda uma maquina para sua execucio;
» Caracteristicas desejaveis das maquinas:
» Simplicidade: Apenas caracteristicas essenciais, com omissdo de
caracteristicas ndo-relevantes. Permitir conclusGes generalizadas sobre
a classe das funcdes computaveis.
» Poder: Representacdo de qualquer funcdo computavel. Simulacio de
qualquer outra maquina real ou tedrica.
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Introducdo

Maquina universal

Conceito

» Aquela que permite a representacdo de qualquer algoritmo na forma
de um programa para a mesma;
» Evidéncias que permitem caracterizar uma maquina como sendo
universal:
» Interna: Quaisquer extensdes ou variacdes ndo aumentam o seu poder
computacional (o conjunto de funcdes computaveis permanece
inalterado).

» Externa: Equivaléncia com outros modelos (maquinas ou ndo) que
representam a nocdo de algoritmo.
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Introducdo

Maquina universal

Modelos estudados

>
>
>
>

Maquina Norma;
Maquina de Turing;
Maquina de Post;

Maquina com Pilhas.
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Hipétese de Church

Hipotese de Church

vV v.v Yy

Alonzo Church, 1903-1995, matematico norte-americano;

Também conhecida como Hipétese de Church-Turing, 1936;
Mesmo ano em que foi apresentada a Maquina de Turing;
Estabelece a equivaléncia entre a noco de algoritmo e Maquina de
Turing;

Como a nog¢do de algoritmo é informal, a hip6tese ndo pode ser
provada;

A necessidade por uma definicdo formal de algoritmo é grande, pois
apenas a partir dela é que é possivel investigar a existéncia de
algoritmos que resolvem (ou n3o) certos problemas e calculam (ou
n3o) certas funcdes, além de poder demonstrar certas propriedades
dos mesmos.
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Hipétese de Church

Hipotese de Church

» “Qualquer funcdo computavel pode ser processada por alguma
Maquina de Turing”;

» “A Maquina de Turing é o dispositivo de computacdo mais genérico
que existe”;

» “Tudo que é computavel é computavel por uma Maquina de Turing”;

» “ A capacidade de computacdo representada pela Maquina de Turing é
o limite maximo que pode ser atingido por qualquer dispositivo de
computacio”;

» “Qualquer outra forma de expressar algoritmos tera, no maximo, a
mesma capacidade computacional da Maquina de Turing”.
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Hipétese de Church

Hipotese de Church

» Ao longo das décadas, evidéncias internas e externas apenas reforcam
a Hipétese de Church, que é aceita como verdadeira de forma
praticamente generalizada e n3o questionada;

» A Maquina de Turing (entre outros modelos), pela sua simplicidade,
passa a ser usada como definicdo formal de algoritmo, atendendo aos
propdsitos citados anteriormente.
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Codificacdo de dados estruturados

Algoritmos e tipos de dados

» Algoritmos manipulam, normalmente, diversos tipos de dados (inteiros
positivos, negativos, racionais, reais, lgicos, cadeias de caracteres,
vetores, estruturas etc);

» Com o objetivo de evitar que os modelos matematicos abstratos se
tornem (desnecessariamente) complexos, o escopo de manipulacdo de
dados dos algoritmos que serdo estudados é restrito aos nimeros
inteiros positivos;

» Essa restricdo ndo traz maiores conseqiiéncias, uma vez que esses e
vérios outros tipos de dados podem ser representados através de
codificacdes apropriadas dos mesmos no espaco dos nimeros inteiros
ndo negativos.
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Codificacdo de dados estruturados

Funcdo de codificacao

Seja X um conjunto de dados estruturados. A funcio injetora:
c: X —>N

é tal que, Vo € X, ¢(z) representa a codificacdo do dado estruturado z.
Como c é injetora,

(c(x) = c(y)) = (x =)

portanto a codificacdo representa de forma univoca o dado estruturado z
na forma de um namero natural ¢(z).
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Codificacdo de dados estruturados

Teorema fundamental da aritmética

Enunciado

Seja a > 1. Ent3o:
a = pi'py?..ppk
onde:
> p1 < p2 < ... < pi S0 nimeros primos (ndo necessariamente os
primeiros, ndo necessariamente consecutivos);
> nq,n2, ..., S30 nUmeros inteiros positivos maiores ou iguais a 1;
» Essa decomposicdo é (nica, a menos de permutacdes.

= Qualquer nimero inteiro maior que 1 pode ser decomposto, de forma
univoca, no produto de poténcias de niimeros primos.

= Nameros primos sdo a base para a definicio dos demais nimeros
(ndmeros compostos).
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Codificacdo de dados estruturados

Teorema fundamental da aritmética

Exemplos

>
>
>
>
>
>

2 =21

17 =174

256 = 28;

143 = 111.13";

42706587 = 31.76.112;
132187055 = 5'.7°.112.13".

Marcus Ramos (UNIVASF) Maquinas Universais 20 de junho de 2013 14 / 258



Codificacdo de dados estruturados

Exemplo

n-uplas de nimeros naturais

Deseja-se obter ¢ : N — N
Teorema fundamental da aritmética;
Considere os n primeiros niimeros primos, pi1, P2, ..., Pn;

Entdo c(z1, 22, ..., xn) = pit.p32....p5"

vV v .v. v Y

Todo nimero natural decomponivel nos n primeiros nimeros primos
corresponde a uma (Gnica) n-upla;

> Representacdo univoca de n-uplas como niimeros naturais.

Exemplo:
> ¢(1,2,3) = 21.32.53 = 2.9.125 = 2250;

» 2250 representa, de forma univoca, a tripla (1,2, 3).
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Codificacdo de dados estruturados

Exemplo

Programas monoliticos

» Deseja-se obter ¢ : P — N, onde P é o conjunto dos programas
monoliticos;

» Considere que o programa P possui as operacdes O1,Oa, ..., O, € 0s
testes 11,75, ..., T;

» Considere rétulos numéricos sequenciais, com rétulo inicial 1 e rétulo
final (Gnico) 0;

» Quéadruplas representam as instrucdes;

» Considere que (0, k, 72, 72) representa a instrucdo
r1: faca O va_para ry

» Considere que (1, k, 72, 73) representa a instrucdo
r1: se T} entdo vd para ry sendo va_para 73
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Codificacdo de dados estruturados

Exemplo

Programas monoliticos

» Cada instrucdo de P é codificada na forma de uma quadrupla;
» Cada quadrupla é codificada na forma de um namero inteiro;

» Se P contém t instrucBes, serdo geradas ¢ quadruplas e,
consequentemente, ¢ nimeros inteiros;

» Considere a t-upla formada por esses ¢ nimeros inteiros;

» Codifique a t-upla como um namero inteiro.
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Codificacdo de dados estruturados

Exemplo

Programas monoliticos

Considere o programa monolitico P:
1: se I} va_para 2 sendo va_para 0
2: faca Oy va_para 1

v

(1,1,2,0) representa a instrucdo associada ao rétulo 1;
(0,1,1,1) representa a instrucdo associada ao rétulo 2;
c(1,1,2,0) = 21.31.52.70 = 150;

c(0,1,1,1) = 2.3 5171 = 105;

Considere (150, 105) como a representacdo de P;

(150, 105) = 2150 3105
2150‘3105

vV v v v Vv Y

O namero representa P.
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Codificacdo de dados estruturados

Exemplo

Programas monoliticos

Genericamente, se w representa um programa monolitico P com ¢
instrucGes, entdo:
> w = 211,32 58 plt
> V5,1 <5<t
» i = 2230574
» Se a =0, i; representa a instrucdo:
r;: faca Oy va_para 7,
» Se a =1, i; representa a instrucdo:
rj: se T, entdo va_ para r. sendo va_para rq
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Maquina Norma

Generalidades

» Definida por Richard Bird em 1976;

» Number Theoretic Register MAchine (e, também, o nome da esposa
dele...);

» E uma maquina de registradores (possui uma quantidade ilimitada
deles);

» Arquitetura semelhante a dos computadores modernos;

» Cada registrador armazena um dnico nimero natural;
» OperacBes e testes (para cada registrador):

» Adicionar o valor 1;
> Subtrair o valor 1 (se 0, continua com 0);
» Testar se o conteado é 0.

» Maquina Universal.
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Maquina Norma

Definicdo

Norma = (N*° N, N, ent, sai, {addy, suby|k > 0}, {zerog|k > 0})

» Os registradores sdo denotados A4, B, ..., X,Y;
» A(k=0),B(k=1),..;

» ent : N — N°°, transfere o valor da entrada para X e zera os demais
registradores;

» sai: N> — N, transfere o valor de Y para a saida;
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Maquina Norma

Definicdo

Norma = (N*° N, N, ent, sai, {addy, suby|k > 0}, {zerog|k > 0})

> addy : N*° — N, adiciona 1 ao k-ésimo registrador, mantendo os
demais inalterados;

> suby : N*° — N subtrai 1 do k-ésimo registrador, mantendo os
demais inalterados; se 0, mantém 0;

> zeroy : N — {verdadeiro, falso}, retorna verdadeiro se o
contedido do k-ésimo registrador é 0, falso caso contrario;

» Notacdo: K =K+ 1, K:=K—-1,K=0
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Maquina Norma

Evidéncias internas
>
>
>
>
>

Marcus Ramos (UNIVASF) Maquinas Universais 20 de junho de 2013 23 / 258

Operacdes e testes;
Tipos de dados;
Agregados;
Enderecamento indireto;

Recursdo.



Maquina Norma

Operacdes e testes

Definicdes incrementais, através da expansdo sucessiva do repertério de
operacdes e testes da Maquina Norma.

>

vV VvV vV VvV VvV VY

Atribuicdo do valor 0 a um registrador;
Atribuicdo de um valor qualquer a um registrador;
Adicdo de dois registradores;

Atribuicdo de registrador a registrador;
Multiplicacdo de dois registradores;

Operador relacional menor;

Teste de divisibilidade;

Teste se o valor de um registrador & primo;

Atribuicdo do n-ésimo nimero primo a um registrador.
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Maquina Norma

Operacdes e testes

Atribuicdo do valor 0 a um registrador

Denotado:
A:=0
para o registrador A.
» Operacdo implementada através do programa iterativo:
ate A=0
facaA:=A-1
» Considerada como macro, A := 0 representa uma nova operacao.
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Maquina Norma

Operacdes e testes

Atribuicdo de um valor qualquer a um registrador

Denotado:
A:=n
para o registrador A.

» Operacdo implementada através do programa iterativo, com n
repeticdes da operacdo A := A+ 1:

A:=0

A=A+1
A=A4A+1
A=A4A+1

» Considerada como macro, A := n representa uma nova operacao.
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Maquina Norma

Operacdes e testes
Adicdo de dois registradores

Denotado:
A:=A+B
para os registradores A e B.
» Operacdo implementada através do programa iterativo:
até B=0
faca (A:==A+1;B:=B—1)
» O registrador B é zerado;
» Para preservar o valor de B, deve-se usar um registrador auxiliar;

» Considerada como macro, A := A+ B representa uma nova operacio.
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Maquina Norma

Operacdes e testes

Adicdo de dois registradores

Denotado:
A:= A+ B usando C

para os registradores A e B, empregando C como auxiliar.

» Operacdo implementada através do programa iterativo:
C:=0
até B=0
faca (A:=A+1,C:=C+1;B:=B—1);
atée C =0
faca (B:=B+1;C:=C—-1)

» O registrador C' é zerado;

» O identificacdo explicita do registrador C' serve para evitar conflitos no
uso do mesmo;

» Considerada como macro, “A := A+ B usando C" representa uma
nova operagao.
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Maquina Norma

Operacdes e testes

Atribuicdo de registrador a registrador

Denotado:
A:=Bou A:= B usando C

para os registradores A e B, empregando C como auxiliar.

» “A:= B usando C" denota:
A:=0
A:= A+ B usando C
ou seja, B permanece inalterado apds a atribuic3o.
» “A:= B" denota:
A:=0
A=A+B
ou seja, B é zerado apds a atribuicdo.
» Consideradas como macros, “A := B" e “A := B usando C”
representam novas operacdes;
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Maquina Norma

Operacdes e testes
Multiplicacdo de dois registradores

Denotado:
A:=Ax B usando C,D

para os registradores A e B, empregando C e D como auxiliares.

» Operacdo implementada através do programa iterativo:

C:=0

atée A=0

faca (C:=C+1;A:=A-1)
até (C =0)

faca (A:= A+ B usando D;C :=C —1)
» Considerada como macro, “A := A x B usando C, D" representa uma

nova operacgao.
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Maquina Norma

Operacdes e testes

Operador relacional menor

Denotado:
A < Busando C,D, E

» Operacdo implementada através do programa iterativo:
C := A usando E;
D := B usando FE;
ate C =0
faca (se D=0
entdo FALSO
sendo C:=C—1;D:=D —1);
seD=0
entdo FALSO
senio VERDADEIRO
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Maquina Norma

Operacdes e testes
Teste de divisibilidade

Denotado:
teste_ mod(A, B) usando C, D, E,C’, D', F’

» Operacdo implementada através do programa iterativo:
C := A usando E;
D := B usando FE;
(se B=0
entdo FALSO
sendo (se A=0
entdo VERDADEIRO
sendo até C' < B usando C’, D', E’
faca (C := C — D usando E);
(se C =0
entdo VERDADEIRO
sendo FALSO)))
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Maquina Norma

Operacdes e testes

Teste se o valor de um registrador & primo

Denotado:
teste_ primo(A) usando C, D

para o registrador A, empregando C' como auxiliar.

» Operacdo implementada através do programa iterativo:
se A =0 entdo FALSO sendo

C := A usando D;

c.=C-1;

se C' = 0 entdo FALSO senio
até teste_mod (4, C)
facaC :=C -1,
c=C-1
se C' = 0 entdo VERDADEIRO sen3o FALSO
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Maquina Norma

Operacdes e testes

Atribuicdo do n-ésimo nimero primo a um registrador

Denotado:
A := primo (B) usando D

para o registrador A, supondo que B contém n > 1 e empregando D como
auxiliar.

» Operacdo implementada através do programa iterativo:
A:=1;
D := B;
até D = 0 faca
D:=D—-1;
A=A+1;
até teste primo (A) faca A:= A+1
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Maquina Norma

Tipos de dados

Nameros inteiros positivos e negativos

Niameros inteiros com sinal m podem ser representados pela dupla:

(s, [m])

onde
> |m| representa o valor absoluto de m;
» se m < 0 entdo s = 1 sendo s = 0.
A representacio em Norma pode ser feita:
» Codificacdo de duplas, ou

» Par de registradores.
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Maquina Norma

Tipos de dados

Nameros inteiros positivos e negativos

Denotado:
A=A+1
supondo que A representa o par de registradores Ay (s) e Ay (m).
» Operacdo implementada através do programa iterativo:
se A1 = 0 entdo Ay := A5 + 1 sendo
Ay = Ay — 1;
se Ay = 0 entdo A; := A1 — 1 sendo v
> (0,0) +1=(0,1);(0,1) +1=1(0,2); (1,1) + 1 = (0,0);(1,2) + 1 =
(1,1)
» Outras opera¢des podem ser implementadas sem dificuldade.
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Maquina Norma

Tipos de dados

Ni{meros racionais

Nameros racionais 7 = 7 podem ser representados pela dupla:
(a,b)

com b > 0. Algumas operagdes e testes sobre os niimeros racionais:
» Soma: (a,b) + (¢,d) = (a*xd+bxc,bxd)
» Subtragdo: (a,b) — (¢,d) = (axd—bxc,bxd)
» Multiplicagdo: (a,b) * (¢,d) = (a*c,bxd)
» Divisdo: (a,b) + (¢,d) = (a*d,bxc), para ¢ # 0
» lgualdade: (a,b) = (¢,d) se e somente se axd =bxc
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Maquina Norma

Agregados

Vetores

» Vetores com n elementos (inclusive com n varidvel) podem ser
representados em um (nico registrador, usando codificacdo de n-uplas;

» Suponha que o registrador A representa o vetor com os elementos
A1), A2, .

> Indexacdo direta (com namero natural) ou indireta (com registrador).

*

Algumas operacdes e testes sobre vetores:
» Adiciona 1 & uma posic3o indexada;
» Subtrai 1 de uma posicdo indexada;

» Testa se uma posicdo indexada contém o valor 0.
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Maquina Norma

Agregados

Vetores

Suposicdes:
> p, representa o n-ésimo ndmero primo;

» A macro teste div (A, C), que retorna verdadeiro se C' é divisor de A
e falso caso contrario, é dada;

» A macro A := A/C, que retorna o resultado da divisdo inteira de A
por C, é dada;

» Sera omitido o termo “usando” das macros ja definidas.
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Maquina Norma

Agregados

Vetores

Definicdo da macro:
add 4, usando C

Adicdo de uma unidade ao elemento n do vetor A, usando indexacdo
direta.
> C:=pp;
A=AxC
» Considere o vetor [4,2,3] e seja A = ¢(4,2,3) = 2* %32 %53 = 18000:
> Para executar add 4], basta fazer A = A x 3; o valor resultante
(54000) representa o vetor [4, 3, 3];

» Para representar [4,2, 3, 5] (acréscimo de elemento), basta fazer
A= AxT5
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Maquina Norma

Agregados

Vetores

Definicdo da macro:
sub gp,) usando C'

Subtracdo de uma unidade do elemento n do vetor A, usando indexacio
direta.

> C = pp;
se teste__mod (A, C)
entdo A:=A/C
sendo v

» Considere o vetor [4,2,3] e seja A = c(4,2,3) = 2* %32 % 53 = 18000:
> Para executar sub,[g), basta fazer A = A/3; o valor resultante (6000)
representa o vetor [4, 1, 3];
» Para representar [4, 2] (eliminacdo de elemento), basta fazer A = A/53.
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Maquina Norma

Agregados

Vetores

Definicdo da macro:
zeroy(y,) usando C

Testa se o elemento n do vetor A contém o valor 0, usando indexacdo
direta.
> C = pp;
se teste__mod (A, C)
entdo FALSO
sendo VERDADEIRO
» Considere o vetor [4,2,3] e seja A = ¢(4,2,3) = 2* %32 %53 = 18000:
» Como teste_mod (18000, 3) = 0, segue que A[2] # 0;
» Como teste_mod (18000, 7) # 0, segue que A[4] = 0.
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Maquina Norma

Agregados

Vetores

Definicdo da macro:
add 5 p) usando C

Adicdo de uma unidade ao elemento do vetor A, usando indexac3o indireta
através do registrador B.

» C := primo (B);
A:=AxC
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Maquina Norma

Agregados

Vetores

Definicdo da macro:
sub gp,) usando C'

Subtracdo de uma unidade do elemento do vetor A, usando indexacdo
indireta através do registrador B.
» C := primo (B);
se teste__mod (A, C)
entdo A:=A/C
sendo v’
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Maquina Norma

Agregados

Vetores

Definicdo da macro:
zero [, usando C

Testa se o elemento do vetor A contém o valor 0, usando indexacio
indireta através do registrador B.
» C := primo (B);
se teste__mod (A, C)
entdo FALSO
sendo VERDADEIRO
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Maquina Norma

Agregados

Maquina Norma com apenas 2 registradores

» Os registradores A, B, ... da Maquina Norma podem ser simulados
numa maquina equivalente, com apenas dois registradores, usando a
representacdo de vetores na forma de n-uplas;

» Suponha que a maquina tenha apenas os registradores X e Y,

» Todo o processamento de uma Maquina Norma pode ser simulado na
nova maquina com apenas esses dois registradores;

» Convenciona-se que X[1] representa o registrador A, X[2] o
registrador B e assim por diante;
» As seguintes operacdes sio definidas:

> addx ) usando YV
> subxy usando Y’
> zerox(x usando Y
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Maquina Norma

Agregados
Pilhas

Estruturas do tipo /last-in-first-out;

» Podem ser simuladas em Maquinas Norma através de dois
registradores;

» O primeiro representa o conteiado da pilha, considerado como um
vetor e conforme visto anteriormente;

» O segundo contém o namero do elemento que corresponde ao topo da
pilha;

> As operacdes abaixo podem ser definidas facilmente:

> empilha
> desempilha
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Maquina Norma

Enderecamento indireto

Desviar para a instrucdo cujo rétulo corresponde ao conteido de um
registrador.

» r: faca F'va_ para A

» r: se T'va para A sendo va para B

» “A” e “B" s3o registradores;

Desvia para o endereco contido em “A" (“B");

A macro “End,4” para calcula o endereco correspondente;

vV v Vv

“r: faca F'va_para Endy”

» “r: se T'va_ para Enda sendo va_para Endg”
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Maquina Norma

Enderecamento indireto

Suponha que A contém valores < k. O valor de A permanece inalterado.

Macro “End4"™:
i .
1+ 1
142
1+ 3
1+ 4
1+ 5
1+6
T+7
i+ k+x3—-1
i+kx3
1+kx3+1

se zeros entdo va para 0 sendova para i+ 1
faca subs vd_parai+2

se zeroy entdo va_para i + 3 sendo va_para ¢ +4
faca A:=1va paral

faca subs va_parai+5

se zeros entdo va para ¢+ 6 sendova para i+ 7
faca A:=2va para?2

faca subs va_parai+8

se zerog entdova_parat+k=+3 sendova parai+kx3+1
faca A:=kva_ para k
faca subsa vd _parai+k*x3+2
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Maquina Norma

Recursao

» Chamada de subprogramas e recursio podem ser simuladas em
programas monoliticos com o uso do enderecamento indireto;

» Demonstracio em Bird76.
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Maquina de Turing

Generalidades

Definida por Alan Turing em 1936;
Formulada antes da construcdo do primeiro computador digital;

Aceita como formalizagdo na nog¢do informal de algoritmo;

vV v.v Yy

Possui, no minimo, o mesmo poder computacional de qualquer
computador moderno ou outro modelo de computac3o;

v

Incorpora o programa na sua definic3o.
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Maquina de Turing

Conceito

Procura reproduzir uma pessoa trabalhando na solucdo de um problema:
» Instrumento para escrever, outro para apagar;
» Folha de papel dividida em regides;
» Dados iniciais na folha de papel.
Durante o trabalho:
» Novo simbolo pode ser lido;
» Simbolo existente pode ser alterado;
» Olhos podem ser deslocar de regido;
>

Acdo a ser executada depende do simbolo lido e do “estado mental”
do trabalhador;

Estados inicial e finais indicam comeco e término das atividades.

v
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Maquina de Turing

Conceito

Algumas simplificaces:

v

A folha de papel tem dimensdes tdo grandes quanto necessérias;
Ela é organizada de forma unidimensional e dividida em células;
O conjunto de simbolos é finito;

O conjunto de estados mentais é finito;

Apenas um simbolo é lido de cada vez;

vV v.v v VY

A atencdo se desloca apenas para as células adjacentes.
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Maquina de Turing

Componentes

Marcador de inicio de fita

l Cadeia de entrada Brancos
[

Fita
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Maquina de Turing

Formalizacdo

Uma Maquina de Turing & uma 8-upla:
M - (Z7Q7H7q07F7V7ﬂ7O)

onde;
> Y é o alfabeto de entrada;
> () é o conjunto de estados;

» II é a fungdo (parcial) de transicdo:

MI:Qx (XUuVU{B,0})—Qx(ZUVU{B,o}) x{FE, D}
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Maquina de Turing

Formalizacdo

Uma Maquina de Turing & uma 8-upla:
M - (Z7Q7H7q07F7V7ﬂ7O)

onde:
> go € Q é o estado inicial;
» F C (@ é o conjunto de estados finais;
» V & o alfabeto auxiliar, V NX = ();
> ¢ (XUV) é o simbolo especial “branco”;
» o¢ (X UV) é o marcador de inicio de fita.
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Maquina de Turing

Configuracao

A configuracdo de uma Maquina de Turing deve representar:
» O estado corrente;
» O conteldo corrente da fita;
» A posicdo do cursor sobre a fita.

Isso é feito considerando-se a configuracdo como um elemento («, ¢, 3) do
conjunto:
(BUVU{B,0})" xQx (ZUVU{B,0})"

» a € (XUV U{B,0})* representa a parte da fita que esta situada a
esquerda da posicdo corrente do cursor;

> g € () representa o estado corrente;

> S € (XBUV U{B,o0})* representa a parte da fita que esta situada a
direita da posicdo corrente do cursor, incluindo a mesma.
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Maquina de Turing

Diagrama de estados

Se:
H(ql’ x) = (q,]’ Y, m)
entdo:
(x,y,m)
Qi q;
Nesse caso,

> (o, qi,x0) = (ay,q;,5), sem =D, ou

> (az,qi,20) = (a,q5,2yB), se m = E,
representam possiveis movimentacdes a partir de uma mesma configuracio
pela aplicacdo da transicdo I(g;, z) = (g5, y,m).
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Maquina de Turing

Critérios de aceitacdo

Existem varias maneiras de formular a aceitacdo de uma cadeia w por uma
Maquina de Turing M. Todas elas sdo equivalentes entre si:
© “Estado final”: w é aceita se, ap6s a parada, M se encontra em um
estado final; uma cadeia é rejeitada se, apds a parada, M se encontra
em um estado n3o-final;
© "“Entrada”: w é aceita imediatamente apds a entrada de M em um
estado final, mesmo que existam outras possibilidades de
movimentacdo nesse estado; uma cadeia é rejeitada se, apds a parada,
M se encontra em estado n3o-final;
© “Parada”: w é aceita se M péara; uma cadeia é rejeitada se M entra
em loop infinito;
Em todos os casos, w é rejeitada se a cabeca de leitura/escrita se deslocar
a esquerda da primeira célula da fita de entrada.
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Maquina de Turing

MT e linguagens

Considere-se o critério de aceitacdo por “Entrada” e a Maquina de Turing:

M = (27Q7H7q07F’V’/3’O)

» A linguagem aceita por M, denotada ACEITA(M) ou L(M) é:
{w € ¥*|M assume algum estado g5 € F' ao processar a entrada w}

» A linguagem rejeitada por M, denotada REJEITA(M) é:
{w € ¥*|M para em um estado gy ¢ F' ao processar a entrada w
ou a cabeca de leitura/escrita se desloca para a
esquerda da primeira posicdo}

» A linguagem para a qual M entra em loop, denotada LOOP (M) é:
{w € ¥*|M processa a entrada indefinidamente}
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Maquina de Turing

Particionamento
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Maquina de Turing

Exemplo

(8,B,D)
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Maquina de Turing
Exemplo

» ACEITA(M) = {a"b"|n > 0}
» REJEITA(M) = S — ACEITA(M)
» LOOP(M) = {}

Computacdo de M com a entrada aabb:

> (€, qo,0aabd), (o, qo,aabb),
(oA, q1,abb), (oAa,q1,bb),
(04, q2,aBb), (0, q2, AaBb),
(OA quaBb) (OAA7 ql)Bb)y
(OAAB q1, )' (OAAa Q27BB)'
(OA quBB)' (OAA quBB)
(cAAB, g3, B), (cAABB, g3,¢€),
(0cAAB, q4, B)
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Maquina de Turing

Linguagem recursivamente enumeravel
Definicdo

L C ¥* é dita recursivamente enumeravel se existe uma Maquina de Turing
M tal que:
» Se w € L, M para e aceita a entrada;
» Sew ¢ L, M:
» Para e rejeita a entrada, ou
» Entra em processamento indefinido e ndo para (“loop infinito”).
Corresponde a maior classe de linguagens que pode ser reconhecida

mecanicamente, porém sem garantia de que o processamento para quando
a cadeia de entrada ndo pertence a linguagem definida.
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Maquina de Turing

Linguagem recursiva

Definicdo

L C ¥* é dita recursiva se existe uma Maquina de Turing M tal que:

» Se w € L, M para e aceita a entrada;
» Sew ¢ L, M: para e rejeita a entrada.

Corresponde a maior classe de linguagens que pode ser reconhecida

mecanicamente, com garantia de que o processamento para para toda e

qualquer cadeia de entrada.
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Maquina de Turing

Linguagem recursivamente enumeravel X linguagem

recursiva

» Toda linguagem recursiva é também recursivamente enumeravel,

» Existem linguagens que sdo recursivamente enumeraveis porém nio
s30 recursivas;

» CLr C CLRE;
» Se L é uma dessas linguagens, entdo toda e qualquer Maquina de
Turing que aceita L é tal que:
» ACEITA(M) = L;
» REJEITA(M)=%*— L — LOOP(M);
» LOOP(M) # {}.
» Ou seja, existe pelo menos uma cadeia de entrada que faz M entrar
em loop infinito.
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Maquina de Turing

Propriedades

Serdo demonstradas mais adiante;

» O complemento de uma linguagem recursiva é uma linguagem
recursiva;

» Se uma linguagem e o seu complemento s3o recursivamente
enumeraveis, entdo a linguagem é recursiva.
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Maquina de Turing

MT funcdes

» Maquinas de Turing pode ser vistas e estudadas como dispositivos que
definem linguagens;

» Maquinas de Turing podem, também, ser vistas como dispositivos que
computam funcdes:

» O argumento é posicionado na fita de entrada;
» Ao término da computacio o contetido da fita representa o resultado
da aplicacdo da funcdo ao argumento fornecido.

» Definicdo de linguagens < Computacdo de funcdes.
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Maquina de Turing

Funcdo computavel

Uma fun¢do parcial:
é dita Funcdo Turing-Computével, ou simplesmente Funcdo Computavel se
existe uma Maquina de Turing M = (X, Q, 11, qo, F,V, 3,0) que computa
f, ou seja:
» Considere (w1, w2, ...,wy) € (X*)", representada na fita de entrada
COmo cwiw3y... Wy
» Se f(wi,ws,...,w,) = w, entdo o processamento de M com a
entrada owjws...wy:

» Para (ndo importa se aceitando ou rejeitando);
» O contetdo da fita de entrada é ow.

» Se f ndo é definida para o argumento (w1, wa, ..., w,), entdo o
processamento de M com a entrada owjws...wy,:

» Entra em loop infinito.
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Maquina de Turing

Funcdo computével total

Uma funcdo total:
f:(EZ)" =%

é dita Funcdo Turing-Computével Total, ou simplesmente Funcio
Computavel Total se existe uma Maquina de Turing:

M = (27Q7H7q07F’V’/B’O)

que computa f e que sempre para para qualquer entrada.
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Maquina de Turing

Funcdo computével total
Exemplo 1

Considere a funcio total:
£+ ({a,0})? — {a,b}*

f devolve a concatenacdo de duas cadeias quaisquer fornecidas como
entrada, ou seja f(wi,ws) = wijws. O simbolo # serd usado para
delimitar wy e wo na cadeia de entrada. Exemplos:

» f(b,a) = ba. A fita inicia com ob#a e termina com oba

> f(abb, abab) = abbabab. A fita inicia com oabb#abab e termina com
oabbabab
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Maquina de Turing

Funcdo computével total

Exemplo 1

r'e

% )]

2559
oo
SACACRS)

(8,8,E)

(a,aE)
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Maquina de Turing

Funcdo computével total

Exemplo 1

Algoritmo: a segunda cadeia é deslocada uma posicdo para a esquerda,
simbolo por simbolo; o simbolo # desaparece.

» Desloca a cabeca para a direita até encontrar o primeiro branco;

» Desloca uma posicdo para a esquerda, memoriza o simbolo lido no
estado e desloca novamente para a esquerda;

> (o representa que o Gltimo simbolo lido foi a e ¢3 representa b;

» Conforme o simbolo corrente, grava um novo simbolo no lugar dele
correspondente ao estado em que a maquina se encontra;

» Se houver necessidade, mudar de ¢y para g3 e vice-versa para manter a
coeréncia no significado atribuido aos estados;

» Fazer isso sucessivas vezes, até encontrar o simbolo #.
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Maquina de Turing

Funcdo computével total

Exemplo 2

Considere a funcdo total:

g:{1}" = {1}*
f devolve o quadrado do nimero de entrada (ambos representados em
unério), ou seja g(n) = n?. Exemplos:
» f(1) = 1. A fita inicia com ol e termina com ol

» f(111) = 111111111. A fita inicia com o111 e termina com
0111111111
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Maquina de Turing

Funcdo computével total
Exemplo 2

(1.1,0) (1.1,6)
(8.8,0) (8,8, )
.8.€)
(AAD)
(5.8.€)
(0.0.0)
{4(«
| |®.8.6)
(€.c.0)
(8.8.0)
(1,1,0)
sool(a )
AAD (a1

(C.C. E)
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Maquina de Turing

Teorema 1
Maquina de Turing < Maquina Norma

» Toda Maquina de Turing pode ser simulada por alguma Maquina
Norma.

» Se M = (3,Q,11,qy, F,V, 3,0) é uma Maquina de Turing, entdo
existe um programa monolitico P que simula M na Maquina Norma.
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Maquina de Turing

Teorema 1

Pré-requisitos

» O critério de aceitacdo deve ser por “Entrada”;
» A funcio de transic3do II deve ser total:
Q — QU {ge}
Il — II
Vge Q',7 € (XUV), sell ndo é definida para (¢, 7)
entdo IT' — II'U{(¢q,7) — (qe, 7, E)}
» As cadeias serdo rejeitadas por tentativa de movimentacdo da cabeca
de leitura/escrita a esquerda da primeira posicdo da fita.
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Maquina de Turing

Teorema 1

Convencdes

» Simbolosde XUV, [EUV|=m:
7;, considerando 1 < j <'m, & representado pelo valor j;
[ é representado por 0;
o é representado por m + 1.
» A fita de entrada é representada como um vetor armazenado no
registrador X;

» Observar que a escolha da representacdo de 3 por 0 faz com que
existam infinitos simbolos 3 a direita do Gltimo simbolo da cadeia de
entrada. Qualquer elemento do vetor que ndo contenha um elemento
de ¥ UV retorna, na codificacdo de énuplas, o valor 0 (de 2°), que
representa o simbolo 3.
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Maquina de Turing

Teorema 1

Convencdes

» A posicdo referenciada pela cabeca de leitura/escrita corresponde ao
contetdo do registrador C":
valor inicial 1 aponta para o simbolo o;

» O estado corrente é representado pelo conteiido do registrador ):
g, © > 0, é representado pelo valor i;

» Ao término do processamento, Y = 0 indica rejeicdo da cadeia de
entrada; Y # 0 indica aceitacdo da cadeia de entrada, e o valor de Y
representa o contetido da fita nessa situacio;

» Observar que o contetido da fita é representado por um valor sempre
maior ou igual a 1 (sera 1 se ela contiver apenas brancos).
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Maquina de Turing

Teorema 1
Algoritmo

Instrucdes iniciais de P para a Maquina Norma:
ro 1 Se zeroc entdo va_para rp, sendo va_para 7,
ro, : faca Y :=0va_ para ro,
ro, : faca A:=29 «3XICl v4 para End A
To, i S€ zeroc entdo va_para 1o, sendo va_para 1o,
ro, © faga Y := X va_ para ro,
> 79 é o rétulo inicial;
» O controle retorna para ry sempre que o préximo estado é ndo-final;
» O controle retorna para 1, sempre que o préximo estado é final;

> 70, € o rétulo final.
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Maquina de Turing

Teorema 1
Algoritmo

Para cada transicdo I1(g;, 7n,) = (qj, Tn, D), acrescentar a P o seguinte
conjunto de instruces:
Toisgm © faca X[C]:=n va_para roigm,
Toiwgm, : faca addc va_para roi,gm,
Toiwgm, : faca @ := j va_para rg
» Grava 7, na posicdo corrente da fita;
» Desloca a cabeca de leitura/escrita para a direita;
> Atualiza o estado corrente para g;;
» Se o movimento for para a esquerda, usar subc no lugar de addc;

» Se g; € F, entdo substituir ro por ro,.
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Maquina de Turing

Teorema 1
Algoritmo

Se |Q| =m e |[¥U V| =n, entdo o programa monolitico correspondente
possuira:
54+mx*(n+2)*3

instrucdes rotuladas.
Detalhamento do calculo:

» 5: quantidade de instrucdes rotuladas iniciais;

» n -+ 2: n simbolos, mais 3 e o;

» mx (n—+ 2): funcdo de transi¢do total, quantidade total de transicdes;

» 3: quantidade de instrucdes rotuladas por transicio.
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Maquina de Turing

Exemplo

Funcdo de transicdo total

Considere a Maquina de Turing M que aceita a linguagem {a"b"|n > 0}.
Entdo II' « IIU

{
((]O,b) - (qe’ba E) ) (qO’A) - (qevAv E) ) (Q1,A) - (qevAv E)’
(@1,B) = (¢e, B, E) , (q1,0) = (¢e;0, E) , (q1,8) = (¢, 5, E),
(42,0) = (¢e;0, E) , (q2,B) = (¢, B, E) , (42,°) = (¢e; 0, E),
(@2,8) = (e, 8,E) , (g3,0) = (¢esa, E) ,  (g3,0) = (¢e; b, E),
(Q37A) - (qe,o,E) ) (Q370) - (qe,o,E) > (Q47a) - (qeaaa E)?
(q47b) - (qe’ba E) ) (q4’A) - (qevAv E) ) (q47B) - (qevaE)’
(91,0) = (ge,0, E) , (94,8) = (¢, 3, E) »  (ge,a) = (ge, 0, E),
(@e,b) = (e 0, E) (g, A) = (e, A, E) 5 (ge, B) — (¢e, B, E),

) (ge;0) = (ge;0, E) 1, (ge, B) = (ge, B, E)
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Maquina de Turing

Exemplo

Representacdo dos estados

Considere a Maquina de Turing M que aceita a linguagem {a"b"|n > 0}.
Entdo:

> Q, = {(]07 41,492,943, 44, QG}
Representacdo no registador Q:

> qo por 0

q1 por 1

qo por 2

qs por 3

qq por 4

Qe POr 5

vV vy vy VvYyy
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Maquina de Turing

Exemplo

Representacdo dos simbolos

Considere a Maquina de Turing M que aceita a linguagem {a"b"|n > 0}.
Entdo:
» YUV ={a,b} U{A,B} = {a,b, A, B}
Representacdo no registrador X:

> a por 1,
b por 2,
A por 3,
B por 4,
Adicionalmente:

» [ por0
» o como b

vVvYyy
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Maquina de Turing

Exemplo

Configurac3o inicial

Situac3o inicial dos registradores na Maquina Norma para a cadeia de
entrada oaabb:

> oaabb é representada pela seqiiéncia 51122
> X = 2% %3 %51 %72 % 112 = 2.845.920

» Q=0

» =1
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Maquina de Turing

Exemplo

Programa para Maquina Norma

Tro -
To, -
Toq -
Tos -
To, -

se zeroc entdo va_para 7o, sendo va_ para 1o,
faca Y :=0va_para ro,

faca A :=29 % 3X[¢I va_para End_ A

se zeroc entdo va_para 7p, sendo va_para ro,
faca Y := X va_para ro,
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Maquina de Turing

Exemplo

Programa para Maquina Norma

M(g0,©) = (40,0, D)
ro43 ¢ faca X[C]:=5va para roys3,
ro43, : faca addc va_para rogs,
ro43, : faca Q :=0va_ para rg
H(QO’ CL) = (qlv Av D)
rg: faca X[C]:=3va_parars,
r3, : faca addc va_para rs,
r3, : faca Q :=1va para rg
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Maquina de Turing

Exemplo

Programa para Maquina Norma

H(q(JaB) = (q37B7D)
rg1 : faca X[C]:=4va_ para rgy,
rg1, : faca addc va_para s,
rg1, : fagca Q :=3 va_ para g

H(Q?ﬂﬁ) = (q4vﬁv E)
rg: faca X[C]:=0va_ parars,
rg, : faca subc va_para rs,
rg, : faca QQ :=4 va_para ro,
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Maquina de Turing

Exemplo

Enderecos das transicdes

Q T X[C] r Q T X[C] r Q T X[C] r

0 O 5 243 1 9 5 486 2 C 5 972
0 a 1 B 1 a 1 6 2 a 1 12
0 b 2 9 1 b 2 18 2 b 2 36
0 A B 27 1 A B 54 2 A B 108
0 B 4 81 1 B 4 162 2 B 4 324
0 B 0 1 1 B 0 2 2 B 0 4
Q T X[C] r Q T X[C] r Q T X[C] r

3 O 5 1944 4 o 5 3888 5 O 5 7776
3 a 1 24 4 a 1 48 5 a 1 96
3 b 2 72 4 b 2 144 5 b 2 288
8 A B 216 4 A B 432 5 A B 864
3 B 4 648 4 B 4 1296 5 B 4 2592
3 B 0 8 4 B 0 16 5 B 0 32
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Maquina de Turing

Exemplo

Configuracdes

Cadeia ab € L(M):

Turing H rétulo ‘ Q ‘ C ‘ X A
(g0, 0) = (qo,0, D) ro | 0] 1]2°%31%5%2[20%3%=243
roas | O | 1 [ 2°%31 %52 | 20435 =243
Toaz, | 0 | 1 | 25 %31 %52 | 20%3% =243
Toaz, | O | 2 [ 29% 31 %52 | 20435 =243
(qo,a) = (q1, A, D) 0 02 ]2°%3 52| 29%x31=3
T3 0] 2| 2°%x3x52 20431 =3
r3, | 0] 2 ]2°%33x52| 20431 =3
r3, | 0|3 [2°%3%%52 | 20x31 =3
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Maquina de Turing

Exemplo

Configuracdes

Turing H rétulo ‘ Q ‘ C ‘ X ‘ A
(q1,b) = (g2, B, E) ro | 1]3]2°%3%%52] 21%32=18
rig | 1]3]|2°%33%52 | 21x32=18
rg, | 1|3 [29%3%x5% | 21432 =18
rg, | 1] 2 [29%33%5%| 21%x32=18
(g2, A) = (qo, A, D) 0 2 12 ]2°%33%5% | 22%3% =108
rog | 2 | 2| 25%3%3%5% | 22%3% =108
rro8; | 2 | 2 [ 29%33%5% | 22533 =108
Tos, | 2 | 3 | 2° %33 %54 | 22%3% =108
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Maquina de Turing

Exemplo

Configuracdes

Turing H rétulo ‘ Q ‘ c ‘ X A
(qo, B) = (g3, B, D) ro | 0] 3]2°%33x5% 2031 =281
re1 | 0| 3] 2°%33%5% | 2043 =81
rs;, | 0| 3 [ 29%33x5% | 20434 =381
rs1, | 0 | 4 [ 29%33x5% | 20431 =81
(g3, B) = (g4, B, E) ro | 3] 4 |22%3%x5%| 22430=38
T8 34 (2°%33%5%| 22430=8
rg, | 3| 4 [2°x33x5% | 23x39=38
rs, | 3|3 [ 29%33x5% | 23430=8
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Maquina de Turing

Exemplo

Configuracdes

| X | 4

Turing H rétulo ‘ C
3[2°%33%5% 23439 =38
3
3

2553355 | 22430 =38

Q
4
4
4 22 %33 %54 | 22430 =38

7‘03
Toy
7‘05
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Exemplo

Configuracdes

Maquina de Turing

Cadeia ba ¢ L(M):

Turing H rétulo ‘ Q ‘ C ‘ X A

II(qo, 0) = (qo, 0, D) 70 0] 1]2°%3%2%58 [ 20%35=243
roas | 0 | 1] 2°%32%51 | 29437 =243

ross, | 0 | 1| 25%3%x5! | 2043% =243

Toaz, | 0 | 2 | 22%32 %51 | 2043° =243

(g0, b) = (ge, b, ) ro | 0] 2[2°%327«51 | 20432=9
rg | 0| 2| 2°%32x51 | 20x32=09

rg, | 0| 2]2°%32x5| 20%32=9

T9, 0 1]2°%32x5'| 20x32=9
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Maquina de Turing

Exemplo

Configuracdes

Turing H rétulo ‘ Q ‘ C ‘ X ‘ A

I(ge,0) = (ge,;0, E) || 10 | 5 | 1 |2°%3% x5! [ 2°%3°>=7776
rere | 5 | 1| 29 %32 %51 | 25 % 3% = 7776

rrrre, | 5 | 1| 29%32 x50 | 20 %35 = 7776

77765 | D 0| 25%32x51 | 25%3% = 7776

70 510 ]2°%32«51 | 22%3° =7776

ro, | 5|0 ]2°%32x5'|25%3%°="7776

705 510 |2°%32x5' | 29%3% = 7776
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Maquina de Turing

Teorema 2
Maquina Norma < Maquina de Turing

» Conforme demonstrado em Bird76, programas recursivos (com
definicdo e chamada de subprogramas e recursdo) podem ser
simulados em Maquinas Norma através de programas monoliticos,
com o uso de enderecamento indireto.

» Portanto, é suficiente considerar programas monoliticos e as Maquinas
de Turing que computam as mesmas funcdes;

» Também é suficiente considerar Maquina Norma com apenas dois
registradores (X e Y). Ela sera denotada Normas.
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Maquina de Turing

Teorema 2

Maquina Norma < Maquina de Turing

» Todo Maquina Norma pode ser simulada por alguma Maquina de
Turing.

» Se P = (I,79) para Normas, entdo existe
M : (2,Q,11,q0, F,V, 3,0) que simula P.

» Maquina de Turing simula Normas, que por sua vez simula Norma.
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Maquina de Turing

Teorema 2

Convencdes

» Registrador X: Seu conteido é representado em unéario e armazenado
nas células pares da ﬁta de M'
A fita de entrada | o 1 1 ] 1 ...| representa
lol L L IBIBIAL-..| rep
X =4
» Registrador Y: Seu conteido é representado em unéario e armazenado

nas células impares (exceto a primeira) da fita de M; A fita de
entrada | o |1| |1| 1] 1 |[1|8|8|0|...| representa Y =3

» Roétulos das mstrugoes. Cada rétulo  de P estad em correspondéncia
com um estado ¢, de M. ry corresponde ao estado inicial ¢g e cada
rétulo final ¢ corresponde a um estado final ¢y € F.
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Maquina de Turing

Teorema 2

Componentes da Maquina de Turing

Y ={1}

Q = {q;|r; é rétulo deP}

II={}

Estado inicial=qy (supondo que 7 é o rétulo inicial de P)

F = {q;|r; é rétulo final deP}
V={}

vV v v v Vv Y
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Maquina de Turing

Teorema 2

Algoritmo

Para cada instrucdo 7 € I:
» r: faca addy va_para r’

» A partir do estado ¢, deslocar a cabeca de leitura/escrita até
encontrar a primeira célula par (se K = X) ou impar (se K =Y') que
contenha um simbolo g;

» Substituir esse (3 por 1;

» Deslocar a cabeca de leitura/escrita, posicionando-a sobre o primeiro
simbolo da fita (o);

» |r para o estado ¢,.
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Maquina de Turing

Teorema 2

Algoritmo

Para cada instrucdo 7 € I:
» r: faca suby va_para r’

> A partir do estado ¢, deslocar a cabeca de leitura/escrita até encontrar
a altima célula par (se K = X) ou impar (se K =Y) que contenha
um simbolo 1 (se a primeira célula pesquisada for j3, ir para 3);

» Substituir esse 1 por ;

» Deslocar a cabeca de leitura/escrita, posicionando-a sobre o primeiro
simbolo da fita (o);

» |r para o estado ¢,.
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Maquina de Turing

Teorema 2
Algoritmo

Para cada instrucdo 7 € I:
> se zerox entdo va_para r’ sendo va_para r”

» A partir do estado g, deslocar a cabeca de leitura/escrita até
encontrar a primeira célula par (se K = X) ou a segunda célula impar
(se K =Y);

» Se a célula encontrada contiver o simbolo :

> Deslocar a cabeca de leitura/escrita, posicionando-a sobre o primeiro
simbolo da fita (o);
> |r para o estado ¢,
» Se a célula encontrada n3o contiver o simbolo 3:
> Deslocar a cabeca de leitura/escrita, posicionando-a sobre o primeiro
simbolo da fita (o);
> |r para o estado ¢,
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Maquina de Turing

Teorema 2

Exemplo

T1: Se Zerox va_para r4 sendo va_para 1
ro: faca subx va_ para 13
r3: faca addy va_para r;
» ¥ = {1}
> Q={q1,92,q3, 4}
> =}
» Estado inicial ¢; (pois 71 é o rétulo inicial de P)
» F = {q4} (pois r4 & rétulo final de P)
> V=_{}
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Maquina de Turing

Teorema 2

Exemplo

T1: Se zerox va_para 74 sendo va_para 73
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Maquina de Turing

Teorema 2

Exemplo

ro : faca subx va_ para r3

0~
Sy
-
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Maquina de Turing

Teorema 2

Exemplo

rs : faca addy va_para rp
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Maquina de Turing

Teorema 2

Exemplo

de junho de



Maquina de Post

Generalidades

v

Definida por Emil Leon Post em 1936;

Posui uma anica variavel, denominada X:

Fila (first-in-first-out);

Entrada, saida e trabalho;

Tamanho inicial igual ao comprimento da cadeia de entrada;
Tamanho pode variar, sem restricoes.

v

v

v vy

» Possui um programa associado (fluxograma):
Partida;

Parada;

Desvio condicional;

Atribuic3o.

vV vy Vvyy

v

Maquina Universal.
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Maquina de Post

Definicdo

Uma Maquina de Post é uma tripla:
M = (%,D,#)

onde:
» ¥ = {01,09,...,0n} € 0 alfabeto de entrada;

» D é o programa (ou fluxograma), constituido pelos componentes
partida, parada, desvio condicional e atribuic3o;

> # € o simbolo auxiliar, # ¢ X.
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Maquina de Post

Definicdo

Componente “Partida™

TN

™~
Partida
/

=

» Unico em cada programa P;

» Indica o inicio da execucdo de P.
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Maquina de Post

Definicdo

Componente “Parada’

11

! N 14 o
Aceita )| | Rejeita
e N\ -

—

» Pode ser de dois tipos: parada com aceitacdo ou parada com rejeicdo;

» Maltiplas ocorréncias sdo permitidas, sem restricdes (inclusive zero
ocorréncias de qualquer ou de ambos os componentes).
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Maquina de Post

Definicdo

Componente “Desvio condicional”

p
[ X« ler(x) )
J

» Analisa o primeiro simbolo da fila (variavel X);
» Conforme o simbolo encontrado, desvia de acordo;
» O simbolo encontrado é removido do inicio da fila;
» Se |X| = n, devem ser previstos n + 2 desvios;

» Desvio para o simbolo auxiliar (#) e também para o caso de X conter
a cadeia vazia (€).
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Maquina de Post

Definicdo

Componente “Atribuicdo™

X« Xu

» Concatena o simbolo x ao final da cadeia contida em X (vai para o
final da fila);

> pe (BU{#})
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Maquina de Post

Exemplo — programa P que reconhece a"b"

Estratégia:

» X contém a cadeia a ser analisada;

» Acrescentar o simbolo # ao final da mesma, para indicar final de
cadeia;

» Se o primeiro simbolo for a, remover;

» Transportar todos os demais a para o final da cadeia;

» Se chegar num b, remover;

» Transportar todos os demais b para o final da cadeia;

> Repetir;

> Se a cadeia contiver apenas o simbolo de final de cadeia, ACEITA,;

sendo REJEITA.
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Maquina de Post

Exemplo — programa P que reconhece a"b"

partida

a b e

l v i#
) G )
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Maquina de Post
Exemplo — programa P que reconhece a"b"

» Valores da varidvel X para a entrada aabb;

» Parada com a condicdo ACEITA:

aaabbb  aaabbb# aabbb#
abbb#  abbb#a  bbb#a
bbb#aa bbF#aa b#aa
b#aab  #aab #aabb
aabb aabb# abb#
bb# bb#a b#a
#a #ab ab

ab# b# #

€ +# €
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Maquina de Post

Teorema 3

Maquina de Turing < Maquina de Post

Seja:
M = (Z7Q7H7q07F7V7ﬂ7O)
uma Maquina de Turing. Entdo, existe uma Maquina de Post:
M' = (ZUV,D,#)

que simula M.

Marcus Ramos (UNIVASF)
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Maquina de Post

Teorema 3
Fita

» Representada pela variavel X;

» A posicdo correntemente referenciada pelo cursor indica a primeira
posicdo da fila contida na variavel X;

» O simbolo # é usado para sinalizar o final da cadeia de entrada;

» A parte situada a esquerda da fita de entrada corresponde a parte final
da fila, situada apds o simbolo #.
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Maquina de Post

Teorema 3
Fita

A situacdo da fita acima é representada na Maquina de Post por:

X = agay...an# 0 ajas
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a DIREITA

E necessario representar, na Maquina de Post:

» A substituicio de um simbolo por outro, conforme a funcdo de
transicdo;

» O deslocamento do cursor uma posicdo para a direita;

» Seqiiéncia de testes e atribuicdes que resultem na modificacio
pretendida ((nico teste e Gnica atribuicdo).
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a DIREITA

Supondo II(g;, az) = (g5, A2, D):

[+
2
@O
N
O
@
by
[
=
——
@D

antes [ &

depois 1$|a1|A2133|a4|---‘an

controle

Deseja-se mapear asasay...an# © a1 €m azaq...an# o a1 As.
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a DIREITA

Direto (quando o simbolo corrente é diferente de #):
> Ler e remover o simbolo corrente as do inicio da fila;
» Inserir o simbolo Ay no final da fila;
Necessario considerar quando o simbolo corrente é #:
» Remover # do inicio da fila;
» Adicionar o novo simbolo no final da fila;
» Inserir o simbolo especial $ no final da fila;
» Inserir o simbolo # no final da fila.

» Transportar simbolos do inicio para o final, até ler (e remover) o
simbolo $;

> #abc - que representa (abe, q,€) - € mapeado em #abcd (supondo
que (3 é substituido por d), que representa (abcd, g, €).
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a DIREITA

Situacdo X
INICIO #abc
Remove # abc
Insere d abed

Insere $ abcd$

Insere # abcd$#
Remove a | bed$#
Insere a bed$#a
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a DIREITA

Situacdo X

Remove b | cd$#a
Insere b cd$#ab
Remove ¢ | d$#ab
Insere c d$#abc
Remove d | $#abc
Insere d $+#abed
Remove $ | #abed
TERMINO | #abcd
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a ESQUERDA

E necessario representar, na Maquina de Post:

» A substituicio de um simbolo por outro, conforme a funcdo de
transicdo;

» O deslocamento do cursor uma posicdo para a esquerda;

> Seqiiéncia de testes e atribuicdes que resultem na modificacio
pretendida.
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a ESQUERDA

Supondo I1(g;, a3) = (g5, A3, E):

arilas Te’m [aglag‘a‘;l-.-lan

depois lsla1lazlA3}a4[...|an|B |...

Deseja-se mapear agay...a,# o a1as em asAzay...an# 0 a1.
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Maquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Sera feito em duas etapas:
» Parte 1:
» Entrada: asaq...an# 0 aias
» Saida: $A3zay...a,F# 0 ay
» Parte 2:
» Entrada: $4sa4...a,# 0 a;
> Saida: a2A3a4...an# o aq

Necessario, também, considerar quando o simbolo corrente & #.
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a ESQUERDA

Parte 1:

Inserir $$ no final da fila;

v

Insercdo do novo simbolo no final da fila;
Remover o simbolo do inicio da fila;

>
>

» S <! simbolo do inicio da fila (leitura e remogao);
> Sy « simbolo do inicio da fila (leitura e remog¢3o);
>

Enquanto S5 for diferente de $ faca:

» Inserir S; no final da fila;
> 51« Sy
» S5 « simbolo do inicio da fila (leitura e remogdo).

v

Escrever S na posicdo mais a esquerda da fila (no lugar do segundo
$, usando a Parte 2).

!pode ser simulado através do uso de estados no programa que implementa o

algoritmo na Maquina de Post
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a ESQUERDA

Exemplo:
» Suponha a substituicdo de f por X;
» Entrada: fghij#abcde;
» Saida: $X ghij#abcd.
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a ESQUERDA

Situacdo St | Sy X
INICIO - - faghij#abcde
Insere $ -] - fghij#abede$
Insere $ -] - fghij#abcde$$
Insere X - | - | fghij#abcde$$X
Remove f - | - | ghij#abcde$$X
Remove g g | - hij#abcde$$ X
Remove h g | h ij#abede$$ X
Insere g g | h| ij#abede$$Xg
Copia Sy para S1 | h | h | ij#abede$$Xg
Remove i h | i j#abede$3$ X g
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Teorema 3
Movimento para a ESQUERDA

Marcus Ramos (UNIVASF)

Maquina de Post

Situacdo S1 | So X

Insere h h | i | j#abcde$$X gh
Copia So para S1 | @ | i | j#abcde$$X gh
Remove j i | j | #abcde$$Xgh
Insere ¢ i | j | #abede$$Xghi
Copia So para S1 | j | j | #abcde$$X ghi
Remove # j | # | abcde$$X ghi
Insere j j | # | abede$$Xghij
Copia Sy para Sy | # | # | abede$$X ghij
Remove a # | a | bede$$X ghij
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a ESQUERDA

Situacdo S1 | So X

Insere # # | a | bede$$X ghij#
Copia So para S1 | a | a | bede$$X ghij#
Remove b a | b | cde$S$Xghij#
Insere a a | b | cde$$Xghij#a
Copia Sopara S | b | b | cde$$X ghij#a
Remove ¢ b | ¢ | de$$Xghij#a
Insere b b | ¢ | de$$Xghij#ab
Copia So para S1 | ¢ | ¢ | de$$Xghij#ab
Remove d c | d | e$$Xghij#ab
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a ESQUERDA

Situacdo S1 | So X

Insere ¢ c | d | e$$Xghij#abc
Copia So para S1 | d | d | e$$X ghij#abc
Remove e d | e | $$Xghij#abc
Insere d d | e | $$Xghij#abcd
Copia Sy para Sy | e | e | $$X ghij#abed
Remove $ e | $ | $Xghij#abed
TERMINO e | $ | $Xghijabed
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a ESQUERDA

Parte 2:

» Inserir um simbolo especial $ no final da fila;
» Ler (e remover) o simbolo do inicio da fila;
» Inserir o novo simbolo no final da fila;
>

Transferir os simbolos do inicio da fila para o final, até atingir o
simbolo $;

Remover o simbolo $ do inicio da fila.

v
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Maquina de Post

Teorema 3
Movimento para a ESQUERDA

Exemplo:
» Suponha a substituicdo de a por X;
» Entrada: abcde# fghij;
» Saida: Xbcde# fghij.
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Maquina de Post

Teorema 3

Movimento para a ESQUERDA

Marcus Ramos (UNIVASF)

Situacdo X
INICIO abcde# f ghij
Insere $ abede# f ghij$
Remove a bede# f ghig$
Insere X bede# f ghij$ X
Remove b | cde# fghij$X
Insere b cde#t fghij$Xb
Remove j | $Xbcde# fghi
Insere j $Xbede# fghij
Remove $ | Xbede# fghij
TERMINO | Xbede# fghij

Maquinas Universais
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Maquina de Post

Teorema 3

Estados, aceitacdo e rejeicdo

» Instrucdo “Partida” simula o estado inicial qo;
» Instrucdo “Aceita” simula os estados finais ¢; € F;

» Cada um dos demais estados corresponde a uma instrucdo “Desvio
condicional”;

> A rejeicdo por funcdo de transicdo indefinida ou movimento invalido
sdo simuladas pela instrucdo “Rejeita”.
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Maquina de Post

Teorema 4

Maquina de Post < Maquina de Turing

Seja:
M = (X,D,#)
uma Maquina de Post. Entdo, existe uma Maquina de Turing:
M = (E,Q,H, qO’Fv{#}vﬁv O)

que simula M.

Marcus Ramos (UNIVASF)
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Maquina de Post

Teorema 4

Variavel X

» X é simulada pela fita;
» O cursor aponta para o primeiro de X;

» Se X = aja2a3...am#am+1...ap, €ntdo a representacdo de X na fita

e:

|€3|a1]a2|a3l...]aml # ]am+1

...|an|f3
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Maquina de Post

Teorema 4

Desvio condicional

» O consumo do simbolo mais a esquerda é representado pela
substituicdo do simbolo lido por 3 seguido do deslocamento do cursor
para a direita;

» Se X = a1a2a3...0;#Amt1---Gp, UM teste com o simbolo aq resulta
em X = a2a3...0mFam11...0n

[o [ [ [ % [ [on [ [omi]owe [0 [ 8 [
[ [ 5 [ % [a [ [om [ 7 Joma]oee [ 20 [ 5 [
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Maquina de Post

Teorema 4

Atribuicdo

» A atribuicdo de um simbolo a varidvel X é representado pelo
acréscimo de um simbolo no final da fita seguido do retorno do cursor
para a posicdo mais a esquerda da fita que ndo seja [;

» Se X = a1a2a3...0;#Am1.--Gp, uma atribuicdo com o simbolo s
resulta em X = ajagas...am#am+t1...0n S

antes I < | a I -

depois LO l aq I---Iam l # lamn
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Maquina de Post

Teorema 4

Partida, aceita e rejeita

» A instrucdo “Partida” é simulada pelo estado inicial gg;
» A instrucdo “Aceita” é simulada por g € F;

» A instrucdo “Rejeita” é simulada por movimento invalido.
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Maquina com Pilhas

Generalidades

» Formalizada por varios autores na década de 1960;

» A memodria de entrada é separada das memodrias auxiliar e de saida
(diferente das Maquinas de Turing e de Post);

» Fita de entrada contém a cadeia a ser analisada;
» Memoéria auxiliar:

> Pilha (first-in-last-out);

» Uma ou mais pilhas;

» As pilhas n3o tem limitacdo de tamanho.
» Possui um programa associado (fluxograma):

» Partida;

» Parada;

» Desvio condicional (desempilha);

» Empilha.

» Maquina Universal.
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Maquina com Pilhas

Definicdo

Uma Maquina de Pilhas é uma dupla:
M= (%,D)

onde:
» ¥ ={01,09,...,0,} € 0 alfabeto de entrada;

» D é o programa (ou fluxograma), constituido pelos componentes
partida, parada, desvio condicional (desempilha) e empilha;

» X representa a fita de entrada;

» Y;, 7> 0, representa as pilhas.
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Maquina com Pilhas

Definicdo

Componente “Partida™

TN

™~
Partida
/

=

» Unico em cada programa P;

» Indica o inicio da execucdo de P.

Marcus Ramos (UNIVASF) Maquinas Universais 20 de junho de 2013 146 / 258



Maquina com Pilhas

Definicdo

Componente “Parada’

11

! N 14 o
Aceita )| | Rejeita
e N\ -

—

» Pode ser de dois tipos: parada com aceitacdo ou parada com rejeicdo;

» Maltiplas ocorréncias sdo permitidas, sem restricdes (inclusive zero
ocorréncias de qualquer ou de ambos os componentes).
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Maquina com Pilhas

Definicdo

Componente “Desvio condicional (desempilha)™

" X ler(X) " Y ler(Y)

» Analisa o primeiro simbolo da entrada ou da pilha ¢ (variaveis X e Y,
respectivamente);

» Conforme o simbolo encontrado, desvia de acordo;
» O simbolo encontrado é removido do inicio da entrada ou da pilha;
» Se |X| = n, devem ser previstos n + 1 desvios;

» Desvio também para o caso de X ou Y; conter a cadeia vazia (¢).
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Maquina com Pilhas

Definicdo

Componente “Empilha™

» Insere o simbolo i no topo da pilha Yj;
> €.
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Maquina com Pilhas

Exemplo — a™b"

Estratégia:
» Usa uma Gnica pilha;
> Ler os simbolos a da entrada (X)), empilhando os mesmos em seguida
)
» Quando encontrar o primeiro b na entrada, comecar a desempilhar os
simbolos a, garantindo que para cada b em X existe um a em Y

» Se a seqiiéncia de simbolos b da entrada (X acabar juntamente com
a seqiiéncia de simbolos a da pilha (Y'), entdo ACEITA; sen3o,
REJEITA.
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Maquina com Pilhas

Exemplo — a™b"

partida
A

€ a [
4Cx ¢ |er(><)}—>-1 Y « aY 1

b

4
(Y - |er(Y)>£>< rejeita D
a
: X« Ier(XDibc rejeita )

€

(Yeler(\’))ah'b{ rejeita )

Marcus Ramos (UNIVASF) Maquinas Universais 20 de junho de 2013 151 / 258



Exemplo — a™b"

Maquina com Pilhas

Marcus Ramos (UNIVASF)

Maquinas Universais
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Maquina com Pilhas

Exemplo — a™b"c"

Estratégia:
» Usa duas pilhas, Y7 e Y5;
» Remover simbolos a da entrada, inserindo-os na piha Y7;
» Para cada simbolo b da entrada, remover o mesmo de X, remover um

simbolo a de Y7 e inserir um simbolo b em Y5;

Deve-se garantir que as quantidades de a em Y7 e b na entrada sejam
idénticas;

Para cada simbolo ¢ da entrada, remover o mesmo de X e remover
um simbolo b da Y5;

Se as quantidade de b em Y5 e ¢ em X forem iguais, ACEITA; sendo
REJEITA.
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Maquina com Pilhas

Exemplo — a™b"c"

av; ! X ¢ ler(X)

rejeita
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Maquina com Pilhas

Exemplo — a™b’

X Yi | Y,
aabbce €
abbcc € €
abbcc a €
bbcc a €
bbce aa | €
bece aa | €
bece a €
bee a b
cc a b
cc € b
cc € bb
c € bb
c € b
€ €

€ €
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Maquina com Pilhas

Exemplo — aaa(a|b)*

Estratégia:
» N3o usa pilha;
» Verifica se os trés primeiros simbolos da entrada X sdo a;
» Consome os demais simbolos da entrada;

» Quando esgotar a cadeia de entrada, ACEITA. Se as condicdes
anteriores n3o forem verificadas, REJEITA.
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Maquina com Pilhas

Exemplo — aaa(a|b)*

partida

><

:>44—D<: rejeita <:
CX « ler H rejeita )
(X « ler(X H rejeita )

V

by lerx) )

€

aceita
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Maquina com Pilhas

Exemplo — aaa(a|b)*

aaabc
aabc
abc

bc
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Maquina com Pilhas

Quantidade de pilhas

A classe de linguagens representadas por Maquinas de Pilhas depende da
quantidade de pilhas que ela possui:
» Nenhuma pilha: corresponde ao autémato finito, capaz de reconhecer
a classe das linguagens regulares;
» Uma pilha: corresponde ao autémato de pilha, capaz de reconhecer a
classe das linguagens livres de contexto;
» Duas pilhas: corresponde a Maquina de Turing, capaz de aceitar a
classe das linguagens recursivamente enumeraveis;
» Trés ou mais pilhas: podem sempre ser simuladas por uma maquina
com apenas duas pilhas.
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Autémato com Duas Pilhas

Generalidades

» Similar & Maquina com Duas Pilhas;

» No lugar de um diagrama de fluxos usa-se um diagrama de estados;
» Componentes:

» Fita de entrada;
» Duas pilhas;
» Maquina de estados.

» Maquina Universal.
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Autémato com Duas Pilhas

Fita de entrada

» Finita;

» Contém a cadeia a ser analisada;

» Leitura apenas;

» Deslocamento do cursor para a direita apenas;
» A leitura provoca o deslocamento do cursor;
> Teste se a entrada foi esgotada;

» Leitura opcional.
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Autémato com Duas Pilhas

Pilhas

» Tamanho ilimitado;

» Usadas como memdria auxiliar;

> Leitura/escrita;

> A leitura remove o simbolo consultado (topo da pilha);

» Cada pilha é acessada por uma cabeca de leitura/escrita independente;
> Teste se a pilha esta vazia;

» Leitura opcional.
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Autémato com Duas Pilhas

Definicdo

Um Autdmato com Duas Pilhas é uma sextupla:
M= (3,Q,11,q0, F,V)

onde;
> Y é o alfabeto de entrada;
> () é o conjunto de estados;

» II & a func3o de transic3o:
IT: Qx(ZU{e, 7)) x (VU{e, 7 x (VU{e, 7}) — QX (VU{e}) x (VU{e})

> o € Q é o estado inicial;
» F C (@ é o conjunto de estados finais;

» V é o alfabeto auxiliar.
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Autémato com Duas Pilhas

Diagrama de estados

Se:
H(ql’ T, Y1, zl) = (q]? Y2, 22)

entdo:

(%,Y1,Y2,21,25)
Qi q;
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Autémato com Duas Pilhas

Seja I1(g;, z, y1, 21) = (g5, Y2, 22). Entdo:

>

vV v vV vV VvV Vv Y

Se x = ¢, n3o |é simbolo da fita de entrada e ndo desloca o cursor;
Se x =7, testa se a cadeia de entrada estd esgotada;

Se y1 = €, ndo |é simbolo da primeira pilha e ndo desempilha simbolo;
Se y1 =7, testa se a primeira pilha esta vazia;

Se z1 = ¢, ndo & simbolo da segunda pilha e ndo desempilha simbolo;
Se z1 =7, testa se a segunda pilha esta vazia;

Se y2 = €, mantém a primeira pilha inalterada;

Se z9 = ¢, mantém a segunda pilha inalterada.
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Autémato com Duas Pilhas

Exemplo — a™b"
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Autémato com Duas Pilhas

Exemplo — a™b"

Estado | Entrada | Primeira pilha
qo aaabbb | €

Qo aabbb B

Qo abbb BB

qo bbb BBB

a bb BB

q b B

q1 € €

as
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Autémato com Duas Pilhas

Exemplo — a™b"c"

(a,& B, g,¢) (b, B, g, &, C) (c,?,¢ C,e)
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Autémato com Duas Pilhas

Exemplo — a™b"c"

Estado | Entrada | Primeira pilha | Segunda pilha
Qo aabbce | € €

qo abbce B €

Qo bbce BB €

Q1 bece B C

@ cc € cc

q2 € C

q2 € €

ar

Marcus Ramos (UNIVASF)
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Autémato com Duas Pilhas

Teorema 5

Maquina de Turing < Autdmato com Duas Pilhas

Toda Maquina de Turing pode ser simulada por algum Autémato com
Duas Pilhas.

» A primeira pilha (P;) simula o contetdo da fita de entrada situado a
esquerda da cabeca de leitura/escrita;

» A segunda pilha (P) simula o conteado da fita de entrada situado a
direita da cabeca de leitura/escrita, incluindo o simbolo corrente;

» A cadeia é copiada da fita de entrada inicialmente para P, e depois
desta para P;

» Marcadores de fundo de pilha $§ em P5 (P;) sdo usados para simular
células em branco a direita (esquerda) do altimo (primeiro) simbolo
diferente de branco presente na fita.
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Autémato com Duas Pilhas

Teorema 5

Deslocamento a direita

> Considere I1(g;, ) = (¢;,y, D);

» Considere P =~y e P, = ux (topo a direita);

» O autébmato deve executar os movimentos necessérios para que
P =~yyeP=y;

» Portanto, (v, qi, zu®) F (vy, g;, u'?)
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Autémato com Duas Pilhas

Teorema 5

Deslocamento a direita

Py P, Py P,
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Autémato com Duas Pilhas

Teorema 5

Deslocamento a esquerda

» Considere I1(g;, ) = (g5,y, E);

» Considere P| = vz e P, = px (topo a direita);

» O autébmato deve executar os movimentos necessérios para que
Pi=veP=pyz

» Portanto, (vz,q;, zpft) F (v, ¢;, zyu’)
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Autémato com Duas Pilhas

Teorema 5

Deslocamento a esquerda

74 zZ
X Y
y LDy "
$ 3 $ $
Pl PZ Pl PZ
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Autémato com Duas Pilhas

Teorema 6

Autdémato com Duas Pilhas < Maquina de Turing

Todo Autémato com Duas Pilhas pode ser simulado por alguma Maquina
de Turing.

» A cadeia de entrada ocupa as primeiras posicdes da fita da Maquina
de Turing

» A primeira pilha (P;) é simulada nas posi¢des impares da fita da
Maquina de Turing, ap6s a cadeia de entrada;

» A segunda pilha (P) é simulada nas posi¢cdes pares da fita da
Maquina de Turing, apés a cadeia de entrada.
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Autémato com Duas Pilhas

Teorema 6

Autdémato com Duas Pilhas < Maquina de Turing

(se k impar)
SN RN X (Yo | X2 (Y2 e el e el Xma (Yna Xmo [V
Xm Yn
Xm-1 Yn1
X3 Y2
X Y1
o1 Rooh I N ke Mo
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Variacdes das Maquinas de Turing

Conceito

Iremos explorar variacGes sobre as Maquinas de Turing, mostrando que
todas elas podem ser simuladas pela Maquina de Turing basica:

» Fita de entrada com multiplas trilhas;
» N3o-determinismo;

» Maltiplas fitas de entrada;

» Fita limitada a esquerda.

Além de reforcar a no¢do da Maquina de Turing como uma Maquina
Universal, tais variacBes serdo (teis na demonstracio de alguns teoremas
que serdo vistos mais adiante.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Definicdo

Adotaremos uma definicdo um pouco diferente para Maquina de Turing,
porém equivalente 3 anteriormente vista. Ela corresponde a definicdo
utilizada em Hopcroft07:
» A fita é infinita em ambos os sentidos:
Esse caso sera analisado mais adiante.
» N3o hd marcador de inicio de fita:
Pode ser simulado deslocando a cadeia de entrada uma posicdo para a

direita e depois inserindo o marcador de inicio de fita na primeira
posicdo.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Definicdo

Brancos Cadeia de entrada Brancos

. Cabeca de leitura e escrita
Fita

Controle finito
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Variacdes das Maquinas de Turing

Formalizacdo

Uma Maquina de Turing (deterministica) é uma 7-upla:
M = (Q,E,F,(S,QO,B,F)

onde:
> () é o conjunto (finito) de estados;
> 3 é o alfabeto de entrada;
» I" & o conjunto de simbolos da fita, ¥ C T;

> § é a funcdo de transic3o:

0:QxI'—=QxT x{L,R}
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Variacdes das Maquinas de Turing

Formalizacdo

Uma Maquina de Turing (deterministica) é uma 7-upla:
M: (Q727F757q07B7F)

onde:
> go € Q é o estado inicial;

» B representa o simbolo branco, usado para preencher todas as
posicBes da fita no inicializadas com simbolos da cadeia de entrada;
Be (I -%)

» F & o conjunto de estados finais, F' C Q).
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Variacdes das Maquinas de Turing

Complexidade no tempo

Maquina de Turing deterministica

A “complexidade no tempo” ou “tempo de execucdo” de uma Maquina de
Turing M com uma entrada w é definida como:

» A quantidade de movimentos que M executa com a entrada w até
parar (aceitando ou rejeitando);

» Se M n3o para com a entrada w, o tempo € infinito.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Complexidade no tempo

Maquina de Turing deterministica

A “complexidade no tempo” ou “tempo de execucio”
de uma Maquina de Turing M é definida como:

» A funcdo T'(n);

> n representa um certo comprimento da cadeia de entrada;

» T'(n) é a quantidade de movimentos que sdo executados quando sdo
consideradas todas as possiveis cadeias w de comprimento n.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Complexidade no tempo

Independentemente de fatores ou coeficientes, considera-se:

» Problemas “trataveis” sdo aqueles que possuem tempo de execucdo
polinomial, ou seja, T'(n) = O(nk) para algum k;

» Problemas “intrataveis” sio aqueles que possuem tempo de execucio
exponencial, ou seja, T'(n) = O(k™), para algum k;

» ExcecBes a parte, funcdes exponenciais crescem muito mais
rapidamente do que funcdes polinomiais;

> Problemas “trataveis” geralmente possuem solucGes vidveis em
computadores; problemas “intrataveis” geralmente ndo possuem.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita de entrada com miltiplas trilhas

Conceito
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita de entrada com miltiplas trilhas

Formalizacdo

» Para uma fita de entrada com n trilhas:

§: QXTI xT..xT - QxI'xTI...xT x{L,R}
rn T,
Em cada estado, o controle finito consulta o simbolo armazenado em
cada uma das trilhas individualmente, providencia uma substituicdo
para cada um deles, e desloca a cabeca de leitura/escrita para a
direita ou para a esquerda;

» Se M =(Q,%,T,9,q9, B, F) € uma Maquina de Turing com n
trilhas, essa maquina pode ser simulada por M’ cujo conjunto de
simblos da fita é I' = I'"; os demais elementos de M permanecem
inalterados em M’;

» Cada elemento de I'" é considerado um novo simbolo, e dessa forma
um Gnico simbolo é consultado/gravado de cada vez, como numa
maquina com apenas uma trilha.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita de entrada com miltiplas trilhas

Exemplo

Suponha uma Maquina de Turing com 2 trilhas e:
I = {a, X, B}

Ent3o:

I' = {(a,a), (a, X), (a, B), (X, a), (X, X), (X, B), (B, a), (B, X),(B, B)}
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Definicdo

Uma Maquina de Turing M é dita “ndo-deterministica” se existir mais de
uma possibilidade de movimentagdo a partir de uma mesma configuracdo.

Formalmente:
§:Q x I — 2@xIx{L.R}
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Variacdes das Maquinas de Turing

N&o-determinismo
Linguagem definida

Seja M uma Maquina de Turing M n3o-deterministica e w € ¥*. S3o
considerados trés casos, que cobrem todas as situacdes possiveis:

» w e ACEITA(M) se e somente se existe pelo menos uma seqiiéncia
de movimentos que conduz M a um estado final com a cadeia w;

» w e REJEITA(M) se e somente se todas as seqiiéncias de
movimentos de M com a cadeia w conduzem a configuracdes de
parada n3o-finais;

» w € LOOP(M) se e somente se:

» N3o existe nenhuma seqiiéncia de movimentos que conduza M a um
estado final com a cadeia w;

» Existe pelo menos uma seqiiéncia de movimentos que fazem com que
M entre em loop com a cadeia w.
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo

» A Maquina de Turing da figura seguinte é ndo-deterministica e possui
E = {a7bvc>d767fag};

» S3o consideradas cadeias de entrada que provocam todas as
combinacBes possiveis entre as situacdes de aceitacdo, rejeicdo e loop,
inclusive combinacdes duas a duas e as trés simultaneamente;

» O resultado serve para ilustrar a determinacdo de
ACEITA(M),REJEITA(M) e LOOP(M) em Maquinas de
Turing n3o-deterministicas.
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo

=
[ (a0b) o (b,,)
=39 -0

09 ¢

(d,q2)
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<
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(g,93) g (d0,8) —-
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo

Lo e oo [

a ACEITA
b 4 REJEITA
c v LOOoP

d v v ACEITA
e v v ACEITA
f v v LOOP

g v v v ACEITA
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo

Portanto, M particiona X* nos seguintes conjuntos:
» ACEITA(M) ={a,d,e,g,...};
» REJEITA(M) = {b,...};
» LOOP(M) ={c, f,..}s
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Combinagdes de casos

Seja M e w. As diversas seqiiéncias de movimentacdo de M com w podem
ser classificadas em ACEITA, REJEITA e LOOP. Considere a
quantidade de ocorréncias de cada uma delas no conjunto de todas as
ocorréncias como sendo:

> “pelo menos um” (> 1);

» “nenhuma” (0), ou

> “todas” (all).
As tabelas seguintes mostram as varias combinacdes possiveis para os
valores dessas trés variaveis, e como a cadeia w deve ser considerada do
ponto de vista de aceitacdo, rejeicdo ou loop. Das 27 combinacdes
possiveis (32), apenas 10 sdo validas.
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Combinagdes de casos

ACEITA
>1 >1 0 ACEITA
>1 >1 all -
>1 0 >1 ACEITA
>1 0 0 ACEITA
>1 0 all -
>1 all >1 -
>1 all 0 -
>1 all all -
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Combinagdes de casos

ACEITA REJEITA oor | |

LOOP
0 >1 0 REJEITA
0 >1 all -
0 >1 LooP
0 0 -
0 all LOOP
0 all >1 -
0 all 0 REJEITA
0 all all -
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Combinagdes de casos

ACEITA REJEITA oor | |
all >1 >1 =

all >1 0 -
all >1 all -
all 0 >1 -
all 0 0 ACEITA
all 0 all -
all all >1 -
all all 0 -
all all all -
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Equivaléncia

Teorema:

Toda Maquina de Turing ndo-deterministica M pode ser simulada por uma
Maquina de Turing deterministica M’ equivalente. Ou seja:

» ACEITA(M') = ACEITA(M);
» REJEITA(M') = REJEITA(M);
» LOOP(M') = LOOP(M).
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Equivaléncia

Método:
» Simular as configuracdes de M, representando-as na fita de M’;
» As configuracdes sdo delimitadas pelo simbolo especial x;

» A configuragdo corrente é marcada pelo simbolo especial X, que
ocupa o lugar do * situado a esquerda da mesma;

» A funcio de transicio § de M estd armazenada no controle de M’;
» Considerar a arvore de todos os caminhos possiveis;

» Fazer uma busca em largura para determinar se alguma configuracdo é
final e aceitar quando encontrar;

» Parar e rejeitar quando n3o houverem novas configuracdes a serem
consideradas;

» Parar e aceitar quando o estado corrente for final.
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Equivaléncia

Algoritmo:

1. A fita de M’ contém, inicialmente, a configuracdo inicial de M com a
cadeia w;

Essa configuracdo é marcada como sendo a configuragdo corrente;

M’ analisa a configuracdo corrente para determinar se o estado
corrente é final;

4. Em caso afirmativo, M’ para e aceita w; em caso negativo, M’ analisa
a configuracdo corrente para determinar o estado corrente ¢; € o
simbolo corrente z;

5. M’ insere, no final da cadeia de entrada, tantas novas configuracées
quantos sejam os elementos de §(g;, x);
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Equivaléncia

6. Cada uma dessas configura¢bes é modificada para refletir a aplicagdo
de uma particular transicio:

» Suponha que (a, gi, z7y) seja a configuracdo corrente e que

6(qi7 {E) = {(qjv Y, R)v EE) (Qm7 Z, R)}r
» As novas configuracdes sdo (ay, g;,7), ..., (@2, gm, Y);
» De maneira analoga se os deslocamentos forem a esquerda.

7. M’ procura a préxima configuracdo na fita de entrada;

8. Caso ndo exista, M’ para e rejeita w; caso exista, va para 2.
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo

<

aba,q,,
(€,90,aba) g (a,9,,ba)
(ab,q5,a) <
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo

Y%

N

Y

a b a
a b a
a b a
a b a
b a G
a b a
b a G

9

CH

9

Maquinas Universai

9,

9,

9,

9s
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo

(abquIb)

(¢,0p,abb) g (a,q,,bb)

(abrq3lb)
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo

g, a b a * a q b a X a b g b * a b ag b

Marcus Ramos
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo

(a, ql,a)
[
<

(a,02,3) pu (€,q0,23)

-
-
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Exemplo

9, a a * a gq a * a g, a X q a a * a q a
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Conversdo — inicio

Seja M especificada no slide seguinte;
Seja w = aa;

A configuracido inicial de M é (¢, qo, aa);

vV v v Yy

Os estados qg, g1, g2 € g3 de M sdo denotados respectivamente 0, 1, 2
e 3 em M';

» A configuracdo inicial de M’ é (e, qo, X Oaax);
» M’ procura a configuragdo a direita do simbolo X;

» M’ determina o estado corrente e o simbolo corrente de M.
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Versdo ndo-deterministica
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Versdo ndo-deterministica equivalente (parcial)
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Convers3o — término

M’ esté especificado parcialmente:

a) A partir de g3, gravar duas novas configuragdes no final da fita, uma
substituindo Oa na configuracdo corrente por al e outra substituindo
Oa por a2; terminar ambas com x; ir para (d);

b) A partir de g9, gravar uma nova configuragdo no final da fita
substituindo 0b na configuracdo corrente por b3; terminar com x; ir
para (d);

c) A partir de gg, gravar uma nova configuracdo no final da fita
substituindo a2 na configura¢do corrente por Oa; terminar com x; ir

para (d);
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Convers3o — término

d) Procurar o X a esquerda e substituir por *; depois disso, procurar o
primeiro * a direita e substituir por X; ir para (e);
e) Deslocar a cabeca até o X e ir para o estado qo;

f) Nos estados g2 e g5, se a entrada corrente for * ou branco, executar os
passos (d) e (e).
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Conclusdes

» Se M alcanca alguma configuracdo de aceitacdo para w, M’ aceita w
e para;

» Se M para em configuracdes nio-finais em todos os caminhos, M’
para e rejeita w;

» Se M entra em loop em algum caminho, M’ entra em loop.

» Se M’ alcanca uma configuracdo de aceitacdo para w, existe um
caminho de aceitacio para w em M;

» Se M’ para e rejeita w, M péara em configuracdes ndo-finais em todos
os caminhos com a entrada w;

» Se M’ entra em loop em algum caminho, M’ entra em loop em algum
caminho.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Complexidade no tempo

Maquina de Turing ndo-deterministica

A “complexidade no tempo” ou “tempo de execucdo” de uma Maquina de
Turing M com uma entrada w é definida como:

» A quantidade maxima de movimentos que M executa com a entrada
w até parar (aceitando ou rejeitando), considerando todas as
seqiiéncias possiveis de movimentac3o;

» Se M n3o para com a entrada w, o tempo € infinito.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Complexidade no tempo

Maquina de Turing ndo-deterministica

A “complexidade no tempo” ou “tempo de execucio”
de uma Maquina de Turing M é definida como:

» A fungdo T'(n);

> n representa um certo comprimento da cadeia de entrada;

» T'(n) é a quantidade maxima de movimentos executados quando s3o
consideradas todas as possiveis cadeias w de comprimento n e, para
cada uma delas, todas as possiveis seqiiéncias de movimentac3o.
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Conclusdes

» Considere que M executa m movimentos na seqiiéncia mais longa;

» Considere que o maior nimero de transicdes em qualquer configuracio
de M é m;

» ApGs a execugdo do primeiro movimento de M (a partir da
configuracdo inicial) haverdo, no maximo, m configuracdes seguintes;

» ApoGs a execucdo do segundo movimento de M, haverdo, no maximo,
m * m configuracdes seguintes;

> Apoés a execucdo do n-ésimo movimento de M, haverdo, no maximo,
m' configuracdes seguintes;
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Variacdes das Maquinas de Turing

N3o-determinismo

Conclusdes

» Portanto, o total de configuracbes alcancadas por M é
14+m+m2+ ... +m"

T4+m+m2+..+m"< 14+ nxm™ Vm > 0,Vn > 0;
Cada caminho de M analisa no maximo 1 + n configuracdes;
M’ precisa analisar, sozinha, 1 + n * m™ configuracdes;

O tempo de execucdo de M’ é exponencial;

Se M é O(n), entdo M’ é O(m");

Se M & O(t(n)), entdo M’ & O(m'™).

vV v.v. v v Yy
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Conceito

Ao invés de uma (nica fita, a Maquina de Turing possui uma quantidade
finita de fitas:

» A cadeia de entrada é posicionada na primeira fita;

» Cada fita possui uma cabeca de leitura/escrita independente das
demais;

> As transicBes controlam as leituras, as escritas e as movimentacdes de
todas as cabecas;

» A cabeca pode permanecer no lugar de origem, sem se deslocar.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Definicdo

Maquina de Turing com n fitas:

:Q x

I' x I' x... TI' —
=~ ~—~
Fita1 Fitaz2 Fita n
Qx (T x{L,R,S}) x (T x{L,R,S})...x (I'x{L,R,S})

Fita 1 Fita 2 Fita n
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Representacédo
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Representacédo

Suponha:

5((]0’a’ﬁ>676) = (QL (Xv R)? (K R)? (W L)v (Zv S))
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Representacédo
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Equivaléncia

Como toda Maquina de Turing é uma Maquina de Turing com miltiplas
fitas, é fato que Maquinas de Turing com miultiplas fitas aceitam todas as
linguagens recursivamente enumeraveis. No entanto, cabe questionar se
existem linguagens que ndo sdo recursivamente enumeraveis e que sao
aceitas por alguma Maquina de Turing com duas ou mais fitas.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Equivaléncia

Teorema: A classe das linguagens aceitas por Maquinas de Turing com
maltiplas fitas corresponde exatamente a classe das linguagens aceitas por
Maquinas de Turing com uma Gnica fita.

» MT com uma dnica fita simula MT com miltiplas fitas,
independentemente da quantidade de fitas.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Convencgido

» Uma MT com n fitas sera representada por uma MT com uma (nica
fita e 2 x n trilhas;

» A trilha 2% ¢ — 1 representa o contetdo da fita 7, 1 <1i < n;

> A trilha 2 x i representa (simbolo X)) a posicdo corrente da cabeca de
leitura/escrita na fita 2xi — 1, 1 <i <m;

» Exemplo para n = 4.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Exemplo

>
=
>
N
pd
w
>
IS
>
(%]
>
o
>
~
>
00
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Exemplo

(@]
-
(@)
~
(@)
IS
(@]
i
(@)
@
0O
~
(@)
©
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Equivaléncia

Método: My simula M;

1.

Mo precisa localizar as posicdes onde estdo os marcadores das n
cabecas de leitura/escrita de M na sua fita de entrada;

Para n3o se perder, My deve manter sempre, armazenado no seu
conjunto de estados, a quantidade de marcadores que estdo a
esquerda e a direita da posicdo corrente de leitura/escrita;

Ap6s a localizacdo de cada marcador, My deve armazenar, no seu
conjunto de estados, o simbolo lido em cada uma das posicdes
correspondentes;

O estado de M; deve estar armazenado também no conjunto de
estados de Mo;
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Equivaléncia

Método: My simula M,
5. M determina a transicdo a ser aplicada;

6. M> revisita cada um dos marcadores, desloca os mesmos de posicio
(se for o caso), substitui os simbolos correspondentes e registra uma
eventual mudanca de estado de M7 no seu préprio conjunto de
estados;

7. Os estados de aceitacdo de M sdo aqueles que representam estados
de aceitacdo de M;.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Equivaléncia

Teorema: O tempo que Ms (com uma anica fita) leva para simular n
movimentos de M; (com mialtiplas fitas) & O(n?).
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Equivaléncia

» Apés 1 movimento de M7, os marcadores de M, estardo separados
por no maximo 2 posicdes;

» Apés 2 movimentos de M7, os marcadores de Mo estardo separados
por no maximo 4 posi¢ces;

» Apés n movimentos de M;, os marcadores de M> estardo separados
por no maximo 2 x n posi¢des;

» Para localizar todos os marcadores, My deve executar, no maximo,

2 x4 movimentos para a direita, onde i € o nimero de movimentos
executados por M7 até o momento;

» Uma vez determinada a transicdo a ser aplicada, M deve substituir os
simbolos nas trilhas impares na fita de entrada; para isso sdo
requeridos, no maximo, 2 * ¢ movimentos para a esquerda;
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Equivaléncia

» Também é necessario deslocar os marcadores das trilhas pares para a
esquerda ou para a direita; para isso serdo necessarios outros 2
movimentos por marcador (um em cada sentido), num total de 2 x k
movimentos, onde k é o niimero de fitas sendo simuladas. Esse
célculo independe do valor de 7.

Movimentos de M7 | Distancia maxima em My | Movimentos de M,
1 2 44+2xk
2 4 8+2xk
n 2%xn dxn+2xk
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Variacdes das Maquinas de Turing

Multiplas fitas de entrada

Equivaléncia

» Portanto, para simular n movimento de M; s3o requeridos
n

S (Axi+2xk) <nx*(dsxn+2x%k)=4%n?+2%k*n movimentos;
i=1

» Logo, para simular n movimentos de M7 serdo requeridos, no maximo,
O(n?) movimentos.

Marcus Ramos (UNIVASF) Maquinas Universais 20 de junho de 2013 236 / 258



Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Conceito

Ao invés de uma fita com tamanho ilimitado em ambos os sentidos, a

Maquina de Turing possui uma fita limitada a esquerda e sem limitacdo a
direita:

» A fita possui duas trilhas;
» A cadeia de entrada é posicionada na primeira trilha no inicio da fita;

» A fita é preenchida com brancos a direita do altimo simbolo da cadeia
de entrada na primeira trilha, e integralmente na segunda trilha;

» Qualquer tentativa de movimentacdo da cabecga de leitura/escrita para
a esquerda da primeira posicdo da fita gera uma condicdo de parada
com rejeicdo da cadeia de entrada.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Equivaléncia

Teorema: A classe das linguagens aceitas por Maquinas de Turing com fita
ilimitada em ambos os sentidos corresponde exatamente a classe das
linguagens aceitas por Maquinas de Turing com fita limitada a esquerda.

» MT M; com fita limitada a esquerda simula MT My com fita
ilimitada;

» M nunca escreve branco (B) na fita de entrada;

» A cabeca de leitura/escrita nunca se desloca para a esquerda da
primeira posi¢do.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Representacédo

Fita ilimitada em ambos os sentidos
X7 Xe X5 Xg X3 X, X5 X X X X
T

Fita limitada a esquerda
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Nunca escreve branco

Algoritmo:
Seja My = (QQ, ¥, 9,62, q2, B, Fg). Ent3o:
» Fazer I'y — 'y U{B'};
» Substituir toda regra do tipo d2(q, X) = (p, B, D), D € {L, R}, por
d2(q, X) = (p, B', D);
> Vg € Qo, fazer d2(q, B') = d2(q, B).
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Equivaléncia

Método:

» Usar a trilha superior para representar o lado direito da fita, e a trilha
inferior para representar o lado esquerdo da fita;

» Memorizar, nos estados de M, se a cabeca de leitura/escrita esta
posicionada a esquerda ou a direita da posic3o inicial em Ms;

» Conforme o estado de M7, manipular apenas a trilha superior ou
inferior da fita de entrada;

» Garantir que toda movimentac3o para a direita da primeira posicdo
seleciona a trilha superior, e que toda movimentac3o a esquerda da
primeira posicdo seleciona a trilha inferior.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Equivaléncia

Considere My = (Q2, X, T2, 02, g2, B, F») modificado para nunca escrever
brancos na fita. My é simulado por M7 com fita limitada a esquerda,
M1 = (Ql, Zl,Fl,dl,qo, (B, B),Fl), onde:

> Q1 ={q0, ¢} U(Q2 x {U,L});
U indica a manipula¢do da trilha superior da fita, L indica a
manipulacdo da trilha inferior;

» ¥ =X x {B};
> Ty = (T xTy) U{(X,%)|X € Ty},
% ¢ I'y & usado para indicar o inicio da fita.
» (B, B) representa o branco de Mo;
> F1 ={(¢;T) € (F2 x {U, L})|q € F>}.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Equivaléncia

Obtenc3o de d7:
1. 01(qo, (0, B)) = (q1, (0, %), R), Vo € (XU {B});
primeiro movimento: insercio do marcador de inicio de fita na
segunda trilha;
2. 01(q1,(X,B)) = ((q2,U),(X,B), L), VX € T'y;
segundo movimento: retornar para a posicdo inicial da fita, selecionar
trilha superior (parte direita da fita de M) e ir para o estado inicial go;
3. Se d2(¢q, X) = (p,Y, D), entdo, VZ € I'y:
> 51((q7 U)a (Xa Z)) = ((pv U)a (Y7 Z),B) €
> 61(((171’)7 (Z7X)) = ((p,L), (Zv Y)7D)
simula M5 levando em consideracdo a trilha corrente, exceto se estiver
na primeira posicao.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Equivaléncia

Obtenc3o de d:
4. Se 02(q, X) = (p,Y, R), entdo:

51((Q7 L)v (Xv *)) = 51(((]7 U)? (X7 *)) = ((p7 U)v (Y7 *)7 R)
deslocamento a direita da primeira posicio seleciona a trilha superior;

5. Se d2(q, X) = (p,Y, L), entdo:

51((Q7 L)v (Xv *)) = 51(((]7 U)? (X7 *)) = ((p7 L)v (Y7 *)7 R)
deslocamento a esquerda a primeira posicdo seleciona trilha inferior.
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Conclusdo

» M reproduz as configuracbes de Mo;

» M, entra em um estado de aceitacdo se e somente se My também
entra;

4 L(Ml) = L(Mg).
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Exemplo
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Exemplo
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Exemplo

A partir de Jo

4. 51((612,
A partir de Jo

4. 51 ((q5)

q2,¢) = (g3, ¢, R):

(e%)) = 01((q2,U), (¢, %)) = ((g3,U), (¢, %), R)
45, B) = (g6, a, R):

,(B,*)) = 61((g5,U), (B, *)) = ((g6, U), (a, %), R)

v,\v,\
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Exemplo

A partir de d2(q3,d) = (q4,d, L):

5. 01((g3, L), (d, %)) = 51((Q37U)’(d’*)) = ((g4, L), (d, %), R)
A partir de d2(q4,¢) = (qq,¢, L):

5. 01((ga, L), (¢, %)) = 51(((14,U)7(C7*)) = ((g4, L), (¢, %), R)
A partir de d2(q4, B) = (g5, b, L):

5. 01((qs, L), (B, %)) = 61((qa, U), (B, %)) = (g5, L), (b, %), R)
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Exemplo
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Exemplo

e
e
T
c

d
B
Y
4
8
T
d
B

B B
q;
EN d B B
El B B B
T (V)
c Il ¢ B B
T (aV)
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Variacdes das Maquinas de Turing

Fita limitada a esquerda

Exemplo

e
—
T (aV)
< Il - B B
N
T ()
c d - B
* b B s B
T (asl)
< N B B
- R - B B
T (al)
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