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Programas

Conceitos basicos

v

Conjunto de instrucdes que estabelecem a seqiiéncia em que certas

“operacdes” e “testes” devem ser executados;

» Objetiva manipular dados de entrada, produzindo as saidas desejadas;

» A “estrutura de controle” do programa define a maneira como as
operacdes e os testes sdo sequenciados no tempo;

» Tipos de estrutura de controle:

» Monolitica (“flowchart programas”);
> lterativa (“while programs”);
» Recursiva (“procedure programs’).

Composicdo “sequencial”;
Identificadores de operacdes: F, G, H, ...
Identificadores de testes: 11,75, T3, ...

vV v . v VY

Operacido vazia: v/

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias 19 de junho de 2013



Programas

Programas monoliticos

Conceitos

v

“Programas com desvios arbitrarios”;

v

Um dnico bloco;

v

Elementos de estruturacio:

» Desvios condicionais;
» Desvios incondicionais.

v

Representacdes:
> Grafica (fluxograma);
» Textual (conjunto de instrucdes rotuladas).
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Programas

Programas monoliticos

Componentes
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Programas

Programas monoliticos

Fluxograma
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Programas

Programas monoliticos

Definicdo

Uma “instruc3o rotulada” & uma cadeia finita de caracteres que possui um
dos seguintes formatos:

» r1: faga F'va_ para o (operacdo simples)
» r1: faca v/ va_para ry (operacdo vazia)
» r1: se T entdo va_para ro sendo va_para rs (teste)

onde r1, 79 € r3 sdo rétulos numéricos, I’ € um identificador de operacio e
T & um identificador de teste.
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Programas

Programas monoliticos

Definicdo

Um “programa monolitico” P é um par ordenado
P=(I,r)

onde:
» I & um conjunto (finito) de instrugBes rotuladas;
» r & o rétulo inicial.

Observacdes:
» Duas instrucdes ndo podem ter o mesmo rétulo;

» Rétulos finais sdo aqueles que s3o referenciados mas n3o estdo
associados a nenhuma instrucio.
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Programas

Programas monoliticos

Exemplos

Exemplos de programas monoliticos:

» P, =(I1,1), onde I} ={
1: faca F'va_para 2,
2: se T entdo va_para 1 sendo va_para 3,
3: faca G va_para 4,
4: se T, entdo vad_para 5 sendo va_para 1}

» Py = ({1: faca v/ vad_para 2}, 1)

» P3 = ({1: faca F' va_para 2, 2: se T'va_para 1 sendo va_para 3}, 1)
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Programas

Programas iterativos

Conceitos

» “Programas estruturados” sem subprogramas;
» Elementos de estruturacio:
» Execucdo sequencial;
» Execucdo condicional (anica entrada, anica saida);
» Execucio iterativa ((inica entrada, Gnica saida).
» Representacdes:
» Grafica (fluxograma estruturado);

» Textual (conjunto de instrucdes que realizam os elementos de
estruturacdo).
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Programas

Programas iterativos

Definicdo

Defini¢do de “programa iterativo™
» A operacdo vazia v’ e os identificadores de operacdo s3o programas
iterativos;

» Se V e W s3o programas iterativos, entdo
VW

é um programa iterativo (execuc¢do sequencial);

» Se V e W sdo programas iterativos, e T' € um identificador de teste,
entdo
se T entdo V sendo W

é um programa iterativo (execu¢do condicional);
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Programas

Programas iterativos

Definicdo

» Se V & um programa iterativo, e T' &€ um identificador de teste, entdo
enquanto 7T faga V

é um programa iterativo (execucdo iterativa do tipo “enquanto”);

» Se V' & um programa iterativo, e T é um identificador de teste, entdo
até T faca V

€ um programa iterativo (execuc3o iterativa do tipo “até”, substitui o
“enquanto” com a condicdo negada).

» Se V & um programa iterativo, entdo

V)

€ um programa iterativo.
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Programas

Programas iterativos

Exemplo

se T}
ent3o enquanto 75 faca
até T3
faca (V; W)
sendo v/
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Programas

Programas recursivos

Conceitos

» Subprogramas recursivos, sem comando iterativo;
» Elementos de estruturacio:

» Execucdo sequencial;
» Execucdo condicional (Gnica entrada, Gnica saida);
» Definicdo de subprograma;
» Chamada de subprograma.
» Representacses:
» Textual (conjunto de instrucdes que realizam os elementos de
estruturacdo).

Considere que Ry, Ro, ... sdo “identificadores de subprogramas”.
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Programas

Programas recursivos

Definicdo

Definicdo de “expressdo”:
» A operacdo vazia v’ e os identificadores de operacdo s3o expressdes;
» Os identificadores de subprograma sdo expressdes;

> Se V e W s3o expressdes, entdo
V.w

é uma expressdo (execucdo sequencial);

> Se V e W sdo expressbes, e T' &€ um identificador de teste, entdo
se T entdo V sendo W

€ uma expressdo (execu¢do condicional);
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Programas

Programas recursivos

Definicdo

Definicdo de “programa recursivo™

» P é Eyonde
R1 def El, R2 def EQ, ...,Rn def En;

» Ri, Rs,..., R, sdo identificadores de subprogramas;

» FE1,FE,, ..., E, sdo as expressdes que definem, respectivamente, os
subprogramas identificados por Ry, R, ..., Ry;

» Ey é a “expressio inicial”;
» Todos os identificadores de subprograma referenciados em P devem
ser definidos em P.
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Programas

Programas recursivos

Exemplo

P é R; S onde
R def F'; se T entdo R sendo G; S
S def se T entdo v sendo F; R
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Maquinas

Conceitos basicos

Uma méaquina:
» Possui estrutura para armazenamento de dados (memoria);
» Possui capacidade de ler e devolver dados para o meio externo;

» E responsavel por atribuir significado para os identificadores de
operacdo e de teste usados nos programas;
» Esses significados sdo representados na forma de funcdes que
representam:
» Alteracdo do contetido da meméria (para os identificadores de
opera¢do);
» A elaboracdo de um valor l6gico a partir do conteddo da meméria, sem
no entanto altera-la (identificadores de teste).
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Maquinas

Definicdo

Uma “maquina” é uma 7-upla:
M = (‘/7X7Y77TX77TY7HO7HT)

onde;

é o conjunto de valores que podem ser armazenados na memodria;

<

é o conjunto de valores que podem ser lidos na entrada;
Y é o conjunto de valores que podem ser escritos na saida;

mx € a “funcdo de entrada”, tal que 7x : X — V;

vV v v .Yy

my € a “funcdo de saida”, tal que 7y : V — Y
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Maquinas

Definicdo

Sejam Ojs e Ty, respectivamente, os conjuntos de identificadores de
operacdes e testes definidos por M.

» Ilp é o conjunto de “interpretacBes de operacdes’ tal que:
Yo € Opg, (1o : V= V) €llp
» Ilp é o conjunto de “interpretacdes de testes” tal que:

Vt € T, (m : V — {verdadeiro, falso}) € Il
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Maquinas

Exemplo

Maquina de Dois Registradores:

MD = (V7X7K7TX77TY7H07HT)

>V =N?

» X =N

» Y =N

» Tx —armazena_a

» 7Ty =retorna_b

» IIp = {subtrai_a, adiciona_b}
» IIr = {a_zero}
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Maquinas

Exemplo

> armazena a: N — N?
Vn € N, armazena_a(n) = (n,0)
> retorna_b: N2 —= N
V(n,m) € N2, retorna_b(n,m) =m
» adiciona_b: N? — N2
Y(n,m) € N2, adiciona_b(n,m) = (n,m + 1)
> subtrai_a: N2 — N2
Y(n,m) € N2, n > 0, subtrai_a(n,m) = (n—1,m)
se n =0, subtrai_a(n,m) = (0,m)
» a_zero: N? — {verdadeiro, falso}
V(n,m) € N2, sen =0, a_zero(n,m) = verdadeiro
V(n,m) € N2, sen #0, a_zero(n,m) = falso
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Maquinas

Exemplo

Maquina de Um Registrador:

MU = (‘/7X7Y77TX77TY7H07HT)

» V=N

» X =N

» Y =N

| 2 ﬂX:ZdN

> ﬂy—idN

» IIp = {add, sub}
» 117 = {zero}
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Maquinas

Exemplo

> Z'dN:N—>N

Vn € N,y idy(n) =n
» add: N— N

Vn €N, add(n) =n+1
» sub: N— N

VYn € Nyn >0, sub(n) =n—1
sen =0, sub(n) =0

» zero: N — {verdadeiro, falso}
se n =0, zero(n) = verdadeiro
se n # 0, zero(n) = falso
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Maquinas

Programa para uma Maquina

Definicdo

Sejam M = (V, X,Y,nx,ny,llo,Il7) e P um programa onde Op e Tp
sdo os respectivos conjuntos de identificadores de operacdes e testes de P.
P é um programa para a maquina M se, e somente se:

» Yo € Op, existe uma anica funcdo (7, : V — V) € Ilp

» Vt € Tp, existe uma anica fungdo (m; : V' — {verdadeiro, falso}) €

Iy

» A operacdo vazia v’ é sempre interpretada em qualquer maquina.
Portanto, P é um programa para uma maquina M se todos os
identificadores de operacdes e testes utilizados em P estiverem definidos,
em M, através de correspondentes funcées de operacdes e testes.
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Maquinas

Programa para uma Maquina

Exemplos

Programas para a Maquina de Dois Registradores:

» Programa monolitico:
1: sea_zero va_para 4 sendo va_para 2
2: faga subtrai_ava para 3
3: faca adiciona_b va paral

» Programa iterativo:
até a_ zero
faca (subtrai a; adiciona b)
» Programa recursivo:
P é R onde
R def se a_zero entdo v sendo (S; R),
S def subtrai_a; adiciona_b
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Maquinas

Programa para uma Maquina

Exemplos

Programa para a Maquina de Um Registrador:

» Programa recursivo:
P é R onde
R def se zero entdo v sendo (sub;R;add;add)
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Computacio

Programa monolitico

Conceito

Sejam uma maquina M = (V, X, Y, nx,ny,lp,II7) e um programa
monolitico P = (I,r) para M, onde R é o conjunto de rétulos de P. Uma
“computacdo do programa monolitico P na maquina M é uma cadeia de
elementos de R x V:

(10, v0)(r1,v1)(r2,v2)...
onde 79 = r & o rétulo inicial de P e vy é o contetdo inicial da memdria de
M.

» Essa cadeia indica a seqiiéncia de estados que s3o assumidos pela
maquina M durante a execucdo do programa P;

» Uma computacdo pode ser finita ou infinita.
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Computacio

Programa monolitico

Definicdo

Os pares (711, Vk+1), k > 0, sdo obtidos a partir dos pares (7, vg), a
partir da analise do tipo da instrucdo rotulada por 7:
» 1 : faca F'va para 1’/
(1, V1) = (7, (k)
» 1 : faca v/ va_para 1’
(rht1, vk1) = (', o)
» 11 : se T entdo va_para r’ sendo va_para 1’
se 7 (vg )=verdadeiro, entdo (rii1,vgps1) = (7', vg)
se mp(vg )=falso, entdo (rgi1,vpr1) = (", vg)
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Computacio

Programa monolitico

Exemplo

» Programa monolitico P:
1: sea_zero va_para 4 sendo va_para 2
2: faga subtrai_a va_ para 3
3: faca adiciona_b va paral

» Computacdo de P na Maquina de Dois Registradores Mp:

» A computacdo é FINITA.
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Computacio

Programa monolitico

Exemplo

» Programa monolitico Q:
1: faca adiciona_b va para'l

» Computacdo de (Q na Maquina de Dois Registradores M p:

(L.(3.0)) (L.(3.1))

3))
3.5))
3,7))
3,9))

(L.(3,
(L.(
(L.(
(L.(

» A computagdo & INFINITA.
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Computacio

Programa iterativo

Conceito

Sejam uma maquina M = (V, X, Y, nx,ny,lp,II7) e um programa
iterativo P para M. Uma “computacido do programa iterativo P na
maquina M é uma cadeia de elementos de [ x V:

(40, v0) (71, v1) (12, v2)...

onde I & um conjunto de programas iterativos, ig = P;v e vg é 0
conteddo inicial da meméria de M.

» Essa cadeia indica a seqliéncia de estados que s3o assumidos pela
maquina M durante a execucdo do programa P;

» Uma computacido pode ser finita ou infinita.
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Computacio

Programa iterativo

Definicdo

Os pares (ix+1,vk+1), k > 0, sdo obtidos a partir dos pares (ig, vx), a
partir da analise do tipo da instrucdo inicial de iy.

Considere que U, W e Z sdo programas iterativos, I’ é identificador de
operacdo e T é identificador de teste.

T
A computacdo termina com o valor vy na memdria.
> i, = U

(i1, vkt1) = (U, mp(vr))

» i =se T entdo U sendo W; 2
se 7 (vg)=verdadeiro, (ig+1,vk+1) = (U; Z, vk)
se WT(Uk)=fa|SO, (ik+1,vk+1) = (W; Z, ’Uk)
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Computacio

Programa iterativo

Definicdo

» 4, —enquanto T faca U; W
se 7 (v )=verdadeiro, (igt1,vr+1) = (U; enquanto T fagca U; W, vy,)
se mr(vx)=falso, (ir+1,vk+1) = (W, k)
> i =até T faca U; W
se 7y (vg)=falso, (igi1,vk11) = (U; até T faca U; W, vy)
se (v )=verdadeiro, (igy1,vp4+1) = (W, vk)
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Computacio

Programa iterativo

Exemplo

» Programa iterativo P:
até a_ zero
faca (subtrai_a; adiciona_b)

» Computacdo de P na Maquina de Dois Registradores Mp:
(até a_ zero faca (subtrai_a; adiciona b);v/,(2,0))
(subtral a; adiciona_b; até a_ zero faca (subtrai a; adiciona_b);v,(2,0))
(adiciona_b; até a_zero faca (subtrai_a; adiciona_b);v',(1,0))
(até a_ zero faca (subtral_a adiciona_ b);v/,(1,1))
(subtra| a; adiciona_b; até a_ zero faca (subtrai_a; adiciona_ b);v",(1,1))
(adiciona_b; até a_zero faca (subtrai_a; adiciona_b);v",(0,1))
(até a_zero faca (subtrai_a; adiciona_b);v',(0,2))

(v.(0.2)
» A computacdo é FINITA.
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Computacio

Programa recursivo

Conceito

Sejam uma maquina M = (V, X, Y, nx,ny, 1o, II7) e P um programa
recursivo para M, P é Egy onde

Ry def Eq, Ry def Es, ..., R, def E,,. Uma “computacdo do programa
recursivo P na maquina M é uma cadeia de elementos de J x V:

(Jo, vo)(J1, v1)(J2; v2)--.
onde J é um conjunto de expressées, jo = Ey; v e vg é o conteddo inicial
da memdria de M.

» Essa cadeia indica a seqiiéncia de estados que s3o assumidos pela
maquina M durante a execucdo do programa P;

» Uma computacdo pode ser finita ou infinita.
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Computacio

Programa recursivo

Definicdo

Os pares (jg+1,Vk+1), k > 0, sdo obtidos a partir dos pares (ji,v), a
partir da analise do tipo da instrucdo inicial de ji.

Considere que U, W e Z sdo expressbes, I é identificador de operacdo, T
é identificador de teste e R; é identificador de subprograma.

(Jr+15V41) = (U, vg)
> jr=FU

(Jk+15 V1) = (U, mp (vg))
> jr = R;U

(Jkt1, vkt1) = (B33 U, o)

> j =se T entdo U sendo W; 7
se mr(vg)=verdadeiro, (jr+1,vk+1) = (U; Z,vg)
se WT(Uk)=fa|SO, (jk+1,vk+1) = (W; Z, ’Uk)
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Computacio

Programa recursivo

Exemplo

» Programa recursivo P:
P é R onde
R def se a_zero entdo v sendo (S; R),
S def subtrai_a; adiciona_b

» Computacdo de P na Maquina de Dois Registradores Mp:
(R;v.(2,0))
((se a__zero entdo v" sendo (S; R));v/,(2,0))
(S; Riv',(2,0))
(subtrai_a; adiciona_b;R;v/,(2,0))
(adiciona_b;R;v",(1,0))
(&
(

v.(L1))
(se a_zero entdo v’ sendo (S; R));v/,(1,1))
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Computacio

Programa recursivo

Exemplo

» Continuacdo da computacdo de P em M:

(S5 Riv’ (L1))

(subtrai_a; adiciona_b;R;v/,(1,1))
(ad|C|ona b;R;v,(0,1))

(R;v,(0,2))

((se a_zero entdo v’ sendo (S; R));v,(0,2))

(v;v(0.2))
(v.(0,2)
» A computacdo é FINITA.
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Computacio

Programa recursivo

Exemplo

» Programa recursivo Q:
Q é Ronde Rdef R

» Computacdo de (Q na Maquina de Dois Registradores Mp:
(R;v.(2,0))

xxxkxx

'
'
'
'
'
) '

R EEE

(B;
(
(
(
(
(

» A computagdo & INFINITA.
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Computacio

Programa recursivo

Exemplo

» Programa recursivo P:
P é R onde R def se zero entdo v' sendo (sub;R;add;add)

» Computacdo de P na Maquina de Um Registrador My;:
(R; v .2)
(se zero entdo v sendo (sub;R;add;add);v",2)
(sub;R;add;add;v",2)
(R;add;add;v",1)
(se zero entdo v sendo (sub;R;add;add);add;add;v",1)
(sub;R;add;add;add;add;v",1)
(R;add;add;add;add;v",0)
(se zero entdo v' sendo (sub;R;add;add);add;add;add;add;v",0)
(v';add;add;add;add;v",0)
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Computacio

Programa recursivo

Exemplo

» Continuacdo da computacio de P:

(add;add;add;add;v",0)
(add;add;add;v",1)
(add;add;v",2)
(add;v",3)

(v.4)

» A computagdo é FINITA.
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Funcdo computada

Conceitos basicos

>

Obtencdo de uma saida a partir de uma entrada, em tempo finito;

v

Definicdes para:
» Programas monoliticos;
» Programas iterativos;
» Programas recursivos.

v

Aplica-se a funcdo de entrada wx ao dado de entrada;

v

Executa-se a computacdo (finita);

v

Aplica-se a funcdo de saida my ao valor final de meméria.
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Funcdo computada

Programas monoliticos

Definicdo

Sejam uma maquina M = (V, X, Y, nx,ny,lp,II7) e um programa
monolitico P para M. A “fun¢do computada pelo programa monolitico P
na maquina M", denotada:

(PM): X -Y
é uma funcdo parcial definida para z € X, se a cadeia:

(ro,v0) (11, v1)--(Trs Vp)

é uma computacdo finita de P em M, onde:
> 79 € o rétulo inicial de P;
> vy = mx(7)
A imagem de x, denotada (P, M)(x), é dada por 7y (vy,).
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Funcdo computada

Programas monoliticos

Exemplo

Considere a Maquina de Dois Registradores M e o programa monolitico
P abaixo:

1l: sea_zero va_para 4 sendo va_para 2
2: faga subtrai_a va para 3
3: faca adiciona_b va paral

» (P,Mp):N—N
» Yn e N,(P,Mp)(n) =n

» P reproduz na saida o dado de entrada

» Exemplo:
> mx(3) = (3,0)
» A computacdo de P em Mp produz o valor final (0, 3)
» 1y (0,3) =3
» Portanto, (P,Mp)(3) =3
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Funcdo computada

Programas iterativos

Definicdo

Sejam uma maquina M = (V, X, Y, nx,ny,llp,II7) e um programa
iterativo P para M. A "funcdo computada pelo programa iterativo P na
maquina M", denotada:

(PM): X -Y

é uma funcdo parcial definida para = € X, se a cadeia:

(G0, v0) (i1, v1) (32, v2) ... (in, Un)
é uma computacio finita de P em M, onde:
> g = P; v
> vy = 7x(T)

A imagem de z, denotada (P, M)(x), & dada por 7y (vy,).

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias 19 de junho de 2013 47 / 130



Funcdo computada

Programas iterativos

Exemplo

Considere a Maquina de Dois Registradores M e o programa iterativo P
abaixo:
até a_ zero faca (subtrai_a; adiciona b)

> (P, MD> :N—-N

» Yn e N,(P,Mp)(n) =n

» P reproduz na saida o dado de entrada

» Exemplo:
> 7x(2) = (2,0)
» A computacdo de P em Mp produz o valor final (0,2)
> 7Ty(0,2) =2
» Portanto, (P, Mp)(2) =2
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Funcdo computada

Programas recursivos

Definicdo

Sejam uma maquina M = (V, X, Y, nx,ny,llp,II7) e um programa
recursivo P para M. A “funcdo computada pelo programa recursivo P na
maquina M", denotada:

(PM): X -Y

é uma funcdo parcial definida para = € X, se a cadeia:

(Jo,v0)(j1,v1)(j2,v2)--(n, Vn)
é uma computacio finita de P em M, onde:
> jo = Eo; v
> vy = 7x(T)

A imagem de z, denotada (P, M)(x), & dada por 7y (vy,).
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Funcdo computada

Programas recursivos

Exemplo

Considere a Maquina de Um Registrador My e o programa recursivo P
abaixo:
P é R onde R def se zero entdo v' sendo (sub;R;add;add)

» (P,My):N—N
» Vn € N, (P, My)(n) =2n

» P duplica na saida o dado de entrada

» Exemplo:
> 7T_)((2) =2
» A computacdo de P em My produz o valor final 4
> 7Ty(4) =4
» Portanto, (P, My)(2) =4
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Equivaléncia forte de programas

Definicdo

Dois programas P e @), de quaisquer tipos, sdo ditos “fortemente
equivalentes”, denotado:

P=qQ
se, e somente se:

VM, (P,M)=(Q,M)

Ou seja, P e () sdo fortemente equivalentes se, e somente se, as
respectivas funcdes computadas coincidem para qualquer maquina M que
se possa considerar.

» Essa relacdo induz a uma particdo do conjunto de todos os programas
em classes de equivaléncias;

» Ela permite analisar, de forma comparativa, as propriedades exibidas
pelos programas, como é o caso da sua complexidade estrutural.

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias 19 de junho de 2013 51 / 130



Equivaléncia forte de programas

Propriedade

As computa¢des de programas (de quaisquer tipos) fortemente equivalentes
executam as MESMAS operacées na MESMA ordem.

» A justificativa para essa afirmacdo serd apresentada mais adiante, apds
a introduc3o do conceito de “Maquina de Tracos”.
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Equivaléncia forte de programas

Exemplos

Os programas monoliticos P; e P, abaixo sdo equivalentes fortemente:
> P12
l: seT"va_para 2 sendo va_para 3
2: faca F'va_paral
> PQZ
1: seT"va_para 2 sendo va_para 4
2: faca F'va_para 3
3: seT'va para 1 sendo va para 4
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Equivaléncia forte de programas
Exemplos

Computacdo de P; com a entrada z:
> (1,mx(2))

(1, 72 (rx (2)))
(3.7 (mx (x))
» Portanto, (P, M)(z) = my (7h(mx(x)))
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Equivaléncia forte de programas
Exemplos

Computacdo de P, com a entrada x:
> (1,7x(2))

» PL=P
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Equivaléncia forte de programas

Exemplos

Os programas Ps (iterativo) e P; (recursivo) abaixo sdo equivalentes
fortemente:
> P3:
enquanto T’
faca F'
> P4Z
P, é R onde
R def se T entdo (F'; R) sendo v/
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Equivaléncia forte de programas
Exemplos

Computacdo de P3 com a entrada x:

» (enquanto T faca F'; v/, 7wx(x))
(Fienquanto T faga F; v/, mx(z))
(enquanto T faca F'; v/, mp(mwx(x)))
(Fienquanto T faga F'; v, mp(mx(z)))
(enquanto T faca F; v/, mh(mx(z))

(enquanto T faca F'; v/, mjh(mx (z)))

(v, mp(mx ()

» Portanto, (P35, M)(z) = my (nh(mx(x)))
> P1 = P2 = P3
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Equivaléncia forte de programas
Exemplos

Computacdo de Py com a entrada z:
> (Ri v, mx (@)

((se T entdo (F'; R) sendo v );v ,mx(x))
(F; R ,mx(x))
(Riv',mp(mx(2)))
((se T entdo (F'; R) sendo v );v ,mr(mx(x)))
(Fs Ry, mp(mx(2)))
(R, mh(7x (@)

(B, mi(mx (2)))
((se T' entdo (F'; R) sendo V'),V ,mi(mx(x)))
(Vv i (mx (2)))
(v, mp(mx (2)))
» Portanto, (P, M)(z) = my (nh(mx(x)))
>» PP=P=P;=PF,
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 1

Iterativos C Monoliticos

» Seja Py um programa iterativo. Ent3o, existe um programa monolitico
Py tal que Py = Pr.

» Justificativa: a obtencdo de um programa Pj; monolitico a partir de
Pr é direta, a partir do mapeamento das construcbes elementares de
um programa iterativo em seqiiéncias de construcées equivalentes em
um programa monolitico. Como as mesmas operacdes sio executadas
na mesma ordem em ambos os programas, as fun¢des computadas sdo
idénticas e Py; = Pj.
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 1

Iterativos C Monoliticos

v F F
v v
v v
v F
T u
v v
se T entdo faga U sendo faga W u w uw
v
w
v
v
« «
v v
F v
-« T -« T
enquanto T faga U v F até Tfaga U
v v
u u
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 1

Exemplo

» Considere o seguinte programa iterativo Pr:
até a_ zero faca (subtrai_a; adiciona b)
» O programa monolitico P; abaixo, obtido por mapeamento direto, é
fortemente equivalente a Pr:
1l: sea zero va para 4 sendo va_para 2
2: faca subtrai_ava_ para 3
3: faca adiciona_b va para 1

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias 19 de junho de 2013 61 / 130



Equivaléncia forte de programas

Teorema 2

Monoliticos C Recursivos

» Seja Pj; um programa monolitico. Entdo, existe um programa
recursivo Pr tal que Pr = Pyy.

» Justificativa: Suponha que L = {ry,r9,...,7,} seja o conjunto de
rétulos de Py, 71 seja o rétulo inicial e que 7, seja o (Gnico) rétulo
final. Ent3o:

PR é R1 onde R1 def El,RQ def EQ,...,Rn def v

e, Vk,1 <k < n, E}, é definido da seguinte forma:
> ry:faca F'va_ parar;
Ey=F;R;
> 715 :se T entdo va para r; sendo va_ para 1
Er=(se T entdo R, sendo R;)

PPREPM
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 2

Exemplo

» Considere o programa monolitico Q:
1l: sea zero va para 4 sendo va_ para 2
2: faga subtrai_a va para 3
3: faca adiciona_b va paral

» O programa recursivo R abaixo, obtido por mapeamento direto, é
fortemente equivalente 3 Q:
R é Ry onde
R, def (se a_zero Ry sendo R»)
Rs def (subtrai_a;R3)
Rs3 def (adiciona_b;R;)
R4 def v
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Equivaléncia forte de programas

Corolario

Iterativos C Recursivos

Para qualquer programa iterativo P existe um programa recursivo Pp tal
que:
PR = P]
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 3

Monoliticos # Recursivos

» Dado um programa recursivo Pgr qualquer, ndo necessariamente existe
um programa monolitico Py tal que:

PMEPR

» Justificativa: E suficiente mostrar que existe pelo menos um programa
recursivo que, para uma determinada maquina, ndo apresente nenhum
programa monolitico que seja fortemente equivalente.

» Considere o programa recursivo Pr abaixo e a maquina de um
registrador My:

Pr é R onde
R def se zero entdo v sendo (sub; R; add; add)

» (Pr,My)(n) =2n
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 3

Monoliticos # Recursivos

> A seqiiéncia de operacdes contida na computacdo de Pg para um
valor de entrada n é:

sub; sub; ...; sub; add; add; ...; add

n 2n

» Suponha que Pj; contém k operacBes add (cada uma numa instrucdo
diferente);

» Suponha um valor de entrada n > k/2;

» Como, por hipétese, Py; = Pr, a mesma seqiiéncia de operacdes é
executada por Pjy;
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 3

Monoliticos # Recursivos

» Como 2n > k, pelo menos uma mesma instrucdo add é executada
mais de uma vez na computacio de Pjy;

> Isso significa que ha um desvio incondicional que permite a execucio
repetida dessa instrucdo, pois n3o seria possivel, com um dnico
registrador, controlar a execucdo do loop e ainda assim dobrar o valor
da entrada;
Ha, portanto, um ciclo infinito em Py, envolvendo essa instrucdo add;
» Logo, a computagdo de Py; ndo pode ser finita e isso contradiz a
hipétese da existéncia de Pyy;
N3o existe Pys tal que Py = Pg.
N3o é possivel construir um programa monolitico para My que dobre
o valor da entradal!
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 4

Iterativos # Monoliticos

» Dado um programa monolitico Py qualquer, ndo necessariamente
existe um programa iterativo P; tal que:

P[EPM

» Justificativa: E suficiente mostrar que existe pelo menos um programa
monolitico que, para uma determinada maquina, ndo apresente
nenhum programa iterativo que seja fortemente equivalente.

» Considere o programa monolitico Py, da figura seguinte e a maquina
de um registrador My,

> (Py, My)(n) =1 sen é par ou 0 se n éimpar.
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 4

Iterativos # Monoliticos

add

T
[ Inicio }
N~/

4

N
( Término )
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 4

Iterativos # Monoliticos

» A seqiiéncia de operacdes contida na computacdo de Py; para um
valor de entrada n é:

sub; sub; ...; sub, se n & impar
%n,_/
sub; sub; ...; sub; add, se n é par
—n,_/
» Suponha que P; contém k operacdes sub;
» Suponha um valor de entrada n > k;

» Como, por hipétese, Pr = Pjs, a mesma seqiiéncia de operacdes é
executada por Pr;
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Equivaléncia forte de programas

Teorema 4

Iterativos # Monoliticos

» Como n > k, pelo menos uma instrucdo sub é executada mais de uma
vez na computacio de Fr;

> Logo, existe uma instrucdo iterativa do tipo “enquanto” ou “até” que
controla a execucdo dessa operacdo sub;

» Ao término dessa instrucdo, no entanto, ndo é possivel contabilizar a
quantidade de execucdes da operacdo sub que foram executadas no
loop e, conseqiientemente, distinguir a condicdo “par” ou “impar” do
valor n de entrada;

» Note que em P, a avaliacdo do primeiro (segundo) teste implica a
execucdo de um namero par (impar) de subtracdes;

» Logo, Pr ndo é capaz de produzir o resultado desejado;

» Portanto, ndo existe Pr que tal que P; = Pyy;.

» N3o é possivel construir um programa iterativo para My que
determine se a entrada é par!
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Equivaléncia forte de programas

Hierarquia das classes de programas

Programas recursivos

Programas monoliticos

Programas iterativos
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Equivaléncia forte de programas

Poder computacional

» Equivaléncia forte de programas # poder computacional,

» Os trés formalismos possuem o mesmo poder computacional:

» Para qualquer programa recursivo e para qualquer maquina, existe um
programa monolitico e uma maquina tal que as funcdes computadas
coincidem;

» Para qualquer programa monolitico e para qualquer maquina, existe um
programa iterativo e uma maquina tal que as fun¢es computadas
coincidem.

» O Teorema de Béhm-Jacopini, por exemplo, mostra como gerar
programas iterativos equivalentes a programas monoliticos dados como
entrada. N3o necessariamente as mesmas operacdes e a mesma ordem
sdo usadas, tampouco o resultado vale para qualquer maquina.
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Equivaléncia de programas em uma maquina

Definicdo

Dois programas P e @, de quaisquer tipos, sdo ditos “equivalentes na
maquina M", denotado:
P=yQ

se, e somente se as correspondentes funcdes computadas na maquina M
sdo iguais, ou seja:

<P7 M> = (Qv M>
P e @, nesse caso, sdo ditos “programas equivalentes na maquina M", ou
“programas M -equivalentes”.
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Equivaléncia de maquinas

Definicdo

Duas maquinas s3o ditas “equivalentes” se uma pode simular a outra e
vice-versa. Sejam

M = (VM7X7K7TXM77TYM7HOM7HTM)

N = (VN’Xv}/v’]TXN’ﬂ-YNvHONaHTN)

» N “simula fortemente” M:

VP,3Q [ (P, M) =(Q,N)
> N “simula” M:

VP,3(Q,c: Xar — Xy,d: Yy — Ya) [ (P,M) =do (Q,N)oc
» (M =N)< ((M simula N) A (N simula M))
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Conceitos basicos

E possivel determinar se dois programas, de quaisquer tipos, sdo fortemente
equivalentes?

» Como programas iterativos e monoliticos podem ser transformados em
programas recursivos, a resposta geral para essa questdo envolveria a
demonstracdo da equivaléncia forte de programas recursivos;

» Entretanto, esse problema é indecidivel para esse tipo de programas
(ele &, no entanto, decidivel para uma classe especial de programas
recursivos, aqueles que ndo contém a operacdo vazia);

» Por outro lado, ele é decidivel para programas monoliticos (e,
conseqiientemente, programas iterativos também);

» Pré-requisitos:

» Maquina de tracos;
» Instrucdes rotuladas compostas.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Maquina de Tracos

Conceitos

Maquina que gera, como saida, uma cadeia composta pelos identificadores
das operacdes executadas durante a computacio.

» Produz um histérico da ocorréncia das operacbes no programa que
esta sendo executado;

» Esse histérico é representado na forma de uma cadeia de
identificadores de operacdes;

» A meméria armazena a cadeia que representa esse histérico;
Para cada nova operacdo encontrada, a maquina de tracos concatena
o identificador da mesma no final da cadeia armazenada na memoéria;

> Ao término da execuc3o a cadeia armazenada na memdria é escrita na
saida;

» Maquinas de Tracos sdo importantes para demonstrar a equivaléncia
forte de programas.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Maquina de Tracos

Definicdo

Seja M uma Maquina de Tracos:
M = (‘/:X’Y’WXaT‘-Y’HO’HT)

e, além disso, considere O o conjunto de identificadores das operacdes
interpretadas por M e T o conjunto de identificadores de teste
interpretados por M. Ent3o:

> V=0
> X =0
> Y =0*

> szido*

> Ty = 'ido*
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Maquina de Tracos

Definicdo

M = (V,X,Y,mx,my, 1o, 1r)

» Ilp é o conjunto de “interpretacBes de operacdes’ tal que:
Yo € O, (m, : O — O%) € Ilp é tal que,Vy € O*, () = vo
» II7 & o conjunto de “interpretacdes de testes” tal que:
vVt € T, (m : OF — {verdadeiro, falso}) € Ilr

Para definir uma Maquina de Tracos é necessario especificar apenas as
interpretacdes dos testes, uma vez que as interpretacdes das operacdes sdo
especificadas a priori.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Maquina de Tracos

Funcdo induzida por um tragco em uma maquina

Seja:
N = (V,X,Y,nx,my,Ho, )

Considere-se O = {01,029, ...,0,} 0 conjunto de operacdes interpretadas em
ITp e v = 0102...0, um traco de N. A “funcdo induzida pelo traco v na
maquina N”, denotado:

[v,N]: X -V

é a funcio total:
[v, N| = 7o, © ..., © Ty, O Tx
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Maquina de Tracos

Funcdo induzida por um tragco em uma maquina

A fungido [y, N] aplicada a uma entrada = € X é denotada:

[’ngN] = Tlo, © ...Tpy O Toy OWX(x)

Se v = ¢, entdo:
(€2, N] = mx ()
Observar que [y, N] € V.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Maquina de Tracos

Definicdo de TIp

Em principio, a definicdo de Iy é livre;

Ha interesse, no entanto, em fazer com que uma Maquina de Tracos
M produza, como resultado da computacdo de um programa P, a
mesma seqiliéncia de operacdes que seria realizada por uma outra
maquina NN, durante a execucdo de P com uma entrada x;

» Nesse caso, é importante que as funcdes de teste em M produzam os
mesmos resultados que produziriam em N;

» Para isso, é necessario considerar que:

vVt € T,Vy € O, 7, (7) = mep ([V25 N])
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Maquina de Tracos

Exemplo

M = (‘/7 X7 Y7 7TX77TY7HO7HT)
O ={F,G, H} & o conjunto de identificadores das operacdes interpretadas
por M,
T = {T} é o conjunto de identificadores de teste interpretados por M.
Entdo:

» V={FG H}*
» X ={F,G,H}*
» Y ={FG H}*
> Tx = td{pq H)>
>

Ty = id{pq H)*

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias 19 de junho de 2013 83 / 130



Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Maquina de Tracos

Exemplo

> llp = {np,7c,7u}
Vy e {F,G,H}" 7p(y) =~F
Vy e {F,G,H}" ,nq(v) =G
Vye{F,G H} ,mu(y) =7H

> HT = {ﬂ-tM}
7TtM(7) :WtN(['Vx’N])
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Maquina de Tracos

Exemplo

» Considere o programa monolitico P abaixo:
1: faca F'va_para 2
2: faca G va_para 3
3: faca G va_para 4
4: se T"va_para 5 sendo va_para 1

» Considere x = ¢
» Portanto, mx () =€

» A computa¢do de P na Maquina de Tracos M é (supondo duas
iteracdes):
(L,e)(2, F)(3, FG)(4, FGG)(1, FGG)
(2, FGGF)(3, FGGFG)(4, FGGFGG)(5, FGGFGQ)

» Assim, 1y (FGGFGG) = FGGFGG e (P,M)(e) = FGGFGG
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Teorema 5

Equivaléncia de programas em Maquinas de Tracos

Sejam P e @ dois programas de tipos quaisquer. Ent3o:

(P=Q) < (P =y Q) para toda Maquina de Tracos M

» (—) Se dois programas sdo fortemente equivalentes, ent3o eles sdo
equivalentes em qualquer Maquina de Tragos (trivial, pois decorre
diretamente da definicdo);

» (<) Se dois programas sdo equivalentes em qualquer Maquina de
Tracos, entdo eles sdo fortemente equivalentes (necessita de
demonstracdo).
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Teorema 5

Equivaléncia de programas em Maquinas de Tracos

Suponha que R é um programa monolitico qualquer, N € uma maquina e
M é uma Maquina de Tracos. Deseja-se, inicialmente, demonstrar que:

<R7N>(x) = Tyy © [(Rv M>(€)7N]

» Ou seja, que a funcdo computada pelo programa R na maquina N é
igual ao resultado obtido pela composicdo da funcdo de saida da
maquina N com a fun¢do induzida pelo traco de R na maquina N.

Marcus Ramos (UNIVASF)

Programas, Maquinas e Equivaléncias
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Teorema 5

Equivaléncia de programas em Maquinas de Tracos

» Computacdo de R em N com entrada z:
(ro,vo)(r1,v1)..., com vy = wx, ()
» Computacdo de R em M com entrada e:
(Mo, 70)(m1,71)-... com g = mx,, (€) = €
» Prova-se, por indugdo, que Vk > 0, 7, = my, e vg = [yk, V]

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias

19 de junho de 2013 88 / 130



Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Teorema 5

Equivaléncia de programas em Maquinas de Tracos

» Base Kk =0:
» 1o = myo, o rétulo inicial de R
> vy = Txy (T)
> [’707N] = [G,N] :ﬂ-XN(x)
» Portanto, vy = [0, N]
» Hipétese VE > O:
> T = Mg
> v = [yk, V]
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Teorema 5

Equivaléncia de programas em Maquinas de Tracos

» Passo de inducdo (conforme o tipo da instrucdo referenciada por

TR = mg):
» faca F'va_ parar’
The1 =1
M1 =1’
Vg+1 = 7F (k) = 7F [k, N]) = [y F, N]
Vi1 = Vel

Portanto, 7,11 = Mit1 € Vkt1 = [Vit1, V]
» se T entdo va_para 7’ sendo va_para r”’
The1 = Mi1 Pois Tog (k) = T ([yk, N]) = Ty (vk)
Vk+1 = Uk = [V, N] = [Yk+1, N]
Portanto, 7x+1 = Mkt1 € Vkt1 = [Vit1, V]
» Demonstracdes similares podem ser feitas para outros tipos de
programas.

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias 19 de junho de 2013 90 / 130



Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Teorema 5

Equivaléncia de programas em Maquinas de Tracos

>
>
>
>
>

(P =p Q) para toda Maquina de Tragos M = (P = Q);
Prova pela contrapositiva;

(P =Q)= ~((P=m Q) para toda Maquina de Tracos M);
Suponha que P e () n3o sdo fortemente equivalentes;

Logo, existe uma maquina:
N = (‘/7X7Y77TXN77TYN7HON7HTN)
e uma entrada = € X tal que:

(P,N)(x) # (Q, N)(z)
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Teorema 5

Equivaléncia de programas em Maquinas de Tracos

» Considere a Maquina de Tracos:
= (O*u O*u O*u idO* ) idO* ) HOM7HTM)

» Considere que:
vy € O* Tty € HTM?ﬂ-tM('V) = WtN(['Vx’N]) = WtN(['V?N])
» Como (R, N)(x) = my, o [(R, M)(€), N], entdo:
(P,N)(z ) (Q N)(z) &
Ty © [<P7M>( )v ] # Tyy © [<Q7M>(6)7N] <
[(P, M)(e€), N] # [(Q, M)(€), N] <
(P, M)(€) # (Q, M)(e)
» Portanto, existe uma Maquina de Tracos M tal que P e Q ndo tem a
mesma fun¢do computada.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Teorema 5

Equivaléncia de programas em Maquinas de Tracos

Em outras palavras:

» Suponha que P e () sejam equivalentes em qualquer Maquina de
Tracos;

» Considere como hipétese que P e Q ndo sejam fortemente
equivalentes;

» A demonstracdo anterior permite concluir, por construcdo direta, que
P e () ndo s3o equivalentes em qualquer Maquina de Tracos;

Isso contradiz a suposicdo original;

Logo, a hipétese é falsa e P e () sdo fortemente equivalentes.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Corolario

P=qQ
se e somente se, para toda Maquina de Tracos M,

(P, M)(e) = (Q, M)(e)

Portanto, como Maquinas de Tracos produzem histérico das operacdes
executadas pelos programas, segue que a propriedade apresentada
anteriormente é valida, ou seja:

“As computacdes de programas fortemente equivalentes executam as
MESMAS operacées na MESMA ordem.”
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

InstrucGes rotuladas compostas

Uma “instrucdo rotulada composta” é uma instrucdo do tipo:

r1: se T entdo faca F' va_para ry sendo faca G va_para 73

» A “instrucdo rotulada composta” combina, em uma anica instruc3o,
testes e operacdes, e dispensa, portanto, a necessidade de uso de
instrucdes distintas para executar operacdes e desviar o fluxo do
controle;

> 71 é dito “rétulo antecessor” de 7y e r3;

> 79 e r3 sdo ditos “rétulos sucessores” de 7.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Programas monoliticos com instru¢cées rotuladas compostas

Definicdo

Um “programa monolitico com instrucdes rotuladas compostas’ P & um

par ordenado:
P=(I,r)

onde:
» I & um conjunto (finito) de instrucBes rotuladas compostas;
» r € o rétulo inicial.

Observacdes:
» Duas instrucdes ndo podem ter o mesmo rétulo;

» Rétulos finais sdo aqueles que sdo referenciados mas n3o estdo
associados a nenhuma instrucio;
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Programas monoliticos com instru¢cées rotuladas compostas

Definicdo

r1: se T entdo faca F' va_para ry sendo faca G va_para 73

» A instrucdo rotulada composta acima sera abreviada por:
ri (F, Tg)(G, 7“3)

» Para simplificar a demonstracio da verificacdo da equivaléncia forte de
programas monoliticos, considera-se que exista apenas um {nico
identificador de teste, denotado T

» Os resultados podem ser estendidos para o caso de programas com
mais de um identificador de teste.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Programas monoliticos com instru¢cées rotuladas compostas

Extensdo

» Suponha que o programa contenha n identificadores de teste,
denotados T1,T5, ..., T,,. Nesse caso, existem 2™ combinacdes
possiveis para os resultados desses testes;

» A instrucdo rotulada composta poderia ser representada:
T (01, 7’1)(02, Tg)...(Ogn, T‘Qn)

onde cada ramo da instruc3o corresponderia a uma particular
combinacdo dos valores desses testes, ou seja, (O1,71) se

T, =T, =..=1T, =falso, ..., (Oan,r9n) se

Ty = Ty = ... T,, =verdadeiro;

» Como os testes sdo avaliados isoladamente, apenas dois ramos

distintos (O, r) seriam usados em cada instrugcdo com 2" pares.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Programas monoliticos com instru¢cées rotuladas compostas

Extensdo

Exemplo:

» Suponha T) e Tb. Seriam necessarios quatro pares para a codificacdo
em instrugdes rotuladas compostas: (...,...)(.ee; o) (e o) (oery oon)

» Tais pares correspondem, respectivamente, aos resultados VV, VF, FV
e FF para os testes 17 e T5;

» Considere uma situacdo em que o resultado verdadeiro para T5 implica
a execucdo da operacdo F' e o desvio para r1, e resultado falso implica
a execucdo de G e o desvio para 79;

» O resultado seria codificado como (F,r1)(G,r2)(F,1m1)(G,r2);
» Ou seja, importa apenas o resultado de T5; qualquer que seja o

resultado de 77 a operacdo a ser executada e o desvio serdo os
mesmos.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Conversado para instrucdes rotuladas compostas
Algoritmo

>
>
>
>
>

Representar o programa monolitico na forma de um fluxograma;
Atribuir rétulos numéricos para todas as operacdes;
Atribuir o rétulo € para o né “Término” (que deve ser Gnico);

Considerar que os rétulos seguem os nos;
Para cada rétulo numérico i, criar i : (F,')(G,i") se:

» A condicio verdadeira para o teste T implica a execucido da operacdo

F;

» Ap6s a execucdo de F' o proximo rétulo atingido é ¢;

» A condic3o falsa para o teste T" implica a execuc3o da operacdo G;

» Ap6s a execucdo de G o préximo rétulo atingido é .
» Se um certo ramo da execucdo conduzir o programa a um loop
infinito, deve-se usar (ciclo,w) e acrescentar a instrucdo rotulada
composta w : (ciclo, w)(ciclo, w) ao programa.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Conversado para instrucdes rotuladas compostas
Exemplo — Q

1/ Término \1
. _/
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Conversado para instrucdes rotuladas compostas
Exemplo — Q

™
Término )
S/

N
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Conversado para instrucdes rotuladas compostas
Exemplo — Q

: (ciclo, w)(ciclo, w)
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Equivaléncia forte de programas monoliticos
Exemplo — R

F -
e ™

T ( Término )
AN

J
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Equivaléncia forte de programas monoliticos
Exemplo — R

™
Inicio |

T ( Termino ) (@
\ J
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Conversado para instrucdes rotuladas compostas
Exemplo — R

8 : (G, 10)(F,9)
9: (F,9)(G,11)
10 : (G, 10)(F,9)

11 : (F,12)(F, 13)
12 : (Término, €)(F, 13)
13 : (F,13)(F, 13)
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Conversado para instrucdes rotuladas compostas
Equivaléncia forte

Sejam P um programa monolitico qualquer e P’ o programa monolitico
equivalente com instrucdes rotuladas compostas, obtido a partir do
algoritmo apresentado anteriormente. Ent3o:

(P, M)(e) = (P', M)(e)
para qualquer Maquina de Tracos M e, portanto:

P=P
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Unido disjunta de conjuntos

Definicdo e exemplo

A “unido disjunta” de dois conjuntos A e B, denotado A LI B, é o conjunto
formado pelos elementos de A e de B, devidamente indexados com os
nomes dos conjuntos de origem. Diferentemente da unido simples, na unido
disjunta elementos repetidos ndo s3o representados por uma anica cépia.
Caso existam elementos repetidos em ambos os conjuntos, todos eles
deverdo fazer parte de A LI B, porém devidamente identificados com o
nome do conjunto de origem. Considere A = {a,z} e B = {b,z}. Entdo a
unido disjunta de A e B resulta em:

{(IA, TA, bB) l‘B}

ou, simplesmente:
{au TA, b7 IL'B}
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Unido disjunta de conjuntos

Equivaléncia forte

> Sejam Q = (Ig,q) e R = (IR, r) dois programas monoliticos
especificados usando instrucdes rotuladas compostas, e sejam
P,=(I,q) e P, = (I,r) programas monoliticos onde I = I LI IR.
Entéo:
(P =F) < (@=R)

» A verificacdo da equivaléncia forte de Q e R corresponde a verificacdo
da equivaléncia forte de P, e P,.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Cadeia de conjuntos

Definicdes

Seja AgA;... uma seqiiéncia de conjuntos.

» Ela é dita “cadeia de conjuntos”, se Vk > 0,
A C Apa

» Ela é dita “cadeia finita de conjuntos”, se In Vk > 0, tal que:
Ap = Apyk

» O “limite de uma cadeia finita de conjuntos” é A,,, onde n & o menor
inteiro obtido acima. Denota-se:

lim Ak = An
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Cadeia de conjuntos

Exemplo

Seja Ag C A C Ay C A3 C Ay C Ay = Ag = Ay,

» Trata-se de uma cadeia de conjuntos, pois Vk > 0,
A C© Agr
» Trata-se de uma cadeia finita de conjuntos, pois n = 5,6, 7, ... sdo tais

que Vk >0, A, = Aptk

» O limite dessa cadeia finita de conjuntos é A5, pois n =5 & o menor
inteiro obtido acima.

lim Ak = A5
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Ciclos infinitos

Identificacdo em programas monoliticos

Seja I um conjunto formado por n instrucdes rotuladas compostas e
considere-se a seqiiéncia de conjuntos AyA;... definida de forma indutiva:

> Ao = {6}
> Vk>0,A51 = Ap U
{r|r & rétulo antecessor de instrucdo rotulada por elemento de Ay}

Prova-se que AgA;... € uma seqiiéncia finita de conjuntos e que, para
qualquer rétulo r de instrucio de I:

((I,r) = (I,w)) < (r ¢ lim Ay)

Ou seja, todos os rétulos r # w tais que r ¢ lim Ay, caracterizam ciclos
infinitos.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — Q

: (ciclo, w)(ciclo, w)
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — Q

> AO : {6}
Ap : {6,¢}
A2 : {5, 6, 6}

Ag : {3,4,5,6, 6}
Ay {1,2,3,4,5,6,€¢}
As :{1,2,3,4,5,6,¢}
» Portanto:
hmAk = A4 = {1,2,3,4,5,6,6}
(I,7) = (I,w) pois 7 ¢ Ay
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Ciclos infinitos

Exemplo — R

8 : (G, 10)(F,9)
9: (F,9)(G,11)
10 : (G, 10)(F,9)

11 : (F,12)(F, 13)
12 : (Término, €)(F, 13)
13 : (F,13)(F, 13)
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — R

> AO : {6}
Ap :{12,¢}
Ay i {11,12,€}
As : {9,11,12,¢}
Ay :{8,9,10,11,12, ¢}
As : {8,9,10,11,12, ¢}
» Portanto:
lim Ay, = Ay = {8,9,10,11,12, ¢}
(I1,13) = (I, w) pois 13 ¢ Ay
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Ciclos infinitos

Algoritmo de simplificacdo

Seja I um conjunto de instrucdes rotuladas compostas. A “simplificacdo de
ciclos infinitos” em I é feita em trés passos:
» Calcular a seqiiéncia finita de conjuntos de rétulos AgA;...;
> Vr ¢ lim Ay:
» Excluir a instrucdo rotulada por r de I;
» Todos os pares (F,r) em I sdo substituidos por (ciclo, w);
» Incluir a instrucdo w : (ciclo, w)(ciclo,w) caso a mesma n&o faca parte
do programa.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — Q

Em funcdo do resultado anterior, a aplicacdo do algoritmo resulta em:

>1( )()
(£,

l\')

F,6)(ciclo, w)
Término, €)(ciclo, w)

3
4
5
6:
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
Note:

» A eliminagdo da instrucdo 7: (G, 7)(G,7)

> A substituicdo da instrucdo 6 : (Término,€)(G,7) por
6 : (Término, €)(ciclo, w)
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — R

Em funcdo do resultado anterior, a aplicacdo do algoritmo resulta em:
» 8:(G,10)(F,9)
9: (F,9)(G,11)
10 : (G,10)(F,9)
11 : (F,12)(ciclo, w)
12 : (Término, €)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
Note:
» A eliminacdo da instrucdo 13 : (F,13)(F,13)
» A substituicdo da instrucdo 11 : (F,12)(F,13) por
11 : (F,12)(ciclo,w) e da instru¢do 12 : (Término, €)(F, 13) por
12 : (Término, €)(ciclo, w)

» A inclusdo da instrucdo w : (ciclo, w)(ciclo, w)

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias 19 de junho de 2013 119 / 130



Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Rétulos consistentes

Definicdo

» Seja I um conjunto finito de instrucdes rotuladas compostas e
simplificadas.

» Sejam 7 e s dois rétulos de instrucdes do conjunto I, ambos diferentes
de e.

Suponha que as instrucées rotuladas por r e s sejam:
o (Fr,r)(F2,m2)

st (G1,51)(Ga, s2)

Ent3o 7 e s sdo ditos “rétulos consistentes” se e somente se:

(Fl = Gl) A\ (F2 = GQ)
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Rétulos equivalentes fortemente

Definicdo

» Seja I um conjunto finito de instrucdes rotuladas compostas e
simplificadas.

» Sejam 7 e s dois rétulos de instrugdes do conjunto I.
Entdo r e s sdo ditos “rétulos fortemente equivalentes” se, e somente se:
> r=3s=¢, ou

> 7 e s sdo consistentes.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Rétulos equivalentes fortemente

Determinacdo

» Seja I um conjunto finito de instrucdes rotuladas compostas e
simplificadas.
» Sejam 7 e s dois rétulos de instrucdes do conjunto I.

A seqiiéncia de conjuntos ByBj... é definida indutivamente da seguinte
forma:
> Bo={(r,s)}
> Vk >0, B = {(",s")|(r",5') € B,
r”" & sucessor de 7/,

s" & sucessor de s’ e
VO <i<k, (r" ") ¢ B;}

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias 19 de junho de 2013 122 / 130



Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Equivaléncia forte de programas monoliticos
Algoritmo

> Sejam Q = (Ig,q) e R = (Igr,r) dois programas monoliticos
especificados usando instrucdes rotuladas compostas e simplificadas.

» O algoritmo apresentado a seguir verifica se () e R sdo equivalentes
fortemente.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Equivaléncia forte de programas monoliticos
Algoritmo

© Obter P, = (I,q) e P, = (I,r) onde I = I U IR. A instrugdo w, se
existir, devera ocorrer no maximo uma vez em I[;

© Se ¢ e r sdo rétulos fortemente equivalentes, entdo By = {(q,r)}.
Caso contrério, Q Z R e FIM;
Q k—0;
Q Obter By contendo os pares (¢”,r") de rétulos sucessores de cada
(¢',r") € By, tais que:
> q/ 7& r
s (£ A
» VO<i<k (¢" 1) ¢ B;
Q Considere By y:
» Bry1=0: Q= ReFIM;
» Biy1 # (0: Se todos os pares de By 1 sdo fortemente equivalentes,
k«— k+ 1 eva para 4. Sendo, Q # R e FIM.
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Equivaléncia forte de programas monoliticos
Exemplo — (g, q)

(IQ q) com Ig abaixo (ja simplificado) e ¢ = 1
2)(F,3)
2)(F'3)
F,4)(G,5)
F,4)(G,5)
F, )(C|c|o w)

Término, €)(ciclo, w)
: (ciclo, w)(ciclo, w)

1: (G,
(G,
(
(
(
(

gcncnypww
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Equivaléncia forte de programas monoliticos
Exemplo — (Ir, )

(Ig,7), com I abaixo (ja simplificado) e r = 8
» 8:(G,10)(F,9)
9: (F,9)(G,11)
10 : (G, 10)(F,9)
11 : (F,12)(ciclo, w)
12 : (Término, €)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Equivaléncia forte de programas monoliticos
Exemplo — I U IR

(
(
(
(
(
(
(
(

DN DO
Ot Ot W W
O

~— —
—~~

- QQm T

o

o
o

S
S~—

T
Soes

(]
=
—~

’TJO

ér |ne

~—

ciclo, w)

© 00 O UL i W N =

=R
JEe

1
,9)(G, 1
10 : (G, 10)(F,9)
11 (F, 12)(C|c|o w)

2 : (Término, €)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias 19 de junho de 2013 127 / 130



Verificacdo da equivaléncia forte de programas

Equivaléncia forte de programas monoliticos

Exemplo

» 1 e 8 sdo rétulos equivalentes fortemente = By = {(1,8)};

» B ={(2,10),(3,9)}, (2,10) e (3,9) sdo dois pares de rétulos
equivalentes fortemente;
By ={(4,9),(5,11)}, (4,9) e (5,11) sdo dois pares de rétulos
equivalentes fortemente;
Bs = {(6,12), (w,w)}, (6,12) e (w,w) sdo dois pares de rétulos
equivalentes fortemente;
By ={(€,€)}, (e,€) & um par de rétulos equivalentes fortemente;
Bs = {};

» Portanto, (I,1) = (1, 8) e, conseqiientemente, ) = R.
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Exercicios

Exercicio

Mostre que os seguintes programas P e Q s3o fortemente equivalentes
(exercicio 3.2 do livro “Teoria da Computagdo”):
P:
até T
faga (V)
enquanto T
faga (F; G; se T
entdo (F;
até T
faga (v))

sendo v)

19 de junho de 2013 129 / 130

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Maquinas e Equivaléncias



Exercicios

Exercicio - continuacdo

Q:

1: se T ent8o va_para 2 sendo va_para 1
2: faga F va_para 3

3: faga G va_para 4

4: se T entdo va_para 5 senfo va_para 6
5: faga F va_para 1
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