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ProgramasConceitos básicos
I Conjunto de instruções que estabelecem a seqüência em que certas�operações� e �testes� devem ser executados;
I Objetiva manipular dados de entrada, produzindo as saídas desejadas;
I A �estrutura de controle� do programa de�ne a maneira como asoperações e os testes são sequenciados no tempo;
I Tipos de estrutura de controle:

I Monolítica (��owchart programas�);
I Iterativa (�while programs�);
I Recursiva (�procedure programs�).

I Composição �sequencial�;
I Identi�cadores de operações: F, G, H, ...
I Identi�cadores de testes: T1, T2, T3, ...
I Operação vazia: XMarcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 4 / 130



ProgramasProgramas monolíticosConceitos
I �Programas com desvios arbitrários�;
I Um único bloco;
I Elementos de estruturação:

I Desvios condicionais;
I Desvios incondicionais.

I Representações:
I Grá�ca (�uxograma);
I Textual (conjunto de instruções rotuladas).
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ProgramasProgramas monolíticosComponentes
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ProgramasProgramas monolíticosFluxograma
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ProgramasProgramas monolíticosDe�nição
Uma �instrução rotulada� é uma cadeia �nita de caracteres que possui umdos seguintes formatos:

I r1: faça F vá_para r2 (operação simples)
I r1: faça X vá_para r2 (operação vazia)
I r1: se T então vá_para r2 senão vá_para r3 (teste)onde r1, r2 e r3 são rótulos numéricos, F é um identi�cador de operação e

T é um identi�cador de teste.
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ProgramasProgramas monolíticosDe�niçãoUm �programa monolítico� P é um par ordenado
P = (I, r)onde:

I I é um conjunto (�nito) de instruções rotuladas;
I r é o rótulo inicial.Observações:
I Duas instruções não podem ter o mesmo rótulo;
I Rótulos �nais são aqueles que são referenciados mas não estãoassociados a nenhuma instrução.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 9 / 130



ProgramasProgramas monolíticosExemplosExemplos de programas monolíticos:
I P1 = (I1, 1), onde I1 = {1: faça F vá_para 2,2: se T1 então vá_para 1 senão vá_para 3,3: faça G vá_para 4,4: se T2 então vá_para 5 senão vá_para 1}
I P2 = ({1: faça X vá_para 2}, 1)
I P3 = ({1: faça F vá_para 2, 2: se T vá_para 1 senão vá_para 3}, 1)
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ProgramasProgramas iterativosConceitos
I �Programas estruturados� sem subprogramas;
I Elementos de estruturação:

I Execução sequencial;
I Execução condicional (única entrada, única saída);
I Execução iterativa (única entrada, única saída).

I Representações:
I Grá�ca (�uxograma estruturado);
I Textual (conjunto de instruções que realizam os elementos deestruturação).
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ProgramasProgramas iterativosDe�niçãoDe�nição de �programa iterativo�:
I A operação vazia X e os identi�cadores de operação são programasiterativos;
I Se V e W são programas iterativos, então

V ;Wé um programa iterativo (execução sequencial);
I Se V e W são programas iterativos, e T é um identi�cador de teste,então se T então V senão Wé um programa iterativo (execução condicional);Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 12 / 130



ProgramasProgramas iterativosDe�nição
I Se V é um programa iterativo, e T é um identi�cador de teste, entãoenquanto T faça Vé um programa iterativo (execução iterativa do tipo �enquanto�);
I Se V é um programa iterativo, e T é um identi�cador de teste, entãoaté T faça Vé um programa iterativo (execução iterativa do tipo �até�, substitui o�enquanto� com a condição negada).
I Se V é um programa iterativo, então

(V )é um programa iterativo.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 13 / 130



ProgramasProgramas iterativosExemplo
se T1então enquanto T2 façaaté T3faça (V ;W )senão X
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ProgramasProgramas recursivosConceitos
I Subprogramas recursivos, sem comando iterativo;
I Elementos de estruturação:

I Execução sequencial;
I Execução condicional (única entrada, única saída);
I De�nição de subprograma;
I Chamada de subprograma.

I Representações:
I Textual (conjunto de instruções que realizam os elementos deestruturação).Considere que R1, R2, ... são �identi�cadores de subprogramas�.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 15 / 130



ProgramasProgramas recursivosDe�niçãoDe�nição de �expressão�:
I A operação vazia X e os identi�cadores de operação são expressões;
I Os identi�cadores de subprograma são expressões;
I Se V e W são expressões, então

V ;Wé uma expressão (execução sequencial);
I Se V e W são expressões, e T é um identi�cador de teste, entãose T então V senão Wé uma expressão (execução condicional);Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 16 / 130



ProgramasProgramas recursivosDe�niçãoDe�nição de �programa recursivo�:
I P é E0 onde

R1 def E1, R2 def E2, ..., Rn def En;
I R1, R2, ..., Rn são identi�cadores de subprogramas;
I E1, E2, ..., En são as expressões que de�nem, respectivamente, ossubprogramas identi�cados por R1, R2, ..., Rn;
I E0 é a �expressão inicial�;
I Todos os identi�cadores de subprograma referenciados em P devemser de�nidos em P .Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 17 / 130



ProgramasProgramas recursivosExemplo
P é R;S onde

R def F ; se T então R senão G;S
S def se T então X senão F ;R
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MáquinasConceitos básicosUma máquina:
I Possui estrutura para armazenamento de dados (memória);
I Possui capacidade de ler e devolver dados para o meio externo;
I É responsável por atribuir signi�cado para os identi�cadores deoperação e de teste usados nos programas;
I Esses signi�cados são representados na forma de funções querepresentam:

I Alteração do conteúdo da memória (para os identi�cadores deoperação);
I A elaboração de um valor lógico a partir do conteúdo da memória, semno entanto alterá-la (identi�cadores de teste).Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 19 / 130



MáquinasDe�niçãoUma �máquina� é uma 7-upla:
M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )onde:

I V é o conjunto de valores que podem ser armazenados na memória;
I X é o conjunto de valores que podem ser lidos na entrada;
I Y é o conjunto de valores que podem ser escritos na saída;
I πX é a �função de entrada�, tal que πX : X → V ;
I πY é a �função de saída�, tal que πY : V → YMarcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 20 / 130



MáquinasDe�niçãoSejam OM e TM , respectivamente, os conjuntos de identi�cadores deoperações e testes de�nidos por M .
I ΠO é o conjunto de �interpretações de operações� tal que:

∀o ∈ OM , (πo : V → V ) ∈ ΠO

I ΠT é o conjunto de �interpretações de testes� tal que:
∀t ∈ TM , (πt : V → {verdadeiro, falso}) ∈ ΠT
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MáquinasExemploMáquina de Dois Registradores:
MD = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )

I V = N
2

I X = N

I Y = N

I πX =armazena_a
I πY =retorna_b
I ΠO = {subtrai_a, adiciona_b}
I ΠT = {a_zero}Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 22 / 130



MáquinasExemplo
I armazena_a: N→ N

2

∀n ∈ N, armazena_a(n) = (n, 0)

I retorna_b: N
2 → N

∀(n,m) ∈ N
2, retorna_b(n,m) = m

I adiciona_b: N
2 → N

2

∀(n,m) ∈ N
2, adiciona_b(n,m) = (n,m + 1)

I subtrai_a: N
2 → N

2

∀(n,m) ∈ N
2, n > 0, subtrai_a(n,m) = (n− 1,m)se n = 0, subtrai_a(n,m) = (0,m)

I a_zero: N
2 → {verdadeiro, falso}

∀(n,m) ∈ N
2, se n = 0, a_zero(n,m) = verdadeiro

∀(n,m) ∈ N
2, se n 6= 0, a_zero(n,m) = falsoMarcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 23 / 130



MáquinasExemploMáquina de Um Registrador:
MU = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )

I V = N

I X = N

I Y = N

I πX = idN

I πY = idN

I ΠO = {add, sub}
I ΠT = {zero}Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 24 / 130



MáquinasExemplo
I idN : N→ N

∀n ∈ N, idN(n) = n

I add: N→ N

∀n ∈ N, add(n) = n + 1

I sub: N→ N

∀n ∈ N, n > 0, sub(n) = n− 1se n = 0, sub(n) = 0

I zero: N→ {verdadeiro, falso}se n = 0, zero(n) = verdadeirose n 6= 0, zero(n) = falsoMarcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 25 / 130



MáquinasPrograma para uma MáquinaDe�niçãoSejam M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e P um programa onde OP e TPsão os respectivos conjuntos de identi�cadores de operações e testes de P .
P é um programa para a máquina M se, e somente se:

I ∀o ∈ OP , existe uma única função (πo : V → V ) ∈ ΠO

I ∀t ∈ TP , existe uma única função (πt : V → {verdadeiro, falso}) ∈
ΠT

I A operação vazia X é sempre interpretada em qualquer máquina.Portanto, P é um programa para uma máquina M se todos osidenti�cadores de operações e testes utilizados em P estiverem de�nidos,em M , através de correspondentes funções de operações e testes.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 26 / 130



MáquinasPrograma para uma MáquinaExemplosProgramas para a Máquina de Dois Registradores:
I Programa monolítico:1: se a_zero vá_para 4 senão vá_para 22: faça subtrai_a vá_para 33: faça adiciona_b vá_para 1
I Programa iterativo:até a_zerofaça (subtrai_a; adiciona_b)
I Programa recursivo:

P é R onde
R def se a_zero então X senão (S;R),
S def subtrai_a; adiciona_bMarcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 27 / 130



MáquinasPrograma para uma MáquinaExemplos
Programa para a Máquina de Um Registrador:

I Programa recursivo:
P é R onde

R def se zero então X senão (sub;R;add;add)
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ComputaçãoPrograma monolíticoConceitoSejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e um programamonolítico P = (I, r) para M , onde R é o conjunto de rótulos de P . Uma�computação do programa monolítico P na máquina M é uma cadeia deelementos de R× V :
(r0, v0)(r1, v1)(r2, v2)...onde r0 = r é o rótulo inicial de P e v0 é o conteúdo inicial da memória de

M .
I Essa cadeia indica a seqüência de estados que são assumidos pelamáquina M durante a execução do programa P ;
I Uma computação pode ser �nita ou in�nita.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 29 / 130



ComputaçãoPrograma monolíticoDe�niçãoOs pares (rk+1, vk+1), k ≥ 0, são obtidos a partir dos pares (rk, vk), apartir da análise do tipo da instrução rotulada por rk:
I rk : faça F vá_para r′

(rk+1, vk+1) = (r′, πF (vk))

I rk : faça X vá_para r′

(rk+1, vk+1) = (r′, vk)

I rk : se T então vá_para r′ senão vá_para r′′se πT (vk)=verdadeiro, então (rk+1, vk+1) = (r′, vk)se πT (vk)=falso, então (rk+1, vk+1) = (r′′, vk)Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 30 / 130



ComputaçãoPrograma monolíticoExemplo
I Programa monolítico P :1: se a_zero vá_para 4 senão vá_para 22: faça subtrai_a vá_para 33: faça adiciona_b vá_para 1
I Computação de P na Máquina de Dois Registradores MD:(1,(3,0)) (2,(3,0))(3,(2,0)) (1,(2,1))(2,(2,1)) (3,(1,1))(1,(1,2)) (2,(1,2))(3,(0,2)) (1,(0,3))(4,(0,3))
I A computação é FINITA.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 31 / 130



ComputaçãoPrograma monolíticoExemplo
I Programa monolítico Q:1: faça adiciona_b vá_para 1
I Computação de Q na Máquina de Dois Registradores MD:(1,(3,0)) (1,(3,1))(1,(3,2)) (1,(3,3))(1,(3,4)) (1,(3,5))(1,(3,6)) (1,(3,7))(1,(3,8)) (1,(3,9))...
I A computação é INFINITA.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 32 / 130



ComputaçãoPrograma iterativoConceitoSejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e um programaiterativo P para M . Uma �computação do programa iterativo P namáquina M é uma cadeia de elementos de I × V :
(i0, v0)(i1, v1)(i2, v2)...onde I é um conjunto de programas iterativos, i0 = P ;X e v0 é oconteúdo inicial da memória de M .

I Essa cadeia indica a seqüência de estados que são assumidos pelamáquina M durante a execução do programa P ;
I Uma computação pode ser �nita ou in�nita.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 33 / 130



ComputaçãoPrograma iterativoDe�niçãoOs pares (ik+1, vk+1), k ≥ 0, são obtidos a partir dos pares (ik, vk), apartir da análise do tipo da instrução inicial de ik.Considere que U , W e Z são programas iterativos, F é identi�cador deoperação e T é identi�cador de teste.
I ik = XA computação termina com o valor vk na memória.
I ik = F ;U

(ik+1, vk+1) = (U, πF (vk))

I ik =se T então U senão W ;Zse πT (vk)=verdadeiro, (ik+1, vk+1) = (U ;Z, vk)se πT (vk)=falso, (ik+1, vk+1) = (W ;Z, vk)Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 34 / 130



ComputaçãoPrograma iterativoDe�nição
I ik =enquanto T faça U ;Wse πT (vk)=verdadeiro, (ik+1, vk+1) = (U ; enquanto T faça U ;W,vk)se πT (vk)=falso, (ik+1, vk+1) = (W,vk)

I ik =até T faça U ;Wse πT (vk)=falso, (ik+1, vk+1) = (U ; até T faça U ;W,vk)se πT (vk)=verdadeiro, (ik+1, vk+1) = (W,vk)
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ComputaçãoPrograma iterativoExemplo
I Programa iterativo P :até a_zerofaça (subtrai_a; adiciona_b)
I Computação de P na Máquina de Dois Registradores MD:(até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(2,0))(subtrai_a; adiciona_b; até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(2,0))(adiciona_b; até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(1,0))(até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(1,1))(subtrai_a; adiciona_b; até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(1,1))(adiciona_b; até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(0,1))(até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(0,2))(X,(0,2))
I A computação é FINITA.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 36 / 130



ComputaçãoPrograma recursivoConceitoSejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e P um programarecursivo para M , P é E0 onde
R1 def E1, R2 def E2, ..., Rn def En. Uma �computação do programarecursivo P na máquina M é uma cadeia de elementos de J × V :

(j0, v0)(j1, v1)(j2, v2)...onde J é um conjunto de expressões, j0 = E0;X e v0 é o conteúdo inicialda memória de M .
I Essa cadeia indica a seqüência de estados que são assumidos pelamáquina M durante a execução do programa P ;
I Uma computação pode ser �nita ou in�nita.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 37 / 130



ComputaçãoPrograma recursivoDe�niçãoOs pares (jk+1, vk+1), k ≥ 0, são obtidos a partir dos pares (jk, vk), apartir da análise do tipo da instrução inicial de jk.Considere que U , W e Z são expressões, F é identi�cador de operação, Té identi�cador de teste e Ri é identi�cador de subprograma.
I jk = X;U

(jk+1, vk+1) = (U, vk)

I jk = F ;U
(jk+1, vk+1) = (U, πF (vk))

I jk = Ri;U
(jk+1, vk+1) = (Ei;U, vk)

I jk =se T então U senão W ;Zse πT (vk)=verdadeiro, (jk+1, vk+1) = (U ;Z, vk)se πT (vk)=falso, (jk+1, vk+1) = (W ;Z, vk)Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 38 / 130



ComputaçãoPrograma recursivoExemplo
I Programa recursivo P :

P é R onde
R def se a_zero então X senão (S;R),
S def subtrai_a; adiciona_b

I Computação de P na Máquina de Dois Registradores MD:(R; X,(2,0))((se a_zero então X senão (S; R));X,(2,0))(S; R;X,(2,0))(subtrai_a; adiciona_b;R;X,(2,0))(adiciona_b;R;X,(1,0))(R; X,(1,1))((se a_zero então X senão (S; R));X,(1,1))...Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 39 / 130



ComputaçãoPrograma recursivoExemplo
I Continuação da computação de P em M :...(S; R;X,(1,1))(subtrai_a; adiciona_b;R;X,(1,1))(adiciona_b;R;X,(0,1))(R; X,(0,2))((se a_zero então X senão (S; R));X,(0,2))(X;X,(0,2))(X,(0,2))
I A computação é FINITA.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 40 / 130



ComputaçãoPrograma recursivoExemplo
I Programa recursivo Q:

Q é R onde R def R

I Computação de Q na Máquina de Dois Registradores MD:(R; X,(2,0))(R; X,(2,0))(R; X,(2,0))(R; X,(2,0))(R; X,(2,0))(R; X,(2,0))(R; X,(2,0))...
I A computação é INFINITA.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 41 / 130



ComputaçãoPrograma recursivoExemplo
I Programa recursivo P :

P é R onde R def se zero então X senão (sub;R;add;add)
I Computação de P na Máquina de Um Registrador MU :(R; X,2)(se zero então X senão (sub;R;add;add);X,2)(sub;R;add;add;X,2)(R;add;add;X,1)(se zero então X senão (sub;R;add;add);add;add;X,1)(sub;R;add;add;add;add;X,1)(R;add;add;add;add;X,0)(se zero então X senão (sub;R;add;add);add;add;add;add;X,0)(X;add;add;add;add;X,0)...Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 42 / 130



ComputaçãoPrograma recursivoExemplo
I Continuação da computação de P :...(add;add;add;add;X,0)(add;add;add;X,1)(add;add;X,2)(add;X,3)(X,4)
I A computação é FINITA.
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Função computadaConceitos básicos
I Obtenção de uma saída a partir de uma entrada, em tempo �nito;
I De�nições para:

I Programas monolíticos;
I Programas iterativos;
I Programas recursivos.

I Aplica-se a função de entrada πX ao dado de entrada;
I Executa-se a computação (�nita);
I Aplica-se a função de saída πY ao valor �nal de memória.
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Função computadaProgramas monolíticosDe�niçãoSejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e um programamonolítico P para M . A �função computada pelo programa monolítico Pna máquina M �, denotada:
〈P,M〉 : X → Yé uma função parcial de�nida para x ∈ X, se a cadeia:

(r0, v0)(r1, v1)...(rn, vn)é uma computação �nita de P em M , onde:
I r0 é o rótulo inicial de P ;
I v0 = πX(x)A imagem de x, denotada 〈P,M〉(x), é dada por πY (vn).Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 45 / 130



Função computadaProgramas monolíticosExemploConsidere a Máquina de Dois Registradores MD e o programa monolítico
P abaixo:1: se a_zero vá_para 4 senão vá_para 22: faça subtrai_a vá_para 33: faça adiciona_b vá_para 1

I 〈P,MD〉 : N→ N

I ∀n ∈ N, 〈P,MD〉(n) = n

I P reproduz na saída o dado de entrada
I Exemplo:

I πX(3) = (3, 0)
I A computação de P em MD produz o valor �nal (0, 3)
I πY (0, 3) = 3
I Portanto, 〈P, MD〉(3) = 3Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 46 / 130



Função computadaProgramas iterativosDe�niçãoSejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e um programaiterativo P para M . A �função computada pelo programa iterativo P namáquina M �, denotada:
〈P,M〉 : X → Yé uma função parcial de�nida para x ∈ X, se a cadeia:

(i0, v0)(i1, v1)(i2, v2)...(in, vn)é uma computação �nita de P em M , onde:
I i0 = P ;X

I v0 = πX(x)A imagem de x, denotada 〈P,M〉(x), é dada por πY (vn).Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 47 / 130



Função computadaProgramas iterativosExemploConsidere a Máquina de Dois Registradores MD e o programa iterativo Pabaixo:até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b)
I 〈P,MD〉 : N→ N

I ∀n ∈ N, 〈P,MD〉(n) = n

I P reproduz na saída o dado de entrada
I Exemplo:

I πX(2) = (2, 0)
I A computação de P em MD produz o valor �nal (0, 2)
I πY (0, 2) = 2
I Portanto, 〈P, MD〉(2) = 2Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 48 / 130



Função computadaProgramas recursivosDe�niçãoSejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e um programarecursivo P para M . A �função computada pelo programa recursivo P namáquina M �, denotada:
〈P,M〉 : X → Yé uma função parcial de�nida para x ∈ X, se a cadeia:

(j0, v0)(j1, v1)(j2, v2)...(jn, vn)é uma computação �nita de P em M , onde:
I j0 = E0;X

I v0 = πX(x)A imagem de x, denotada 〈P,M〉(x), é dada por πY (vn).Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 49 / 130



Função computadaProgramas recursivosExemploConsidere a Máquina de Um Registrador MU e o programa recursivo Pabaixo:
P é R onde R def se zero então X senão (sub;R;add;add)

I 〈P,MU 〉 : N→ N

I ∀n ∈ N, 〈P,MU 〉(n) = 2n

I P duplica na saída o dado de entrada
I Exemplo:

I πX(2) = 2
I A computação de P em MU produz o valor �nal 4
I πY (4) = 4
I Portanto, 〈P, MU 〉(2) = 4Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 50 / 130



Equivalência forte de programasDe�niçãoDois programas P e Q, de quaisquer tipos, são ditos �fortementeequivalentes�, denotado:
P ≡ Qse, e somente se:

∀M, 〈P,M〉 = 〈Q,M〉Ou seja, P e Q são fortemente equivalentes se, e somente se, asrespectivas funções computadas coincidem para qualquer máquina M quese possa considerar.
I Essa relação induz a uma partição do conjunto de todos os programasem classes de equivalências;
I Ela permite analisar, de forma comparativa, as propriedades exibidaspelos programas, como é o caso da sua complexidade estrutural.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 51 / 130



Equivalência forte de programasPropriedade
As computações de programas (de quaisquer tipos) fortemente equivalentesexecutam as MESMAS operações na MESMA ordem.

I A justi�cativa para essa a�rmação será apresentada mais adiante, apósa introdução do conceito de �Máquina de Traços�.
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Equivalência forte de programasExemplos
Os programas monolíticos P1 e P2 abaixo são equivalentes fortemente:

I P1:1: se T vá_para 2 senão vá_para 32: faça F vá_para 1
I P2:1: se T vá_para 2 senão vá_para 42: faça F vá_para 33: se T vá_para 1 senão vá_para 4
Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 53 / 130



Equivalência forte de programasExemplosComputação de P1 com a entrada x:
I (1, πX(x))

(2, πX(x))
(1, πF (πX(x)))
(2, πF (πX(x)))
(1, π2

F (πX(x)))
(2, π2

F (πX(x)))
...
(1, πn

F (πX(x)))
(3, πn

F (πX(x)))

I Portanto, 〈P1,M〉(x) = πY (πn
F (πX(x)))Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 54 / 130



Equivalência forte de programasExemplosComputação de P2 com a entrada x:
I (1, πX(x))

(2, πX(x))
(3, πF (πX(x)))
(1, πF (πX(x)))
(2, πF (πX(x)))
(3, π2

F (πX(x)))...
(1, πn−1

F (πX(x)))
(2, πn−1

F (πX(x)))
(3, πn

F (πX(x)))
(4, πn

F (πX(x)))

I Portanto, 〈P2,M〉(x) = πY (πn
F (πX(x)))

I P1 ≡ P2Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 55 / 130



Equivalência forte de programasExemplos
Os programas P3 (iterativo) e P4 (recursivo) abaixo são equivalentesfortemente:

I P3:enquanto Tfaça F

I P4:
P4 é R onde
R def se T então (F ;R) senão X
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Equivalência forte de programasExemplosComputação de P3 com a entrada x:
I (enquanto T faça F ;X, πX(x))(F ;enquanto T faça F ;X, πX(x))(enquanto T faça F ;X, πF (πX(x)))(F ;enquanto T faça F ;X, πF (πX(x)))(enquanto T faça F ;X, π2

F (πX(x)))...(enquanto T faça F ;X, πn
F (πX(x)))(X, πn

F (πX(x)))

I Portanto, 〈P3,M〉(x) = πY (πn
F (πX(x)))

I P1 ≡ P2 ≡ P3Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 57 / 130



Equivalência forte de programasExemplosComputação de P4 com a entrada x:
I (R;X, πX(x))((se T então (F ;R) senão X);X, πX(x))(F ;R;X, πX(x))(R;X, πF (πX(x)))((se T então (F ;R) senão X);X, πF (πX(x)))(F ;R;X, πF (πX(x)))(R;X, π2

F (πX(x)))...(R;X, πn
F (πX(x)))((se T então (F ;R) senão X);X, πn

F (πX(x)))(X;X, πn
F (πX(x)))(X, πn

F (πX(x)))

I Portanto, 〈P4,M〉(x) = πY (πn
F (πX(x)))

I P1 ≡ P2 ≡ P3 ≡ P4Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 58 / 130



Equivalência forte de programasTeorema 1Iterativos ⊆ Monolíticos
I Seja PI um programa iterativo. Então, existe um programa monolítico

PM tal que PM ≡ PI .
I Justi�cativa: a obtenção de um programa PM monolítico a partir de

PI é direta, a partir do mapeamento das construções elementares deum programa iterativo em seqüências de construções equivalentes emum programa monolítico. Como as mesmas operações são executadasna mesma ordem em ambos os programas, as funções computadas sãoidênticas e PM ≡ PI .
Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 59 / 130



Equivalência forte de programasTeorema 1Iterativos ⊆ Monolíticos
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Equivalência forte de programasTeorema 1Exemplo
I Considere o seguinte programa iterativo PI :até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b)
I O programa monolítico PM abaixo, obtido por mapeamento direto, éfortemente equivalente à PI :1: se a_zero vá_para 4 senão vá_para 22: faça subtrai_a vá_para 33: faça adiciona_b vá_para 1
Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 61 / 130



Equivalência forte de programasTeorema 2Monolíticos ⊆ Recursivos
I Seja PM um programa monolítico. Então, existe um programarecursivo PR tal que PR ≡ PM .
I Justi�cativa: Suponha que L = {r1, r2, ..., rn} seja o conjunto derótulos de PM , r1 seja o rótulo inicial e que rn seja o (único) rótulo�nal. Então:

PR é R1 onde R1 def E1, R2 def E2, ..., Rn def Xe, ∀k, 1 ≤ k < n, Ek é de�nido da seguinte forma:
I rk : faça F vá_para ri

Ek = F ; Ri

I rk : se T então vá_para ri senão vá_para rj

Ek=(se T então Ri senão Rj)
I PR ≡ PMMarcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 62 / 130



Equivalência forte de programasTeorema 2Exemplo
I Considere o programa monolítico Q:1: se a_zero vá_para 4 senão vá_para 22: faça subtrai_a vá_para 33: faça adiciona_b vá_para 1
I O programa recursivo R abaixo, obtido por mapeamento direto, éfortemente equivalente à Q:

R é R1 onde
R1 def (se a_zero R4 senão R2)
R2 def (subtrai_a;R3)
R3 def (adiciona_b;R1)
R4 def XMarcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 63 / 130



Equivalência forte de programasCorolárioIterativos ⊆ Recursivos
Para qualquer programa iterativo PI existe um programa recursivo PR talque:

PR ≡ PI

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 64 / 130



Equivalência forte de programasTeorema 3Monolíticos 6= Recursivos
I Dado um programa recursivo PR qualquer, não necessariamente existeum programa monolítico PM tal que:

PM ≡ PR

I Justi�cativa: É su�ciente mostrar que existe pelo menos um programarecursivo que, para uma determinada máquina, não apresente nenhumprograma monolítico que seja fortemente equivalente.
I Considere o programa recursivo PR abaixo e a máquina de umregistrador MU :

PR é R onde
R def se zero então X senão (sub;R; add; add)

I 〈PR,MU 〉(n) = 2nMarcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 65 / 130



Equivalência forte de programasTeorema 3Monolíticos 6= Recursivos
I A seqüência de operações contida na computação de PR para umvalor de entrada n é:

sub; sub; ...; sub;
︸ ︷︷ ︸

n

add; add; ...; add
︸ ︷︷ ︸

2n

I Suponha que PM contém k operações add (cada uma numa instruçãodiferente);
I Suponha um valor de entrada n > k/2;
I Como, por hipótese, PM ≡ PR, a mesma seqüência de operações éexecutada por PM ;Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 66 / 130



Equivalência forte de programasTeorema 3Monolíticos 6= Recursivos
I Como 2n > k, pelo menos uma mesma instrução add é executadamais de uma vez na computação de PM ;
I Isso signi�ca que há um desvio incondicional que permite a execuçãorepetida dessa instrução, pois não seria possível, com um únicoregistrador, controlar a execução do loop e ainda assim dobrar o valorda entrada;
I Há, portanto, um ciclo in�nito em PM envolvendo essa instrução add;
I Logo, a computação de PM não pode ser �nita e isso contradiz ahipótese da existência de PM ;
I Não existe PM tal que PM ≡ PR.
I Não é possível construir um programa monolítico para MU que dobreo valor da entrada!Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 67 / 130



Equivalência forte de programasTeorema 4Iterativos 6= Monolíticos
I Dado um programa monolítico PM qualquer, não necessariamenteexiste um programa iterativo PI tal que:

PI ≡ PM

I Justi�cativa: É su�ciente mostrar que existe pelo menos um programamonolítico que, para uma determinada máquina, não apresentenenhum programa iterativo que seja fortemente equivalente.
I Considere o programa monolítico PM da �gura seguinte e a máquinade um registrador MU

I 〈PM ,MU 〉(n) = 1 se n é par ou 0 se n é ímpar.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 68 / 130



Equivalência forte de programasTeorema 4Iterativos 6= Monolíticos
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Equivalência forte de programasTeorema 4Iterativos 6= Monolíticos
I A seqüência de operações contida na computação de PM para umvalor de entrada n é:

sub; sub; ...; sub
︸ ︷︷ ︸

n

, se n é ímpar
sub; sub; ...; sub;
︸ ︷︷ ︸

n

add, se n é par
I Suponha que PI contém k operações sub;
I Suponha um valor de entrada n > k;
I Como, por hipótese, PI ≡ PM , a mesma seqüência de operações éexecutada por PI ;Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 70 / 130



Equivalência forte de programasTeorema 4Iterativos 6= Monolíticos
I Como n > k, pelo menos uma instrução sub é executada mais de umavez na computação de PI ;
I Logo, existe uma instrução iterativa do tipo �enquanto� ou �até� quecontrola a execução dessa operação sub;
I Ao término dessa instrução, no entanto, não é possível contabilizar aquantidade de execuções da operação sub que foram executadas noloop e, conseqüentemente, distinguir a condição �par� ou �ímpar� dovalor n de entrada;
I Note que em PM a avaliação do primeiro (segundo) teste implica aexecução de um número par (ímpar) de subtrações;
I Logo, PI não é capaz de produzir o resultado desejado;
I Portanto, não existe PI que tal que PI ≡ PM .
I Não é possível construir um programa iterativo para MU quedetermine se a entrada é par!Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 71 / 130



Equivalência forte de programasHierarquia das classes de programas
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Equivalência forte de programasPoder computacional
I Equivalência forte de programas 6= poder computacional;
I Os três formalismos possuem o mesmo poder computacional:

I Para qualquer programa recursivo e para qualquer máquina, existe umprograma monolítico e uma máquina tal que as funções computadascoincidem;
I Para qualquer programa monolítico e para qualquer máquina, existe umprograma iterativo e uma máquina tal que as funções computadascoincidem.

I O Teorema de Böhm-Jacopini, por exemplo, mostra como gerarprogramas iterativos equivalentes a programas monolíticos dados comoentrada. Não necessariamente as mesmas operações e a mesma ordemsão usadas, tampouco o resultado vale para qualquer máquina.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 73 / 130



Equivalência de programas em uma máquinaDe�nição
Dois programas P e Q, de quaisquer tipos, são ditos �equivalentes namáquina M �, denotado:

P ≡M Qse, e somente se as correspondentes funções computadas na máquina Msão iguais, ou seja:
〈P,M〉 = 〈Q,M〉

P e Q, nesse caso, são ditos �programas equivalentes na máquina M �, ou�programas M -equivalentes�.
Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 74 / 130



Equivalência de máquinasDe�niçãoDuas máquinas são ditas �equivalentes� se uma pode simular a outra evice-versa. Sejam
M = (VM ,X, Y, πXM

, πYM
,ΠOM

,ΠTM
)e

N = (VN ,X, Y, πXN
, πYN

,ΠON
,ΠTN

)

I N �simula fortemente� M :
∀P,∃Q | 〈P,M〉 = 〈Q,N〉

I N �simula� M :
∀P,∃(Q, c : XM → XN , d : YN → YM ) | 〈P,M〉 = d ◦ 〈Q,N〉 ◦ c

I (M ≡ N)⇔ ((M simula N) ∧ (N simula M))Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 75 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasConceitos básicosÉ possível determinar se dois programas, de quaisquer tipos, são fortementeequivalentes?
I Como programas iterativos e monolíticos podem ser transformados emprogramas recursivos, a resposta geral para essa questão envolveria ademonstração da equivalência forte de programas recursivos;
I Entretanto, esse problema é indecidível para esse tipo de programas(ele é, no entanto, decidível para uma classe especial de programasrecursivos, aqueles que não contém a operação vazia);
I Por outro lado, ele é decidível para programas monolíticos (e,conseqüentemente, programas iterativos também);
I Pré-requisitos:

I Máquina de traços;
I Instruções rotuladas compostas.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 76 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasMáquina de TraçosConceitosMáquina que gera, como saída, uma cadeia composta pelos identi�cadoresdas operações executadas durante a computação.
I Produz um histórico da ocorrência das operações no programa queestá sendo executado;
I Esse histórico é representado na forma de uma cadeia deidenti�cadores de operações;
I A memória armazena a cadeia que representa esse histórico;
I Para cada nova operação encontrada, a máquina de traços concatenao identi�cador da mesma no �nal da cadeia armazenada na memória;
I Ao término da execução a cadeia armazenada na memória é escrita nasaída;
I Máquinas de Traços são importantes para demonstrar a equivalênciaforte de programas.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 77 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasMáquina de TraçosDe�niçãoSeja M uma Máquina de Traços:
M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )e, além disso, considere O o conjunto de identi�cadores das operaçõesinterpretadas por M e T o conjunto de identi�cadores de testeinterpretados por M . Então:

I V = O∗

I X = O∗

I Y = O∗

I πX = idO∗

I πY = idO∗Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 78 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasMáquina de TraçosDe�nição
M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )

I ΠO é o conjunto de �interpretações de operações� tal que:
∀o ∈ O, (πo : O∗ → O∗) ∈ ΠO é tal que,∀γ ∈ O∗, πo(γ) = γo

I ΠT é o conjunto de �interpretações de testes� tal que:
∀t ∈ T, (πt : O∗ → {verdadeiro, falso}) ∈ ΠTPara de�nir uma Máquina de Traços é necessário especi�car apenas asinterpretações dos testes, uma vez que as interpretações das operações sãoespeci�cadas à priori.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 79 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasMáquina de TraçosFunção induzida por um traço em uma máquinaSeja:
N = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )Considere-se O = {o1, o2, ..., on} o conjunto de operações interpretadas em

ΠO e γ = o1o2...on um traço de N . A �função induzida pelo traço γ namáquina N �, denotado:
[γ,N ] : X → Vé a função total:

[γ,N ] = πon ◦ ...πo2
◦ πo1

◦ πX
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Veri�cação da equivalência forte de programasMáquina de TraçosFunção induzida por um traço em uma máquina
A função [γ,N ] aplicada a uma entrada x ∈ X é denotada:

[γx, N ] = πon ◦ ...πo2
◦ πo1

◦ πX(x)Se γ = ε, então:
[εx, N ] = πX(x)Observar que [γx, N ] ∈ V .
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Veri�cação da equivalência forte de programasMáquina de TraçosDe�nição de ΠT

I Em princípio, a de�nição de ΠT é livre;
I Há interesse, no entanto, em fazer com que uma Máquina de Traços

M produza, como resultado da computação de um programa P , amesma seqüência de operações que seria realizada por uma outramáquina N , durante a execução de P com uma entrada x;
I Nesse caso, é importante que as funções de teste em M produzam osmesmos resultados que produziriam em N ;
I Para isso, é necessário considerar que:

∀t ∈ T,∀γ ∈ O∗, πtM (γ) = πtN ([γx, N ])Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 82 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasMáquina de TraçosExemplo
M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )

O = {F,G,H} é o conjunto de identi�cadores das operações interpretadaspor M ;
T = {T} é o conjunto de identi�cadores de teste interpretados por M .Então:

I V = {F,G,H}∗

I X = {F,G,H}∗

I Y = {F,G,H}∗

I πX = id{F,G,H}∗

I πY = id{F,G,H}∗Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 83 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasMáquina de TraçosExemplo
I ΠO = {πF , πG, πH}

∀γ ∈ {F,G,H}∗, πF (γ) = γF

∀γ ∈ {F,G,H}∗, πG(γ) = γG

∀γ ∈ {F,G,H}∗, πH(γ) = γH

I ΠT = {πtM }
πtM (γ) = πtN ([γx, N ])
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Veri�cação da equivalência forte de programasMáquina de TraçosExemplo
I Considere o programa monolítico P abaixo:1: faça F vá_para 22: faça G vá_para 33: faça G vá_para 44: se T vá_para 5 senão vá_para 1
I Considere x = ε

I Portanto, πX(ε) = ε

I A computação de P na Máquina de Traços M é (supondo duasiterações):
(1, ε)(2, F )(3, FG)(4, FGG)(1, FGG)
(2, FGGF )(3, FGGFG)(4, FGGFGG)(5, FGGFGG)

I Assim, πY (FGGFGG) = FGGFGG e 〈P,M〉(ε) = FGGFGGMarcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 85 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasTeorema 5Equivalência de programas em Máquinas de TraçosSejam P e Q dois programas de tipos quaisquer. Então:
(P ≡ Q)⇔ (P ≡M Q) para toda Máquina de Traços M

I (→) Se dois programas são fortemente equivalentes, então eles sãoequivalentes em qualquer Máquina de Traços (trivial, pois decorrediretamente da de�nição);
I (←) Se dois programas são equivalentes em qualquer Máquina deTraços, então eles são fortemente equivalentes (necessita dedemonstração).Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 86 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasTeorema 5Equivalência de programas em Máquinas de TraçosSuponha que R é um programa monolítico qualquer, N é uma máquina e
M é uma Máquina de Traços. Deseja-se, inicialmente, demonstrar que:

〈R,N〉(x) = πYN
◦ [〈R,M〉(ε), N ]

I Ou seja, que a função computada pelo programa R na máquina N éigual ao resultado obtido pela composição da função de saída damáquina N com a função induzida pelo traço de R na máquina N .
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Veri�cação da equivalência forte de programasTeorema 5Equivalência de programas em Máquinas de Traços
I Computação de R em N com entrada x:

(r0, v0)(r1, v1)..., com v0 = πXN
(x)

I Computação de R em M com entrada ε:
(m0, γ0)(m1, γ1)..., com γ0 = πXM

(ε) = ε

I Prova-se, por indução, que ∀k ≥ 0, rk = mk e vk = [γk, N ]
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Veri�cação da equivalência forte de programasTeorema 5Equivalência de programas em Máquinas de Traços
I Base k = 0:

I r0 = m0, o rótulo inicial de R
I v0 = πXN

(x)
I [γ0, N ] = [ε, N ] = πXN

(x)
I Portanto, v0 = [γ0, N ]

I Hipótese ∀k ≥ 0:
I rk = mk

I vk = [γk, N ]
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Veri�cação da equivalência forte de programasTeorema 5Equivalência de programas em Máquinas de Traços
I Passo de indução (conforme o tipo da instrução referenciada por

rk = mk):
I faça F vá_para r′

rk+1 = r′

mk+1 = r′

vk+1 = πF (vk) = πF ([γk, N ]) = [γkF, N ]
γk+1 = γkFPortanto, rk+1 = mk+1 e vk+1 = [γk+1, N ]

I se T então vá_para r′ senão vá_para r′′

rk+1 = mk+1 pois TM (γk) = TN ([γk, N ]) = TN(vk)
vk+1 = vk = [γk, N ] = [γk+1, N ]Portanto, rk+1 = mk+1 e vk+1 = [γk+1, N ]

I Demonstrações similares podem ser feitas para outros tipos deprogramas.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 90 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasTeorema 5Equivalência de programas em Máquinas de Traços
I (P ≡M Q) para toda Máquina de Traços M ⇒ (P ≡ Q);
I Prova pela contrapositiva;
I ¬(P ≡ Q)⇒ ¬((P ≡M Q) para toda Máquina de Traços M);
I Suponha que P e Q não são fortemente equivalentes;
I Logo, existe uma máquina:

N = (V,X, Y, πXN
, πYN

,ΠON
,ΠTN

)e uma entrada x ∈ X tal que:
〈P,N〉(x) 6= 〈Q,N〉(x)Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 91 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasTeorema 5Equivalência de programas em Máquinas de Traços
I Considere a Máquina de Traços:

M = (O∗, O∗, O∗, idO∗ , idO∗ ,ΠOM
,ΠTM

)

I Considere que:
∀γ ∈ O∗, πtM ∈ ΠTM

, πtM (γ) = πtN ([γx, N ]) = πtN ([γ,N ])

I Como 〈R,N〉(x) = πYN
◦ [〈R,M〉(ε), N ], então:

〈P,N〉(x) 6= 〈Q,N〉(x)⇔
πYN
◦ [〈P,M〉(ε), N ] 6= πYN

◦ [〈Q,M〉(ε), N ] ⇔
[〈P,M〉(ε), N ] 6= [〈Q,M〉(ε), N ]⇔
〈P,M〉(ε) 6= 〈Q,M〉(ε)

I Portanto, existe uma Máquina de Traços M tal que P e Q não tem amesma função computada.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 92 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasTeorema 5Equivalência de programas em Máquinas de TraçosEm outras palavras:
I Suponha que P e Q sejam equivalentes em qualquer Máquina deTraços;
I Considere como hipótese que P e Q não sejam fortementeequivalentes;
I A demonstração anterior permite concluir, por construção direta, que

P e Q não são equivalentes em qualquer Máquina de Traços;
I Isso contradiz a suposição original;
I Logo, a hipótese é falsa e P e Q são fortemente equivalentes.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 93 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasCorolário
P ≡ Qse e somente se, para toda Máquina de Traços M ,

〈P,M〉(ε) = 〈Q,M〉(ε)Portanto, como Máquinas de Traços produzem histórico das operaçõesexecutadas pelos programas, segue que a propriedade apresentadaanteriormente é válida, ou seja:�As computações de programas fortemente equivalentes executam asMESMAS operações na MESMA ordem.�Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 94 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasInstruções rotuladas compostasUma �instrução rotulada composta� é uma instrução do tipo:
r1 : se T então faça F vá_para r2 senão faça G vá_para r3

I A �instrução rotulada composta� combina, em uma única instrução,testes e operações, e dispensa, portanto, a necessidade de uso deinstruções distintas para executar operações e desviar o �uxo docontrole;
I r1 é dito �rótulo antecessor� de r2 e r3;
I r2 e r3 são ditos �rótulos sucessores� de r1.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 95 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasProgramas monolíticos com instruções rotuladas compostasDe�niçãoUm �programa monolítico com instruções rotuladas compostas� P é umpar ordenado:
P = (I, r)onde:

I I é um conjunto (�nito) de instruções rotuladas compostas;
I r é o rótulo inicial.Observações:
I Duas instruções não podem ter o mesmo rótulo;
I Rótulos �nais são aqueles que são referenciados mas não estãoassociados a nenhuma instrução;Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 96 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasProgramas monolíticos com instruções rotuladas compostasDe�nição
r1 : se T então faça F vá_para r2 senão faça G vá_para r3

I A instrução rotulada composta acima será abreviada por:
r1 : (F, r2)(G, r3)

I Para simpli�car a demonstração da veri�cação da equivalência forte deprogramas monolíticos, considera-se que exista apenas um únicoidenti�cador de teste, denotado T ;
I Os resultados podem ser estendidos para o caso de programas commais de um identi�cador de teste.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 97 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasProgramas monolíticos com instruções rotuladas compostasExtensão
I Suponha que o programa contenha n identi�cadores de teste,denotados T1, T2, ..., Tn. Nesse caso, existem 2n combinaçõespossíveis para os resultados desses testes;
I A instrução rotulada composta poderia ser representada:

r : (O1, r1)(O2, r2)...(O2n , r2n)onde cada ramo da instrução corresponderia a uma particularcombinação dos valores desses testes, ou seja, (O1, r1) se
T1 = T2 = ... = Tn =falso, ..., (O2n , r2n) se
T1 = T2 = ...Tn =verdadeiro;

I Como os testes são avaliados isoladamente, apenas dois ramosdistintos (O, r) seriam usados em cada instrução com 2n pares.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 98 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasProgramas monolíticos com instruções rotuladas compostasExtensãoExemplo:
I Suponha T1 e T2. Seriam necessários quatro pares para a codi�caçãoem instruções rotuladas compostas: (..., ...)(..., ...)(..., ...)(..., ...)

I Tais pares correspondem, respectivamente, aos resultados VV, VF, FVe FF para os testes T1 e T2;
I Considere uma situação em que o resultado verdadeiro para T2 implicaa execução da operação F e o desvio para r1, e resultado falso implicaa execução de G e o desvio para r2;
I O resultado seria codi�cado como (F, r1)(G, r2)(F, r1)(G, r2);
I Ou seja, importa apenas o resultado de T2; qualquer que seja oresultado de T1 a operação a ser executada e o desvio serão osmesmos.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 99 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasConversão para instruções rotuladas compostasAlgoritmo
I Representar o programa monolítico na forma de um �uxograma;
I Atribuir rótulos numéricos para todas as operações;
I Atribuir o rótulo ε para o nó �Término� (que deve ser único);
I Considerar que os rótulos seguem os nós;
I Para cada rótulo numérico i, criar i : (F, i′)(G, i′′) se:

I A condição verdadeira para o teste T implica a execução da operação
F ;

I Após a execução de F o próximo rótulo atingido é i′;
I A condição falsa para o teste T implica a execução da operação G;
I Após a execução de G o próximo rótulo atingido é i′′.

I Se um certo ramo da execução conduzir o programa a um loopin�nito, deve-se usar (ciclo, w) e acrescentar a instrução rotuladacomposta w : (ciclo, w)(ciclo, w) ao programa.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 100 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasConversão para instruções rotuladas compostasExemplo � Q
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Veri�cação da equivalência forte de programasConversão para instruções rotuladas compostasExemplo � Q
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Veri�cação da equivalência forte de programasConversão para instruções rotuladas compostasExemplo � Q
1 : (G, 2)(F, 3)
2 : (G, 2)(F, 3)
3 : (F, 4)(G, 5)
4 : (F, 4)(G, 5)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (Término, ε)(G, 7)
7 : (G, 7)(G, 7)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Veri�cação da equivalência forte de programasEquivalência forte de programas monolíticosExemplo � R
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Veri�cação da equivalência forte de programasEquivalência forte de programas monolíticosExemplo � R
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Veri�cação da equivalência forte de programasConversão para instruções rotuladas compostasExemplo � R
8 : (G, 10)(F, 9)
9 : (F, 9)(G, 11)
10 : (G, 10)(F, 9)
11 : (F, 12)(F, 13)
12 : (Término, ε)(F, 13)
13 : (F, 13)(F, 13)
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Veri�cação da equivalência forte de programasConversão para instruções rotuladas compostasEquivalência forteSejam P um programa monolítico qualquer e P ′ o programa monolíticoequivalente com instruções rotuladas compostas, obtido a partir doalgoritmo apresentado anteriormente. Então:
〈P,M〉(ε) = 〈P ′,M〉(ε)para qualquer Máquina de Traços M e, portanto:

P ≡ P ′
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Veri�cação da equivalência forte de programasUnião disjunta de conjuntosDe�nição e exemploA �união disjunta� de dois conjuntos A e B, denotado A tB, é o conjuntoformado pelos elementos de A e de B, devidamente indexados com osnomes dos conjuntos de origem. Diferentemente da união simples, na uniãodisjunta elementos repetidos não são representados por uma única cópia.Caso existam elementos repetidos em ambos os conjuntos, todos elesdeverão fazer parte de A tB, porém devidamente identi�cados com onome do conjunto de origem. Considere A = {a, x} e B = {b, x}. Então aunião disjunta de A e B resulta em:
{aA, xA, bB , xB}ou, simplesmente:
{a, xA, b, xB}Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 108 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasUnião disjunta de conjuntosEquivalência forte
I Sejam Q = (IQ, q) e R = (IR, r) dois programas monolíticosespeci�cados usando instruções rotuladas compostas, e sejam

Pq = (I, q) e Pr = (I, r) programas monolíticos onde I = IQ t IR.Então:
(Pq ≡ Pr)⇔ (Q ≡ R)

I A veri�cação da equivalência forte de Q e R corresponde à veri�caçãoda equivalência forte de Pq e Pr.
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Veri�cação da equivalência forte de programasCadeia de conjuntosDe�niçõesSeja A0A1... uma seqüência de conjuntos.
I Ela é dita �cadeia de conjuntos�, se ∀k ≥ 0,

Ak ⊆ Ak+1

I Ela é dita �cadeia �nita de conjuntos�, se ∃n ∀k ≥ 0, tal que:
An = An+k

I O �limite de uma cadeia �nita de conjuntos� é An, onde n é o menorinteiro obtido acima. Denota-se:
lim Ak = AnMarcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 110 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasCadeia de conjuntosExemploSeja A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ A4 ⊆ A5 = A6 = A7...,

I Trata-se de uma cadeia de conjuntos, pois ∀k ≥ 0,
Ak ⊆ Ak+1

I Trata-se de uma cadeia �nita de conjuntos, pois n = 5, 6, 7, ... são taisque ∀k ≥ 0, An = An+k

I O limite dessa cadeia �nita de conjuntos é A5, pois n = 5 é o menorinteiro obtido acima.
lim Ak = A5Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 111 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasCiclos in�nitosIdenti�cação em programas monolíticosSeja I um conjunto formado por n instruções rotuladas compostas econsidere-se a seqüência de conjuntos A0A1... de�nida de forma indutiva:
I A0 = {ε}

I ∀k ≥ 0, Ak+1 = Ak ∪
{r|r é rótulo antecessor de instrução rotulada por elemento de Ak}Prova-se que A0A1... é uma seqüência �nita de conjuntos e que, paraqualquer rótulo r de instrução de I:

((I, r) ≡ (I, w))⇔ (r /∈ lim Ak)Ou seja, todos os rótulos r 6= w tais que r /∈ lim Ak caracterizam ciclosin�nitos.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 112 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasCiclos in�nitosExemplo � Q
1 : (G, 2)(F, 3)
2 : (G, 2)(F, 3)
3 : (F, 4)(G, 5)
4 : (F, 4)(G, 5)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (Término, ε)(G, 7)
7 : (G, 7)(G, 7)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Veri�cação da equivalência forte de programasCiclos in�nitosExemplo � Q
I A0 : {ε}

A1 : {6, ε}
A2 : {5, 6, ε}
A3 : {3, 4, 5, 6, ε}
A4 : {1, 2, 3, 4, 5, 6, ε}
A5 : {1, 2, 3, 4, 5, 6, ε}

I Portanto:
lim Ak = A4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ε}
(I, 7) ≡ (I, w) pois 7 /∈ A4Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 114 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasCiclos in�nitosExemplo � R
8 : (G, 10)(F, 9)
9 : (F, 9)(G, 11)
10 : (G, 10)(F, 9)
11 : (F, 12)(F, 13)
12 : (Término, ε)(F, 13)
13 : (F, 13)(F, 13)
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Veri�cação da equivalência forte de programasCiclos in�nitosExemplo � R
I A0 : {ε}

A1 : {12, ε}
A2 : {11, 12, ε}
A3 : {9, 11, 12, ε}
A4 : {8, 9, 10, 11, 12, ε}
A5 : {8, 9, 10, 11, 12, ε}

I Portanto:
lim Ak = A4 = {8, 9, 10, 11, 12, ε}
(I, 13) ≡ (I, w) pois 13 /∈ A4Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 116 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasCiclos in�nitosAlgoritmo de simpli�caçãoSeja I um conjunto de instruções rotuladas compostas. A �simpli�cação deciclos in�nitos� em I é feita em três passos:
I Calcular a seqüência �nita de conjuntos de rótulos A0A1...;
I ∀r /∈ lim Ak:

I Excluir a instrução rotulada por r de I;
I Todos os pares (F, r) em I são substituídos por (ciclo, w);

I Incluir a instrução w : (ciclo, w)(ciclo, w) caso a mesma não faça partedo programa.
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Veri�cação da equivalência forte de programasCiclos in�nitosExemplo � QEm função do resultado anterior, a aplicação do algoritmo resulta em:
I 1 : (G, 2)(F, 3)

2 : (G, 2)(F, 3)
3 : (F, 4)(G, 5)
4 : (F, 4)(G, 5)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (Término, ε)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)Note:

I A eliminação da instrução 7 : (G, 7)(G, 7)

I A substituição da instrução 6 : (Término, ε)(G, 7) por
6 : (Término, ε)(ciclo, w)Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 118 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasCiclos in�nitosExemplo � REm função do resultado anterior, a aplicação do algoritmo resulta em:
I 8 : (G, 10)(F, 9)

9 : (F, 9)(G, 11)
10 : (G, 10)(F, 9)
11 : (F, 12)(ciclo, w)
12 : (Término, ε)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)Note:

I A eliminação da instrução 13 : (F, 13)(F, 13)

I A substituição da instrução 11 : (F, 12)(F, 13) por
11 : (F, 12)(ciclo, w) e da instrução 12 : (Término, ε)(F, 13) por
12 : (Término, ε)(ciclo, w)

I A inclusão da instrução w : (ciclo, w)(ciclo, w)Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 119 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasRótulos consistentesDe�nição
I Seja I um conjunto �nito de instruções rotuladas compostas esimpli�cadas.
I Sejam r e s dois rótulos de instruções do conjunto I, ambos diferentesde ε.Suponha que as instruções rotuladas por r e s sejam:

r : (F1, r1)(F2, r2)

s : (G1, s1)(G2, s2)Então r e s são ditos �rótulos consistentes� se e somente se:
(F1 = G1) ∧ (F2 = G2)Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 120 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasRótulos equivalentes fortementeDe�nição
I Seja I um conjunto �nito de instruções rotuladas compostas esimpli�cadas.
I Sejam r e s dois rótulos de instruções do conjunto I.Então r e s são ditos �rótulos fortemente equivalentes� se, e somente se:
I r = s = ε, ou
I r e s são consistentes.
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Veri�cação da equivalência forte de programasRótulos equivalentes fortementeDeterminação
I Seja I um conjunto �nito de instruções rotuladas compostas esimpli�cadas.
I Sejam r e s dois rótulos de instruções do conjunto I.A seqüência de conjuntos B0B1... é de�nida indutivamente da seguinteforma:
I B0 = {(r, s)}

I ∀k ≥ 0, Bk+1 = {(r′′, s′′)|(r′, s′) ∈ Bk,
r′′ é sucessor de r′,
s′′ é sucessor de s′ e
∀0 ≤ i ≤ k, (r′′, s′′) /∈ Bi}Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 122 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasEquivalência forte de programas monolíticosAlgoritmo
I Sejam Q = (IQ, q) e R = (IR, r) dois programas monolíticosespeci�cados usando instruções rotuladas compostas e simpli�cadas.
I O algoritmo apresentado a seguir veri�ca se Q e R são equivalentesfortemente.
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Veri�cação da equivalência forte de programasEquivalência forte de programas monolíticosAlgoritmo1 Obter Pq = (I, q) e Pr = (I, r) onde I = IQ t IR. A instrução w, seexistir, deverá ocorrer no máximo uma vez em I;2 Se q e r são rótulos fortemente equivalentes, então B0 = {(q, r)}.Caso contrário, Q 6≡ R e FIM;3 k ← 0;4 Obter Bk+1 contendo os pares (q′′, r′′) de rótulos sucessores de cada
(q′, r′) ∈ Bk, tais que:

I q′ 6= r′

I (q′ 6= ε) ∧ (r′ 6= ε)
I ∀0 ≤ i ≤ k, (q′′, r′′) /∈ Bi5 Considere Bk+1:
I Bk+1 = ∅: Q ≡ R e FIM;
I Bk+1 6= ∅: Se todos os pares de Bk+1 são fortemente equivalentes,

k← k + 1 e vá para 4. Senão, Q 6≡ R e FIM.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 124 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasEquivalência forte de programas monolíticosExemplo � (IQ, q)

(IQ, q), com IQ abaixo (já simpli�cado) e q = 1

I 1 : (G, 2)(F, 3)
2 : (G, 2)(F, 3)
3 : (F, 4)(G, 5)
4 : (F, 4)(G, 5)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (Término, ε)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Veri�cação da equivalência forte de programasEquivalência forte de programas monolíticosExemplo � (IR, r)

(IR, r), com IR abaixo (já simpli�cado) e r = 8

I 8 : (G, 10)(F, 9)
9 : (F, 9)(G, 11)
10 : (G, 10)(F, 9)
11 : (F, 12)(ciclo, w)
12 : (Término, ε)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Veri�cação da equivalência forte de programasEquivalência forte de programas monolíticosExemplo � IQ t IR

I 1 : (G, 2)(F, 3)
2 : (G, 2)(F, 3)
3 : (F, 4)(G, 5)
4 : (F, 4)(G, 5)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (Término, ε)(ciclo, w)
8 : (G, 10)(F, 9)
9 : (F, 9)(G, 11)
10 : (G, 10)(F, 9)
11 : (F, 12)(ciclo, w)
12 : (Término, ε)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 127 / 130



Veri�cação da equivalência forte de programasEquivalência forte de programas monolíticosExemplo
I 1 e 8 são rótulos equivalentes fortemente ⇒ B0 = {(1, 8)};
I B1 = {(2, 10), (3, 9)}, (2, 10) e (3, 9) são dois pares de rótulosequivalentes fortemente;

B2 = {(4, 9), (5, 11)}, (4, 9) e (5, 11) são dois pares de rótulosequivalentes fortemente;
B3 = {(6, 12), (w,w)}, (6, 12) e (w,w) são dois pares de rótulosequivalentes fortemente;
B4 = {(ε, ε)}, (ε, ε) é um par de rótulos equivalentes fortemente;
B5 = {};

I Portanto, (I, 1) ≡ (I, 8) e, conseqüentemente, Q ≡ R.Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 128 / 130



ExercíciosExercícioMostre que os seguintes programas P e Q são fortemente equivalentes(exercício 3.2 do livro �Teoria da Computação�):P:até Tfaça (X);enquanto Tfaça (F; G; se Tentão (F;até Tfaça (X))senão X)Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 129 / 130



ExercíciosExercício - continuação
Q:1: se T então vá_para 2 senão vá_para 12: faça F vá_para 33: faça G vá_para 44: se T então vá_para 5 senão vá_para 65: faça F vá_para 1
Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 19 de junho de 2013 130 / 130
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