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IntroduçãoQuestões
I Existe um algoritmo que resolve um certo problema?
I Como demonstrar que existe � ou que não existe � tal algoritmo?
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IntroduçãoDe�nições
I Decidibilidade é o estudo dos problemas codi�cados como linguagens;
I Máquinas de Turing são usadas como representação formal da noçãode algoritmo;
I A prova da existência (ou não) de um algoritmo que resolve um certoproblema é equivalente à demonstração da existência (ou não) de umaMáquina de Turing que resolve o mesmo problema.
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IntroduçãoProblema de decisãoConceito
I Um problema é dito um �problema de decisão� quando ele étransformado num problema equivalente, cujas respostas são apenasSIM ou NÃO;
I A coleção das instâncias de um problema de decisão cujas respostassão apenas a�rmativas forma a linguagem que representa o referidoproblema;
I Necessidade de se codi�car as instâncias do problema de formaunívoca.
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IntroduçãoProblema de decisãoEssência
I Determinar se a linguagem que representa um problema de decisão érecursiva.

I Em caso a�rmativo, existe um algoritmo (melhor caso);
I Em caso negativo, investigar se a linguagem é recursivamenteenumerável.

I Determinar se a linguagem que representa um problema de decisão érecursivamente enumerável.
I Em caso a�rmativo, é possível determinar as instâncias a�rmativas doproblema, mas haverá sempre pelo menos uma entrada (cuja resposta énegativa) que nunca produzirá resposta;
I Em caso negativo, haverá sempre pelo menos uma entrada (cujaresposta é positiva) que nunca produzirá resposta (pior caso);Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 7 / 235



IntroduçãoProblema de decisãoExemplo
I Problema P : determinar se um número binário é par.
I Problema de decisão equivalente P ′: agrupar os números binários quesão pares (resposta a�rmativa ao problema) e formar uma linguagem

L com eles.
I L = {0, 10, 100, 110, 1000, 1010, 1100, 1110, ...}. Note que osnúmeros ímpares (1, 01, 11 etc) não pertencem à L;
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IntroduçãoProblema de decisãoExemplo
I A resposta ao problema P � determinar se um número binário é par� é transformada na resposta à pergunta: �o número bináriofornecido pertence à linguagem L?�
I Genericamente, pretende-se determinar se existe uma Máquina deTuring M que sempre pára e é capaz de decidir se uma cadeiaqualquer de zeros e uns pertence à linguagem L;
I Caso exista tal máquina, isso implica a existência de um algoritmo queresolve P e diz-se que M �decide� P ′. Caso contrário, não existe talalgoritmo.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 9 / 235



IntroduçãoProblema de decisãoExemplosSuponha que c(X) representa uma codi�cação de X sobre um certoalfabeto Σ.
I Dadas duas gramáticas livres de contexto G1 e G2, é possíveldeterminar se L(G1) = L(G2)?

I Codi�car G1 e G2 de forma adequada;
I Considerar a linguagem {c(G1)c(G2)|L(G1) = L(G2)}
I Determinar se essa linguagem é recursiva.

I Dadas uma Máquina de Turing M e uma entrada w, é possíveldeterminar se M aceita w?
I Codi�car M e w de forma adequada;
I Considerar a linguagem {c(M)c(w)|M aceita w}
I Determinar se essa linguagem é recursiva.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 10 / 235



IntroduçãoConceitos
I Um problema de decisão é dito �decidível� (ou �solucionável�) se alinguagem que representa as instâncias a�rmativas do problema formauma linguagem recursiva. Caso contrário o problema é dito�não-decidível� (�indecidível� ou �não-solucionável�)..
I Como linguagens recursivas são reconhecidas por Máquinas de Turingque sempre param, qualquer que seja a entrada, a existência de umalgoritmo que resolve um problema de decisão implica a existência deuma Máquina de Turing que sempre pára, qualquer que seja a entradafornecida.
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IntroduçãoConceitos
I Problemas de decisão que formam linguagens recursivamenteenumeráveis e não-recursivas são aceitos por Máquinas de Turing queentram em loop para pelo menos uma instância do problema dedecisão cuja resposta é negativa;
I Problemas de decisão que formam linguagens não-recursivamenteenumeráveis não são aceitos por nenhuma Máquina de Turing quepare sempre que as instâncias são a�rmativas.
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IntroduçãoDe�niçõesSolucionável × Não-solucionável
I Problema solucionável ⇔ Linguagem recursiva
I Problema não-solucionável ⇔ Linguagem não-recursiva

Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 13 / 235



IntroduçãoDe�niçõesParcialmente solucionável × Totalmente insolúvel
I Problema parcialmente solucionável ⇔ Linguagem recursivamenteenumerável
I Problema totalmente insolúvel ⇔ Linguagem não-recursivamenteenumerável
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IntroduçãoConceitos
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Problemas decidíveisMotivação
Por que estudar decidibilidade?

I Ajuda a identi�car problemas insolúveis;
I Evita desperdício de tempo e esforço com a tentativa de resolução deproblemas insolúveis;
I Aponta para possibilidades de simpli�cações e/ou alterações doproblema original, a �m de que ele se torne solúvel;
I Amplia a sua compreensão sobre a natureza, as possibilidades e oslimites da computação.
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Problemas decidíveisSeqüência
1 Problemas decidíveis;2 Problemas indecidíveis;3 Técnicas para classi�car problemas de natureza originalmentedesconhecida como sendo decidíveis ou indecidíveis.
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Problemas decidíveisProblema AAFDAceitação em autômatos �nitos determinísticos:
AAFD = {〈B,w〉|B é um AFD que aceita a cadeia w}Teorema: AAFD é uma linguagem decidível.Prova:1 Construir uma MT M que analisa 〈B〉;2 Se 〈B〉 não representa um AFD válido, M pára e rejeita a entrada;3 Se 〈B〉 representa um AFD válido, M simula B com a entrada w;4 Se B pára numa con�guração �nal, então M pára e aceita;5 Se B pára numa con�guração não-�nal, então M pára e rejeita.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 18 / 235



Problemas decidíveisProblema AAFNAceitação em autômatos �nitos não-determinísticos:
AAFN = {〈B,w〉|B é um AFN que aceita a cadeia w}Teorema: AAFN é uma linguagem decidível.Prova:1 Construir uma MT M que analisa 〈B〉;2 Se 〈B〉 não representa um AFN válido, M pára e rejeita a entrada;3 Se 〈B〉 representa um AFN válido, M converte o AFN B para umAFD B′ equivalente;4 M simula B′ com a entrada w;5 Se B′ pára numa con�guração �nal, então M pára e aceita;6 Se B′ pára numa con�guração não-�nal, então M pára e rejeita.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 19 / 235



Problemas decidíveisProblema AEXRGeração de cadeia por expressão regular:
AEXR = {〈R,w〉|R é uma expressão regular que gera a cadeia w}Teorema: AEXR é uma linguagem decidível.Prova:1 Construir uma MT M que analisa 〈R〉;2 Se 〈R〉 não representa uma expressão regular válida, M pára e rejeita;3 Se 〈R〉 representa uma expressão regular válida, M converte R paraum AFN B que reconhece a mesma linguagem;4 M converte o AFN B para um AFD B′ equivalente;5 M simula B′ com a entrada w;6 Se B′ pára numa con�guração �nal, então M pára e aceita;7 Se B′ pára numa con�guração não-�nal, então M pára e rejeita.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 20 / 235



Problemas decidíveisProblema VAFDVacuidade da linguagem reconhecida por autômato �nito determinístico:
VAFD = {〈B〉|B é um AFD e L(B) = ∅}Teorema: VAFD é uma linguagem decidível.Prova:1 Marcar o estado inicial de B;2 Repetir até que nenhum novo estado venha a ser marcado:

I Marque todos os estados de destino para os quais existam transiçõespartindo de um estado já marcado;3 Se nenhum estado �nal estiver marcado, páre e aceite; caso contrário,páre e rejeite.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 21 / 235



Problemas decidíveisProblema EQAFDIgualdade das linguagens reconhecidas por dois autômatos �nitosdeterminísticos:
EQAFD = {〈A,B〉|A,B são AFDs e L(A) = L(B)}Teorema: EQAFD é uma linguagem decidível.Prova:1 Construir o AFD C que reconhece a linguagem:

L(A) ∩ L(B)) ∪ (L(A) ∩ L(B))Notar que L(A) = L(B) ⇔ L(C) = ∅;2 Determinar se L(C) = ∅;3 Em caso a�rmativo, páre e aceite a entrada;4 Caso contrário, páre e rejeite a entrada.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 22 / 235



Problemas decidíveisProblema AGLCGeração de cadeia por gramática livre de contexto:
AGLC = {〈G,w〉|G é uma GLC que gera w}Teorema: AGLC é uma linguagem decidível.Prova:1 Construir uma MT que obtém G′ na Forma Normal de Chomsky(A → BC|a) tal que L(G) = L(G′);2 Considerar n = |w|;3 Se n > 0, então fazer todas as derivações com 2 ∗ n − 1 passos;4 Se n = 0, então fazer todas as derivações com 1 passo;5 Se alguma dessas derivações gera w, páre e aceite;6 Caso contrário, páre e rejeite.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 23 / 235



Problemas decidíveisProblema AGLC

Construir uma MT que simula G diretamente pode não funcionar, poispode haver seqüências in�nitas de derivações em G.
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Problemas decidíveisProblema VGLCVacuidade da linguagem gerada por uma gramática livre de contexto:
VGLC = {〈G〉|G é uma GLC e L(G) = ∅}Teorema: VGLC é uma linguagem decidível.Prova:1 Marcar todos os símbolos terminais de G;2 Repetir até que nenhum novo símbolo não-terminal venha a sermarcado:

I Marque todos os símbolos não-terminais X para os quais existamregras X → Y1Y2...Yn e cada Yi já esteja marcado;3 Se a raiz da gramática não estiver marcada, páre e aceite; casocontrário, páre e rejeite.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 25 / 235



Problemas decidíveisProblema VGLC

Testar todas as cadeias w em G diretamente pode não funcionar, poispode haver uma quantidade in�nita de cadeias a serem testadas.
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Problemas decidíveisProblema EQGLCIgualdade das linguagens geradas por duas gramáticas livres de contexto:
EQGLC = {〈G,H〉|G,H são GLCs e L(G) = L(H)}Teorema: EQAFD é uma linguagem indecidível.Prova:

I Será vista mais adiante;
I A classe das linguagens livres de contexto não é fechada em relação àoperação de complementação.
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Problemas decidíveisProblema LLCDeterminar se uma cadeia pertence à uma determinada linguagem livre decontexto L (análise sintática):
LLC = {〈w〉|w ∈ L(G)}Teorema: LLC é uma linguagem indecidível.Prova:

I Seja G uma GLC tal que L = L(G);
I Determinar se 〈G,w〉 é aceita pela MT que decide AGLC ;
I Em caso a�rmativo, páre e aceite;
I Caso contrário, páre e rejeite.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 28 / 235



Problemas decidíveisProblema LLC

Construir uma MT que simula diretamente um autômato de pilha P quereconhece L pode não funcionar, pois podem haver seqüências demovimentações in�nitas em P .
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Linguagem LdOrdenação de cadeias binárias
Seja Σ = {0, 1}. Então o conjunto Σ∗ é enumerável.

I Basta considerar as cadeias w ∈ Σ∗ em ordem crescente decomprimento;
I Para cada comprimento, considerar as cadeias ordenadaslexicogra�camente;
I ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, ...

I A i-ésima cadeia será denotada wi;
I w1 = ε, w2 = 0, w3 = 1, w4 = 00, w5 = 01, w6 = 10, w7 = 11, ...
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Linguagem LdCodi�cação de Máquinas de TuringConvençõesSeja M com alfabeto de entrada Σ = {0, 1}. Uma codi�cação de M sobreo próprio alfabeto Σ é a seguinte:
I Q = {q1, q2, ..., qr};
I Suponha que o estado inicial é q1;
I Suponha critério de aceitação �Entrada� (a máquina pára quandoentra num estado �nal);
I Suponha que há um único estado �nal, e ele é q2;
I Σ = {X1,X2, ...,Xs};
I Suponha X1 = 0,X2 = 1,X3 = B. Os demais símbolos são auxiliares;
I Suponha que D1 representa movimento para a esquerda, D2 para adireita.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 31 / 235



Linguagem LdCodi�cação de Máquinas de TuringConvençõesConsidere δ(qi,Xj) = (qk,Xl,Dm). Uma codi�cação para essa transição é:
0i10j10k10l10monde:

I 0i representa o estado qi;
I 0j representa o símbolo Xj ;
I 0k representa o estado qk;
I 0l representa o símbolo Xl;
I 0m representa o movimento Dm.Como i, j, k, l,m são maiores que zero, a cadeia 11 não é subcadeia de

0i10j10k10l10m. 11 será usada para separar transições.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 32 / 235



Linguagem LdCodi�cação de Máquinas de TuringConvençõesConsidere |δ| = n. Uma codi�cação para δ (e consequentemente para aMáquina de Turing M) é:
C111C211...Cn−111Cnonde Ci representa a codi�cação da transição i.Como cada Ci começa e termina com pelo menos um símbolo 0, a cadeia

111 não é subcadeia de C111C211...Cn−111Cn. 111 será usada paraseparar a MT de outros elementos, se for o caso.
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Linguagem LdCodi�cação de Máquinas de TuringExemploSeja:
M = ({q1, q2, q3}, {0, 1}, {0, 1, B}, δ, q1 , B, {q2})com:

δ(q1, 1) = (q3, 0, R) 0
︸︷︷︸

q1

1 00
︸︷︷︸

1

1 000
︸︷︷︸

q3

1 0
︸︷︷︸

0

1 00
︸︷︷︸

R

δ(q3, 0) = (q1, 1, R) 0001010100100
δ(q3, 1) = (q2, 0, R) 00010010010100
δ(q3, B) = (q3, 1, L) 00010001000100010Portanto, a cadeia que representa M é:

0100100010100
︸ ︷︷ ︸

δ(q1,1)=(q3,0,R)

11 0001010100100
︸ ︷︷ ︸

δ(q3,0)=(q1,1,R)

11 00010010010100
︸ ︷︷ ︸

δ(q3,1)=(q2,0,R)

11 00010001000100010
︸ ︷︷ ︸

δ(q3,B)=(q3,1,L)Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 34 / 235



Linguagem LdCadeias binárias e Máquinas de Turing
Com a ressalva abaixo, é possível considerar a i-ésima cadeia binária wicomo sendo a representação de uma Máquina de Turing, denotada Mi.

I Se wi não respeita as regras de formação enunciadas anteriormente,então considerar Mi como a Máquina de Turing formada por um únicoestado (não-�nal), sem transições, e que pára para qualquer entrada;portanto, L(Mi) = {};
I Caso contrário, wi denota a Máquina de Turing Mi codi�cadaconforme as regras expostas.
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Linguagem LdLinguagem Ld

Ld = {wi ∈ {0, 1}∗|wi /∈ L(Mi)}

I Contém as cadeias que, quando consideradas como codi�cações deMáquinas de Turing, são tais que elas não são aceitas pelasrespectivas Máquinas de Turing que elas representam;
I Linguagem da �diagonalização�.
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Linguagem LdDiagonalizaçãoPara cada par linha/coluna (i, j), a tabela indica se Mi aceita wj:

1 indica aceitação, 0 indica rejeição ou loop (os valores apresentados sãohipotéticos).Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 37 / 235



Linguagem LdDiagonalização
I Vetor característico: 0, 1, 1, 1, ...;
I Complemento do vetor característico: 1, 0, 0, 0, ...;
I w1 ∈ Ld, w2 /∈ Ld, w3 /∈ Ld, w4 /∈ Ld etc;
I Portanto, Ld = {w1, ...};
I Ld = {wi|wi /∈ L(Mi)};
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Linguagem LdDiagonalização
I Ld não é aceita por nenhuma Máquina de Turing, pois o vetorcaracterístico dela difere em pelo menos uma posição do vetorcaracterístico de todas as linguagens aceitas por todas as Máquinas deTuring que existem;
I Em outras palavras, existe pelo menos uma cadeia que difere Ld de

L(Mi),∀i ≥ 1;
I Ld não é uma linguagem recursivamente enumerável;
I Não existe nenhuma Máquina de Turing que aceite Ld.
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Linguagem LdTeorema 1
Ld não é recursivamente enumerávelTeorema:A linguagem Ld não é recursivamente enumerável.Prova:

I Suponha que Ld seja recursivamente enumerável. Então deve existiruma Máquina de Turing M que aceita Ld. Logo, M = Mi para algumvalor de i. Considere, portanto, que Mi aceita Ld e considere a cadeia
wi:

I Se wi ∈ Ld, então Mi aceita wi. Mas, por de�nição, se Mi aceita wientão wi não pode pertencer à Ld;
I Se wi /∈ Ld, então Mi não aceita wi. Mas, por de�nição, se Mi nãoaceita wi então wi deve pertencer à Ld.

I Qualquer que seja o caso, há uma contradição;
I Logo, a hipótese é falsa e não existe Mi que aceite Ld.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 40 / 235



Complemento de linguagensTeorema 2Se L é recursiva, então L também é recursivaTeorema:Se L é recursiva, então L também é recursiva.Prova:Seja L = L(M), onde M é uma Máquina de Turing que sempre pára. Oseguinte método mostra como obter M ′ a partir de M de tal forma que
L(M ′) = L(M). Inicialmente, M ′ = M .1 Os estados �nais de M tornam-se não-�nais em M ′;2 As transições que partiam dos estados �nais de M (agora não �naisem M ′) são removidas em M ′ (critério �parada� apenas);3 M ′ tem um novo e único estado �nal, não existente em M , denotado

r;4 Para cada combinação de estado não-�nal de M e símbolo de entradanão aceito nesse estado, adicionar, em M ′, uma transição do mesmoestado com esse símbolo para r.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 41 / 235



Complemento de linguagensTeorema 2Se L é recursiva, então L também é recursiva
I (1) e (2) garantem que todas as cadeias aceitas por M são rejeitadaspor M ′;
I (3) e (4) garantem que todas as cadeias rejeitadas por M são aceitaspor M ′;
I Como M sempre pára, então M ′ sempre pára também;
I Portanto, M ′ aceita L e L é recursiva.
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Complemento de linguagensTeorema 2Exemplo
A Máquina de Turing M abaixo aceita a linguagem aa(a|b|c)∗ (cadeias quepossuem aa como pre�xo):
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Complemento de linguagensTeorema 2ExemploA Máquina de Turing M ′ abaixo aceita a linguagem (a|b|c)∗ − aa(a|b|c)∗(cadeias que não possuem aa como pre�xo):

Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 44 / 235



Complemento de linguagensTeorema 3
L e L são recursivamente enumeráveis se e somente se L é recursivaTeorema:
L e L são recursivamente enumeráveis se e somente se L é recursiva.Prova:(⇐) Se L é recursiva, então, pelo Teorema 1, L também é recursiva.Como, pela de�nição, toda linguagem recursiva é também recursivamenteenumerável, isso prova que L e L são recursivamente enumeráveis.(⇒) Seja M1 e M2 as Máquinas de Turing que aceitam, respectivamente,
L e L. Os métodos apresentados a seguir mostram como obter M a partirde M1 e M2 de tal forma que L(M) = L e M sempre pára. Ou seja, elesprovam que L é recursiva.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 45 / 235



Complemento de linguagensTeorema 3MétodoIdéia geral: Simular M1 e M2 de forma intercalada, até que uma das duaspare:1 Executar, alternadamente, movimentos em M1 e M2;2 Como toda cadeia w pertence à L(M1) ou L(M2), a computação de
M sempre pára;3 Se M pára porque M1 aceita, então M pára e aceita;4 Se M pára porque M2 aceita, então M pára e rejeita;5 Assim, L(M) = L, M sempre pára, e portanto L é recursiva.
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Complemento de linguagensTeorema 3MétodoDescrição: Construir M com duas �tas para simular, de forma intercalada,a operação de M1 na primeira �ta e de M2 na segunda �ta:1 Ambas as �tas são inicializadas com a cadeia de entrada w a seranalisada;2 Os estados de M são construídos para representar pares de estados de
M1 e M2, e também a máquina (1 ou 2) que irá se movimentar emseguida;3 Em cada estado de M , são considerados alternadamente os símbolospresentes na primeira e na segunda �ta;4 Todos os estados de M que representam algum estado �nal de M1são �nais; os demais estados de M são todos não-�nais;5 Se M1 (M2) parar sem aceitar, continuar com M2 (M1).Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 47 / 235



Complemento de linguagensTeorema 3MétodoDetalhamento:1. M copia a entrada w da �ta 1 para a �ta 2;2. M seleciona M1;3. M tentar executar um movimento de M1;4. Se M1 não tem movimento possível, M seleciona M2 e vá para 6;5. Senão, M simula o movimento de M1 na �ta 1 e seleciona M2;6. M tentar executar um movimento de M2;7. Se M2 não tem movimento possível, vá para 2;8. Senão, M simula o movimento de M2 na �ta 2 e vá para 2.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 48 / 235



Complemento de linguagensTeorema 3MétodoAlgoritmo:Entrada:
I MT M1 = (Q1,Σ,Γ1, δ1, q01, B, F1) determinística que aceita L etem �entrada� como critério de aceitação;
I MT M2 = (Q2,Σ,Γ2, δ2, q02, B, F2) determinística que aceita L etem �entrada� como critério de aceitação;Saída:
I MT M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, B, F ) que aceita L e sempre pára;
I M possui duas �tas, é determinística e tem �entrada� como critério deaceitação.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 49 / 235



Complemento de linguagensTeorema 3Método
Método:

I Γ = Γ1 ∪ Γ2

I Q = Q1 × Q2 × {1, 2}

I q0 = (q01, q02, 1)

I F = {(q1, q2, f) ∈ Q1 × Q2 × {1, 2}|q1 ∈ F1}

I G = {(q1, q2, f) ∈ Q1 × Q2 × {1, 2}|q2 ∈ F2}
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Complemento de linguagensTeorema 3Método
I ∀q ∈ (Q − (F ∪ G)), q = (q1, q2, f), faça:
I Se f = 1 então:1 ∀δ1(q1, x) = (q3, y, D), faça:

δ((q1, q2, 1), x, ε) = ((q3, q2, 2), (y, D), (ε, S))2 ∀δ1(q1, x) não de�nida, faça:
δ((q1, q2, 1), x, ε) = ((q1, q2, 2), (x, S), (ε, S))

I Se f = 2 então:1 ∀δ2(q2, x) = (q3, y, D), faça:
δ((q1, q2, 2), ε, x) = ((q1, q3, 1), (ε, S)(y, D))2 ∀δ2(q2, x) não de�nida, faça:
δ((q1, q2, 2), ε, x) = ((q1, q2, 1), (ε, S)(x, S))Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 51 / 235



Complemento de linguagensTeorema 3ExemploSuponha M1 tal que:
I M1 é determinística;
I L1(M1) = ACEITA(M1) = aaa(a|b)∗

I REJEITA(M1) = a|ab(a|b)∗

I LOOP (M1) = (aab|b)(a|b)∗

I ACEITA(M1) ∪ REJEITA(M1) ∪ LOOP (M1) = {a, b}∗

I ACEITA(M1) ∩ REJEITA(M1) ∩ LOOP (M1) = ∅
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Complemento de linguagensTeorema 3Exemplo
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Complemento de linguagensTeorema 3ExemploSuponha M2 tal que:
I M2 é determinística;
I L2(M2) = L(M1) = ACEITA(M2) = ε|a|aa|(b|ab|aab)(a|b)∗

I REJEITA(M2) = aaa|aaab(a|b)∗

I LOOP (M2) = aaaa(a|b)∗

I ACEITA(M2) ∪ REJEITA(M2) ∪ LOOP (M2) = {a, b}∗

I ACEITA(M2) ∩ REJEITA(M2) ∩ LOOP (M2) = ∅

Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 54 / 235



Complemento de linguagensTeorema 3Exemplo
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Complemento de linguagensTeorema 3Exemplo
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Complemento de linguagensTeorema 3Exemplo
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Complemento de linguagensTeorema 3Exemplo
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Complemento de linguagensTeorema 3Exemplo
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Complemento de linguagensTeorema 3ExemploComposição de M1 e M2:
I Q1 = {q10, q11, q12, q13, q14};
I Q2 = {q20, q21, q22, q23, q24, q25, q26};
I |Q| = 5 ∗ 7 ∗ 2 = 70;
I |F | = 1(q13) ∗ 7 ∗ 2 = 14;
I |G| = 5 ∗ 1(q25) ∗ 2 = 10;
I Estado inicial q0 = (q10, q20, 1);
I Próximo passo: de�nir as transições de 70 − 14 − 10 = 46 estados.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 60 / 235



Complemento de linguagensTeorema 3ExemploComposição de M1 e M2:
I Estado inicial q0 = (q10, q20, 1);
I Como f = 1 então:

I δ((q10, q20, 1), a, ε) = ((q11, q20, 2), (a, R), (ε, S))pois δ1(q10, a) = (q11, a, R);
I δ((q10, q20, 1), b, ε) = ((q14, q20, 2), (b, R), (ε, S))pois δ1(q10, b) = (q14, b, R);
I δ((q10, q20, 1), �, ε) = ((q10, q20, 2), (�, S), (ε, S))pois δ1(q10, �) não é de�nida.
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Complemento de linguagensTeorema 3ExemploComposição de M1 e M2:
I Estado (q11, q20, 2);
I Como f = 2 então:

I δ((q11, q20, 2), ε, a) = ((q11, q21, 1), (ε, S), (a, R))pois δ2(q20, a) = (q21, a, R);
I δ((q11, q20, 2), ε, b) = ((q11, q25, 1), (ε, S), (b, R))pois δ2(q20, b) = (q25, b, R);
I δ((q11, q20, 2), ε, �) = ((q11, q20, 1), (ε, S), (�, S))pois δ2(q20, �) não é de�nida.As transições dos demais estados são obtidas de forma similar.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 62 / 235



Complemento de linguagensTeorema 3Conclusões
I Toda cadeia w está em L ou L;
I Portanto, pelo menos uma das duas máquinas M1 e M2 sempre páracom w (M1 aceitando e M2 rejeitando);
I Como M pára sempre quando M1 ou M2 param, então M semprepára;
I M aceita todas as cadeias de L;
I M rejeita todas as cadeias de L.
I L é recursiva.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 63 / 235



Complemento de linguagens
L × LPossibilidadesConsidere que as linhas representam L e as colunas representam L. Asseguintes combinações, e apenas essas, são possíveis:Recursiva RE não-recursiva Não-RERecursiva X - -RE não-recursiva - - XNão-RE - X X

I O Teorema 2 exclui as possibilidades Recursiva/RE não-recursiva,Recursiva/Não-RE, RE não-recursiva/Recursiva e Não-RE/Recursiva;
I O Teorema 3 exclui a possibilidade RE não-recursiva/RE não-recursiva.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 64 / 235



Complemento de linguagens
L × LProblemas e seus complementos:

I O complemento de um problema solucionável é sempre um problemasolucionável;
I Não há loop com nenhuma cadeia de Σ∗;

I O complemento de um problema estritamente parcialmentesolucionável é totalmente insolúvel:
I Como existe pelo menos uma cadeia w ∈ Σ∗ − L que provoca loop, em

L′ = Σ∗ − L ela não será aceita;
I O complemento de um problema totalmente insolúvel pode serestritamente parcialmente solucionável ou totalmente insolúvel:

I Como existe pelo menos uma cadeia w ∈ L que provoca loop, em
L′ = Σ∗ − L ela provoca loop também;

I Se existe uma cadeia w ∈ Σ∗ − L que provoca loop, em L′ = Σ∗ − Lela provoca loop também;Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 65 / 235



Complemento de linguagens
L × LExemploConsidere a linguagem Ld:

I Conforme o Teorema 1, Ld é não-RE;
I Conseqüentemente, Ld deve ser RE não-recursiva ou não-RE;
I Certamente Ld não é recursiva;
I Ld = {wi|wi /∈ L(Mi)};
I Ld = {wi|wi ∈ L(Mi)};
I Conforme será provado mais adiante, Ld é RE não-recursiva.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 66 / 235



Máquina de Turing UniversalConceito
I Máquinas de Turing incorporam os programas que elas executam nasua de�nição;
I Como transformar uma Máquina de Turing em dados para outraMáquina de Turing processar?
I Resposta: Máquina de Turing Universal (U);
I Aceita como entrada a descrição de uma outra Máquina de Turing e aentrada que essa outra máquina deve processar;
I Simula a máquina descrita e produz como resultado o mesmoresultado que a máquina simulada produziria;
I É universal pois é capaz de executar qualquer algoritmo.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 67 / 235



Máquina de Turing UniversalConvenções
U possui quatro �tas:

I A primeira �ta contém a descrição da máquina a ser simulada (〈M〉) ea sua correspondente entrada (w);
I A segunda �ta é usada para simular a �ta da máquina a ser simulada(M); símbolos Xi, i ≥ 1, são denotados 0i e são separados na �tapelo símbolo 1; 0 representa 0, 00 representa 1 e 000 representa B;
I A terceira �ta é usada para representar o estado de M ; estados

qi, i ≥ 1, são denotados 0i;
I A quarta �ta é usada para rascunho.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 68 / 235



Máquina de Turing UniversalConvençõesSuponha 〈M〉 = C111C211...11Cn−111Cn e w = 01011...Então:
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Máquina de Turing UniversalInicialização1) U veri�ca se 〈M〉 corresponde à descrição de uma Máquina de Turingválida; em caso negativo, U pára e rejeita a entrada (descriçõesinválidas representam máquinas que aceitam a linguagem vazia,portanto toda entrada deve ser rejeitada);2) U copia a cadeia w da primeira para a segunda �ta, codi�cando osseus símbolos da maneira apropriada (seqüências de 0 separadas pelosímbolo 1);3) U posiciona a cabeça de leitura no primeiro símbolo da segunda �ta;4) Como, por convenção, o estado inicial de M é q1, U grava o símbolo
01 = 0 na terceira �ta.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 70 / 235



Máquina de Turing UniversalOperação5) Se o símbolo gravado na posição corrente da segunda �ta é 0i(símbolo corrente de M) e a cadeia contida na terceira �ta é 0j(estado corrente de M), então U procura, na primeira �ta, pela cadeia
0i10j10k10l10m, a qual representa a transição que seria executada por
M nessa con�guração (lembre-se que M é determinístico);6) Caso não exista tal transição, então M pára e portanto U deve parartambém;7) Caso exista tal transição, então U :

I Modi�ca o símbolo corrente de M na segunda �ta (de 0j para 0l)
I Modi�ca o estado corrente de M na terceira �ta (de 0i para 0k);
I Desloca a cabeça de leitura na segunda �ta para o próximo símbolo daesquerda (se m = 1) ou da direita (se m = 2); lembre-se que ossímbolos são cadeias de 0 separadas por 1;
I Se o novo estado for 00 (que representa q2, o estado �nal de M),então U pára e aceita a entrada.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 71 / 235



Máquina de Turing UniversalConclusão
I U simula M com a entrada w;
I U pára e aceita 〈M〉w ⇔ M pára e aceita w;
I U pára e rejeita 〈M〉w ⇔ M pára e rejeita w;
I U entra em loop in�nito com 〈M〉w ⇔ M entra em loop in�nito com

w;
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 72 / 235



Linguagem LuConceitoSuponha que 〈M〉 representa uma codi�cação de uma MT M sobre oalfabeto {0, 1}. Suponha que w é uma cadeia sobre esse mesmo alfabeto.A �linguagem universal�:
Lu = {〈M〉w|M é uma MT que aceita w}é aceita por U .

I O problema de determinar se uma Máquina de Turing M aceita acadeia w pode ser traduzido...
I Pelo problema de determinar se 〈M〉w ∈ Lu...
I Ou seja, determinar se 〈M〉w ∈ L(U);
I Lu = L(U) é recursiva, RE não-recursiva ou não-RE?Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 73 / 235



Linguagem LuTeorema 4
Lu é RE não-recursiva
Lu é RE:

I U é uma Máquina de Turing que aceita Lu.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 74 / 235



Linguagem LuTeorema 4
Lu é RE não-recursiva
Lu não é recursiva (Hopcroft):

I Suponha que Lu seja recursiva;
I Então, Lu também é recursiva;
I Considere que M é tal que L(M) = Lu;
I Seja M ′ tal que, com a entrada w:

I M ′ transforma w em w111w;
I M ′ executa M com a entrada w111w;
I Considere w = wi = 〈Mi〉;
I M aceita wi111wi se e somente se wi /∈ L(Mi), ou seja, se wi ∈ Ld;caso contrário M rejeita wi111wi;
I Suponha que M ′ aceita quando M aceita e rejeita quando M rejeita;
I Logo, M ′ decide Ld;
I Como Ld é não-RE, a hipótese é falsa e Lu não pode ser recursiva.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 75 / 235



Linguagem LuTeorema 4
Lu é RE não-recursiva
Lu não é recursiva (Sipser):

I Suponha que Lu seja recursiva e que H(〈M〉w) decida Lu;
I Considere a máquina D:

I D aceita como entrada 〈M〉;
I D executa H com a entrada 〈M〉〈M〉;
I D aceita se H rejeita e rejeita se H aceita.

I Considere que D receba como entrada 〈D〉;
I Se D aceita 〈D〉 (execução de H) então D rejeita 〈D〉;
I Se D rejeita 〈D〉 (execução de H) então D aceita 〈D〉;
I Em qualquer caso, uma contradição; logo, a hipótese é falsa e Lu nãoé recursiva.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 76 / 235



Linguagem LuTeorema 4DiagonalizaçãoPara cada par linha/coluna (i, j), a tabela indica se Mi aceita wj:
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Linguagem LuTeorema 4DiagonalizaçãoPara cada par linha/coluna (i, j), a tabela indica o resultado produzido por
H:
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Linguagem LuTeorema 4DiagonalizaçãoSe existisse a Máquina de Turing D, a contradição aconteceria na posição
(〈D〉,D):
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Linguagem LuTeorema 4Conclusão
Se houvesse solução para o problema de determinar se uma Máquina deTuring não aceita uma cadeia qualquer (Lu), haveria solução para oproblema, mais simples, de determinar se uma Máquina de Turing nãoaceita uma cadeia especí�ca (Ld).
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Linguagem LuLinguagens e complementosResumo até este ponto
I Ld = {wi|wi /∈ L(Mi)} é não-RE;
I Ld = {wi|wi ∈ L(Mi)} é RE não-recursiva;
I Lu = {〈M〉w|M é uma MT que aceita w} é RE não-recursiva;
I Lu = {〈M〉w|M é uma MT que não aceita w} é não-RE.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 81 / 235



RedutibilidadeConceito
I Técnica para determinar a decidibilidade de um problema a partir deoutro cuja natureza é conhecida;
I Uma redução é uma maneira de converter um problema em outro detal forma que uma solução para o segundo problema possa ser usadapara resolver o primeiro problema;
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 82 / 235



RedutibilidadeExemplosUma solução para P2 é uma solução para P1:
I P1: orientar-se numa nova cidade;

P2: obter um mapa;
I P1: viajar de São Paulo para New York;

P2: comprar uma passagem de avião;
I P1: comprar uma passagem de avião;

P2: dispor do dinheiro necessário;
I P1: dispor do dinheiro necessário;

P2: conseguir um trabalho.
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RedutibilidadeExemplosUma solução para P2 é uma solução para P1:
I P1: medir a área de um retângulo;

P2: medir o seu comprimento e largura;
I P1: resolver um sistema de equações lineares;

P2: inverter uma matriz;
I P1: provar que uma linguagem L não é regular;

P2: encontrar w = xyz ∈ L tal que |w| > n, |y| ≥ 1 e, para algum
i ≥ 0, xyiz /∈ L;

I P1: construir um analisador sintático determinístico para umalinguagem L;
P2: obter uma gramática LR(k) que gera L.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 84 / 235



RedutibilidadeConceito
Se existe uma redução de P1 para P2, então diz-se que:

I P1 �não é mais difícil do que� P2;
I P2 �é no mínimo tão difícil quanto� P1.
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RedutibilidadeDe�nição
I Uma redução de P1 para P2 é uma função f que mapeia sentenças de

P1 para sentenças de P2:
w ∈ P1 ⇔ f(w) ∈ P2

I Uma redução também pode ser vista como uma MT (algoritmo) quemapeia sentenças de P1 em sentenças de P2;
I A função de mapeamento não necessita ser sobrejetora.
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RedutibilidadeRedução de P1 para P2
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RedutibilidadeRedução de P1 para P2

Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 88 / 235



RedutibilidadeRedução de P1 para P2
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RedutibilidadeTeorema 5Enunciados
Se f é uma redução de P1 para P2, então:1 Se P1 é indecidível, então P2 também é indecidível;2 Se P1 é não-RE, então P2 também é não-RE.
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RedutibilidadeTeorema 5
P1 indecidível ⇒ P2 indecidívelSuponha que P2 seja decidível. Então é possível combinar o algoritmo quedecide P2 com a redução f para obter um algoritmo que decide P1.

I Seja w ∈ Σ∗
1 (Σ1 é o alfabeto de P1);

I Obter f(w);
I Como P2 é decidível, por hipótese, é possível determinar se f(w) ∈ P2;
I Em caso a�rmativo, e como f é uma redução, é certo que w ∈ P1;
I Em caso negativo, e como f é uma redução, é certo que w /∈ P1;
I Em qualquer caso é possível determinar se w ∈ P1;
I Logo, P1 seria decidível;
I Mas isso contrária a hipótese, portanto P2 não pode ser decidível.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 91 / 235



RedutibilidadeTeorema 5
P1 não-RE ⇒ P2 não-RESuponha que P2 seja RE. Então é possível combinar a MT M2 que aceita
P2 com a redução f para obter uma MT M1 que aceita P1.

I Seja w ∈ Σ∗
1;

I Obter f(w);
I Executar M2 com a entrada f(w);
I Se M2 aceita f(w), então w ∈ P1;
I Se M2 não aceita f(w) (M2 pára e rejeita ou entra em loop), então

w /∈ P1;
I Logo, é possível construir M1 que aceita P1;
I Mas isso contrária a hipótese, portanto P2 não pode ser RE.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 92 / 235



RedutibilidadeTeorema 5Enunciados com corolários
Se f é uma redução de P1 para P2, então:1 Se P1 é indecidível, então P2 também é indecidível;Se P2 é decidível, então P1 também é decidível;2 Se P1 é não-RE, então P2 também é não-RE;Se P2 é RE, então P1 também é RE.
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RedutibilidadeTeorema 5EstratégiasAplicação do teorema (parte 1):
I Para demonstrar que um problema P2 de natureza desconhecida éindecidível:

I Obter uma redução de um problema P1, reconhecidamente indecidível,para P2;
I Para demonstrar que um problema P1 de natureza desconhecida édecidível:

I Obter uma redução de P1 para um problema P2, reconhecidamentedecidível;
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RedutibilidadeTeorema 5Estratégias
Aplicação do teorema (parte 2):

I Para demonstrar que um problema P2 de natureza desconhecida énão-RE:
I Obter uma redução de um problema P1, reconhecidamente não-RE,para P2;

I Para demonstrar que um problema P1 de natureza desconhecida é RE:
I Obter uma redução de P1 para um problema P2, reconhecidamente RE;
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RedutibilidadeReduções com Lu e Ld1 Lu é indecidível (RE não-recursivo);2 Ld é não-RE;3 Lu pode ser usada para demonstrar que um problema P qualquer (REou não-RE) é indecidível:
I Basta obter uma redução de Lu para P ;4 Ld pode ser usada para demonstrar que um problema P é não-RE:
I Basta obter uma redução de Ld para P ;5 Ld não pode ser usada para demonstrar a indecidibilidade de umproblema que é RE porém é não-recursivo (pois Ld é não-RE e sóreduz para P não-RE); para esses casos deve-se usar Lu;6 Lu não pode ser usada para demonstrar que um problema é não-RE(pois Lu é RE não-recursivo e só reduz para P não-recursivo, semdiscriminar se P é RE ou não-RE); para esses casos deve-se usar Ld.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 96 / 235



Problema da paradaConceitoSuponha que 〈M〉 representa uma codi�cação de M sobre o alfabeto
{0, 1}. Suponha que w é uma cadeia sobre esse mesmo alfabeto.A �linguagem da parada� é de�nida como:

PARAMT = {〈M,w〉|M pára com a entrada w}

I Corresponde ao problema fundamental de determinar se um programaqualquer pára com uma entrada qualquer;
I PARAMT é decidível ou indecidível?
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 97 / 235



Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é indecidível através de reduçãoFunção f que reduz Lu para PARAMT :

I Lu = {〈M,w〉|M aceita a entrada w}

I PARAMT = {〈M ′, w〉|M ′ pára com a entrada w}
I A redução f é computada pela seguinte MT:

I A partir da entrada 〈M, w〉, construir M ′ de tal forma que M ′ simula
M com a entrada w;

I Se M aceita w, então M ′ aceita w;
I Se M rejeita w, então M ′ entra em loop (e, naturalmente, se M entraem loop, então M ′ também entra em loop);

I 〈M,w〉 ∈ Lu ⇔ 〈M ′, w〉 ∈ PARAMT ;
I Como Lu é indecidível, PARAMT também é indecidível.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 98 / 235



Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é indecidível através de reduçãoObtenção de 〈M ′, w〉 a partir de 〈M,w〉:

I M ′ simula M com a entrada w;
I Se M aceita w, 〈M,w〉 ∈ Lu e M ′ deve aceitar w, pois dessa forma

〈M ′, w〉 ∈ PARAMT ;
I Se M rejeita w, 〈M,w〉 /∈ Lu e M ′ deve entrar em loop in�nito, poisdessa forma 〈M ′, w〉 /∈ PARAMT ;
I Se M entra em loop in�nito com w, 〈M,w〉 /∈ Lu e M ′ entraautomaticamente em loop in�nito também. Portanto,

〈M ′, w〉 /∈ PARAMT ;Logo, 〈M,w〉 ∈ Lu ⇔ 〈M ′, w〉 ∈ PARAMTMarcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 99 / 235



Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é RE
Basta simular M com a entrada w e gerar, na saída, o mesmo resultado dasimulação.

I PARAMT = {〈M ′, w〉|M ′ pára com a entrada w} é REnão-recursiva, portanto o problema é parcialmente solucionável;
I PARAMT = {〈M ′, w〉|M ′ entra em loop com a entrada w}, noentanto, é não-RE, e portanto completamente insolúvel.
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Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é indecidível através de contradiçãoSuponha que PARAMT é decidível. Então, a partir da MT R que decide
PARAMT , é possível obter uma outra MT S que decide Lu:

I Executar R sobre a entrada 〈M,w〉;
I Se R rejeita, S também rejeita;
I Se R aceita, simular M com a entrada w até M parar;
I Se M aceita, S também aceita;
I Se M rejeita, S também rejeita.Se R decide PARAMT , então S decide Lu. Como é sabido que Lu éindecidível, a hipótese de que R existe é falsa e PARAMT é indecidível.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 101 / 235



Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é indecidível através de diagramasSupor que PARAMT é decidível. Então existe M1:
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Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é indecidível através de diagramasConstruir M2 a partir de M1:
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Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é indecidível através de diagramas
Construir M3:
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Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é indecidível através de diagramasCombinar M3 e M2:
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Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é indecidível através de diagramasRenomear para M4:
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Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é indecidível através de diagramasFornecer para M4 a sua própria descrição:
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Problema da paradaTeorema 6
PARAMT é indecidível através de diagramasConclusão:

I Por um lado, temos a informação de que, ao analisar a cadeia C(M4),se a máquina M4 parar, então M4 executa uma seqüência in�nita demovimentações;
I Por outro, que ao analisar a cadeia C(M4), se M4 não parar, então

M4 pára. Tem-se, portanto, uma contradição;
I Logo, a hipótese inicial não é válida, ou seja, não existe M1 quedecida PARAMT ;
I PARAMT é indecidível.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 108 / 235



Problema da paradaLinguagens e complementosResumo até este ponto
I Ld = {wi|wi /∈ L(Mi)} é não-RE;
I Ld = {wi|wi ∈ L(Mi)} é RE não-recursiva;
I Lu = {〈M〉w|M é uma MT que aceita w} é RE não-recursiva;
I Lu = {〈M〉w|M é uma MT que não aceita w} é não-RE;
I PARAMT = {〈M ′, w〉|M ′ pára com a entrada w} é REnão-recursiva;
I PARAMT = {〈M ′, w〉|M ′ entra em loop com a entrada w} énão-RE.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 109 / 235



Linguagens Le e LneDe�nições
Considere 〈M〉 como a codi�cação de uma MT M sobre o alfabeto {0, 1}.Então:

I Le = {〈M〉|L(M) = ∅}

I Lne = {〈M〉|L(M) 6= ∅}

I Le = Lne
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Linguagens Le e Lne

Lne é RETeorema: A linguagem Lne é recursivamente enumerável.Prova:1. Construir uma MT M que aceita como entrada a codi�cação de umaoutra MT M ′;2. M opera de forma não-determinística, fazendo escolhas de cadeiasarbitrárias para serem testadas em M ′;3. Em cada ramo da sua execução não-determinística, M gera umacadeia e testa se M ′ aceita a mesma;4. Para isso, M simula a máquina U que aceita a linguagem Lu;5. Se algum caminho de M ′ for de aceitação, então M ′ pára e aceita asua entrada (M);Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 111 / 235



Linguagens Le e Lne

Lne é RE
Em resumo:

I Se M ′ aceita alguma cadeia, M �adivinha� essa cadeia e aceita M ′;
I Se M ′ não aceita nenhuma cadeia, então não há cadeia que conduza àaceitação em M ′ e M não aceita M ′ (nesse caso, M pode rejeitar M ′ou entrar em loop);
I Portanto, L(M) = Lne.
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Linguagens Le e Lne

Lne não é recursiva
Idéia geral:

I Fazer uma redução de Lu para Lne;
I Construir M ′ a partir de 〈M,w〉 tal que:

I Se w ∈ L(M), então L(M ′) 6= ∅;
I Se w /∈ L(M), então L(M ′) = ∅;

I M ′ ignora a sua entrada e simula M com a entrada w;
I Se M aceita w, M ′ também aceita a sua entrada, qualquer que sejaela.
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Linguagens Le e Lne

Lne não é recursiva
I M1 aceita w1 ⇒ 〈M1, w1〉 ∈ Lu ⇒ L(M ′

1) 6= ∅ ⇒ 〈M ′
1〉 ∈ Lne;

I M2 não aceita w2 ⇒ 〈M2, w2〉 /∈ Lu ⇒ L(M ′
2) = ∅ ⇒ 〈M ′

2〉 /∈ Lne;
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Linguagens Le e Lne

Lne não é recursiva
Teorema: A linguagem Lne não é recursiva.Prova:1. É su�ciente provar a existência de um algoritmo que efetua a reduçãode Lu para Lne;2. O algoritmo deve mapear 〈M,w〉 em M ′ de tal forma que

w ∈ L(M) ⇔ L(M ′) 6= ∅;3. A construção de M ′ a partir de 〈M,w〉 é detalhada a seguir;
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Linguagens Le e Lne

Lne não é recursiva4. M ′ ignora a sua entrada x, qualquer que seja ela. M ′ substitui x por
〈M,w〉, tomando o cuidado de trocar os símbolos �nais de x porbrancos, caso |x| > |〈M,w〉|;5. M ′ posiciona a cabeça de leitura/escrita sobre o primeiro símbolo dacadeia 〈M,w〉;6. M ′ simula a Máquina Universal U com a entrada 〈M,w〉;7. Se U aceita 〈M,w〉, então M ′ pára e aceita a sua entrada, qualquerque seja ela e L(M ′) 6= ∅ (e se U não aceita 〈M,w〉, então M ′ nãoaceita nenhuma entrada e L(M ′) = ∅).
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Linguagens Le e Lne

Lne não é recursiva
Em resumo:

I Existe um algoritmo que reduz Lu para Lne;
I M ′ aceita qualquer cadeia de entrada (e portanto 〈M ′〉 ∈ Lne) sse

w ∈ L(M) (ou seja, se 〈M, w〉 ∈ Lu);
I M ′ não aceita nenhuma cadeia de entrada (e portanto 〈M ′〉 /∈ Lne)sse w /∈ L(M) (ou seja, se 〈M, w〉 /∈ Lu);

I Como Lu é indecidível, então Lne é indecidível.
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Linguagens Le e Lne

Lne não é recursiva
Suponha que Lne fosse decidível. Então seria possivel decidir Lu, daseguinte forma:

I Fazer a redução de 〈M,w〉 para M ′;
I Decidir se L(M ′) 6= ∅, ou seja, se 〈M ′〉 ∈ Lne;
I Em caso a�rmativo, 〈M,w〉 ∈ Lu, ou seja, w ∈ L(M);
I Em caso negativo, 〈M,w〉 /∈ Lu, ou seja, w /∈ L(M);Mas como é sabido que Lu não é recursiva, então a suposição de que Lneé recursiva é falsa.
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Linguagens Le e Lne

Le é não-RE
Teorema: Le não é recursivamente enumerável.Prova:1. Suponha que Le seja recursivamente enumerável;2. Portanto, de acordo com um teorema anterior, tanto Le quanto Ledevem ser recursivas;3. Mas Le = Lne;4. Além disso, foi demonstrado que Lne não é recursiva;5. Logo, Le não é recursivamente enumerável.
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Linguagens Le e LneLinguagens e complementosResumo até este ponto
I Ld = {wi|wi /∈ L(Mi)} é não-RE;
I Ld = {wi|wi ∈ L(Mi)} é RE não-recursiva;
I Lu = {〈M〉w|M é uma MT que aceita w} é RE não-recursiva;
I Lu = {〈M〉w|M é uma MT que não aceita w} é não-RE;
I PARAMT = {〈M ′, w〉|M ′ pára com a entrada w} é REnão-recursiva;
I PARAMT = {〈M ′, w〉|M ′ entra em loop com a entrada w} énão-RE;
I Le = {〈M〉|L(M) = ∅} é não-RE;
I Lne = Le = {〈M〉|L(M) 6= ∅} é RE não-recursiva.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 120 / 235



Teorema de RiceEnunciado
Teorema: Qualquer propriedade não-trivial das linguagens recursivamenteenumeráveis é indecidível.

I Propriedade?
I Não-trivial?
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Teorema de RicePropriedade não-trivialPropriedade:
I Condição que deva ser satisfeita por um grupo de linguagens;
I Um conjunto de linguagens que satisfazem uma certa condição.Não-trivial:
I Condição que seja satisfeita por pelo menos uma linguagem e que nãoseja satisfeita por pelo menos uma linguagem;
I Caso contário, ou seja, se a propriedade é satisfeita por todas aslinguagens ou então não e satisfeita por nenhuma linguagem, entãoela é dita �trivial�;
I Propriedade não-trivial exclui todas as propriedades triviais.As linguagens RE serão representadas pelas MT que as aceitam, pois essasmáquinas são descrições �nitas de tais linguagens.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 122 / 235



Teorema de RiceExemplosDada uma MT M qualquer:
I L(M) = ∅? L(M) 6= ∅?
I ε ∈ L(M)?
I w ∈ L(M)?
I L(M) é �nita? L(M) é in�nita?
I L(M) contém pelo menos duas cadeias?
I L(M) é regular?
I L(M) é livre de contexto?
I L(M) = Σ∗?
I L(M) = L(M)R?
I etc.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 123 / 235



Teorema de RiceExemplos
I L(M) = ∅?Demonstrada indecidível anteriormente através do problema dedecisão Le (〈M〉 ∈ Le?)
I L(M) 6= ∅?Demonstrada indecidível anteriormente através do problema dedecisão Lne (〈M〉 ∈ Lne?)
I Demais propriedades:Considerar P como o conjunto de todas as linguagens que satisfazema propriedade;Considerar a linguagem LP = {〈M〉|L(M) ∈ P};

LP é o conjunto de todas as codi�cações de Máquinas de Turing queaceitam as linguagens pertencentes à P;Determinar se L(M) ∈ P é o mesmo que determinar se 〈M〉 ∈ LP .Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 124 / 235



Teorema de RiceDemonstraçãoTeorema: Qualquer propriedade não-trivial das linguagens recursivamenteenumeráveis é indecidível.Prova:1. Seja P uma propriedade não-trivial das linguagens RE;2. Suponha que a linguagem vazia (∅) não pertence à P;3. Como P é não-trivial, então existe pelo menos uma linguagem L ∈ P;4. Considere essa linguagem L e ML tal que L = L(ML);5. Fazer uma redução de Lu para LP (conforme explicado a seguir):
I M aceita w ⇒ M ′ aceita L, portanto M ′ ∈ LP ;
I M não aceita w ⇒ M ′ aceita ∅, portanto M ′ /∈ LP .6. Como Lu é indecidível, conclui-se que LP também é indecidível.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 125 / 235



Teorema de RiceRedução de Lu para LPObtenção de M ′ a partir de 〈M,w〉 tal que 〈M,w〉 ∈ Lu ⇔ 〈M ′〉 ∈ LP :(lembrar que L = L(ML) ∈ P)1. M ′ simula a Máquina Universal U com a entrada 〈M,w〉;2. Se M não aceita w (ou seja, se 〈M,w〉 /∈ Lu), então M ′ não faznada. Portanto, M ′ não aceita a sua entrada, qualquer que seja ela;logo, L(M ′) = ∅; como ∅ /∈ P, então 〈M ′〉 /∈ LP ;3. Se M aceita w, então M ′ simula ML com a sua entrada original,qualquer que seja ela; logo, L(M ′) = L; como L ∈ P, então
〈M ′〉 ∈ LP ;
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Teorema de RiceConclusãoA demonstração do teorema considerou que a linguagem vazia (∅) nãopertence à P;E se a linguagem vazia (∅) pertencer à P?
I Considerar P
I Dessa maneira, ∅ /∈ P

I Considerar L
P

I Aplicar os mesmos passos da demonstração do teorema para L
P

I Conclui-se que L
P
não é recursiva

I Observar que L
P

= LP

I Se LP não é recursiva, então LP não é recursiva, pois o complementode uma linguagem recursiva é também uma linguagem recursiva;
I Portanto LP não é recursiva da mesma forma.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 127 / 235



Teorema de RiceExemploO problema de determinar se a linguagem aceita por uma Máquina deTuring é livre de contexto é indecidível.
I Pelo Teorema de Rice, é su�ciente provar que �ser livre de contexto� éuma propriedade não-trivial das linguagens recursivamenteenumeráveis;
I Ou seja, basta apresentar duas linguagens RE, uma que seja livre decontexto e outra que não seja;
I A linguagem {aibici|i ≥ 0} é RE mas não é livre de contexto;
I A linguagem {aibi|i ≥ 0} é RE e livre de contexto.
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Teorema de RiceE se P for trivial?
Então P é decidida por uma MT que sempre aceita (se P contém todas aslinguagens) ou sempre rejeita (se P = ∅). O teorema, nesses casos, nãopode ser aplicado:

I P contém todas as linguagens ⇒ o passo 2 da prova do teorema nãoé veri�cado;
I P = ∅ ⇒ o passo 3 da prova do teorema não é veri�cado;
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Autômato Linearmente LimitadoConceitoUm Autômato Linearmente Limitado (ALL), também conhecido comoMáquina de Turing com Fita Limitada, é uma Máquina de Turing na qual otamanho da �ta de entrada é limitada ao comprimento da cadeia a seranalisada.
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Autômato Linearmente LimitadoFormalizaçãoUm Autômato Linearmente Limitado (ALL) é uma 8-upla:
M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, 〈, 〉, F )onde:

I Q é o conjunto de estados;
I Σ é o alfabeto de entrada;
I Γ é o alfabeto de símbolos que podem ser lidos e/ou escritos na �ta, Σ ⊆ Γ;
I δ é a função de transição;
I 〈 e 〉 são os símbolos que delimitam a cadeia de entrada na �ta, 〈/∈ Γ, 〉 /∈ Γ;
I F é o conjunto de estados �nais.O ALL não pode se movimentar para à direita do símbolo 〉 nem para aesquerda do símbolo 〈 e nem pode substituí-los por outros símbolos.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 131 / 235



Autômato Linearmente LimitadoObservações
I Um ALL é um caso particular de MT em que a movimentação dacebeça de leitura/escrita é limitada ao trecho da �ta que contém acadeia de entrada a ser analisada;
I A quantidade de memória de trabalho disponível depende do alfabeto

Γ e cresce linearmente com o comprimento da cadeia de entrada (porisso o nome �Linearmente Limitado�);
I Demonstra-se que a classe das linguagens reconhecidas pelos ALLcoincide com a classe das linguagens geradas pelas gramáticassensíveis ao contexto (a menos da cadeia vazia):
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 132 / 235



Autômato Linearmente LimitadoQuantidade máxima de con�guraçõesLema: Seja M um ALL com |Q| estados, |Γ| símbolos no seu alfabeto de�ta e uma cadeia de entrada w, |w| = n. Então existem exatamente
|Q| ∗ (n + 2) ∗ |Γ|n con�gurações distintas para M .Prova:1. A con�guração é uma tripla composta por estado, posição da cabeçade leitura/escrita na �ta e conteúdo da �ta;2. M possui |Q| estados distintos;3. A cabeça de leitura/escrita pode se encontrar em n + 2 posiçõesdistintas;4. Existem |Γ|n combinações diferentes de conteúdo para a �ta deentrada;5. Portanto, existem |Q| ∗ (n + 2) ∗ |Γ|n con�gurações distintas para M .Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 133 / 235



Autômato Linearmente LimitadoProblema AALLAceitação em Autômatos Linearmente Limitados:
AALL = {〈M,w〉|M é um ALL que aceita a cadeia w}Teorema: AALL é uma linguagem decidível.Prova:1. Suponha que o ALL seja M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, 〈, 〉, F );2. Suponha |w| = n;3. Construir M ′ que simula M com a entrada w:

I Simular até que M pare ou até que tenham sido executadas
|Q| ∗ (n + 2) ∗ |Γ|n − 1 movimentações;

I Se M pára e aceita, então M ′ pára e aceita;
I Se M pára e rejeita, então M ′ pára e rejeita;
I Se M não parou, então M ′ rejeita.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 134 / 235



Autômato Linearmente LimitadoProblema AALL

Importante observar:
I O problema da aceitação em ALLs é decidível;(a quantidade máxima de con�gurações distintas que o ALL podeassumir é conhecida e essa informação é usada para detectar loops)
I O problema da aceitação em MT s é indecidível.(não existe limitação para a quantidade máxima de con�guraçõesdistintas que a MT pode assumir)
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoHistória de computaçãoUma �história de computação� de uma MT M sobre uma cadeia deentrada w é a seqüência de con�gurações C1C2...Cn que M assumedurante a análise de w.
I Se w ∈ L(M) = ACEITA(M) então C1C2...Cn é uma �história decomputação de aceitação� onde C1 é a con�guração inicial, Cn écon�guração �nal de aceitação e Ci segue de forma legítima Ci−1,para 1 < i ≤ n;
I Se w ∈ REJEITA(M) então C1C2...Cn é uma �história decomputação de rejeição� onde C1 é a con�guração inicial, Cn écon�guração �nal de rejeição e Ci segue de forma legítima Ci−1, para

1 < i ≤ n;
I Se w ∈ LOOP (M) então C1C2...Cn... é uma seqüência in�nita decon�gurações.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 136 / 235



Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoHistória de computação
Sejam M e w:

I Se M é determinística, então existe uma única história de computação(de aceitação ou de rejeição) para w;
I Se M é não-determinística, então podem existir várias histórias decomputação para w (�nitas ou in�nitas).
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema VALLVacuidade da linguagem aceita por um autômato linearmente limitado:
VALL = {〈M〉|M é um ALL e L(M) = ∅}Teorema: VALL é uma linguagem indecidível.Prova:

I Suponha que VALL é decidível;
I Logo, VALL também é decidível;
I Fazer uma redução de Lu para VALL usando histórias de computação;
I Se VALL fosse decidível, então Lu também seria;
I Como Lu não é decidível, segue que a hipótese é falsa, VALL não édecidível e VALL não é decidível.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 138 / 235



Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema VALLRedução de Lu para VALL:
I Construir um ALL B a partir de 〈M,w〉 tal que:

〈M,w〉 ∈ Lu ⇔ 〈B〉 ∈ VALL

I O ALL B é construído de forma que L(B) compreende todas ashistórias de computação de aceitação de M para w;
I Se M rejeita w, ou seja, se 〈M,w〉 /∈ Lu, então L(B) = ∅ e

〈B〉 /∈ VALL;
I Se M aceita w, ou seja, se 〈M,w〉 ∈ Lu, então L(B) 6= ∅ e

〈B〉 ∈ VALL.
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema VALL

I M1 aceita w1 ⇒ 〈M1, w1〉 ∈ Lu ⇒ L(B1) 6= ∅ ⇒ 〈B1〉 ∈ VALL;
I M2 não aceita w2 ⇒ 〈M2, w2〉 /∈ Lu ⇒ L(B2) = ∅ ⇒ 〈B2〉 /∈ VALL;
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema VALLConstrução de B a partir de 〈M,w〉:1. Suponha que a entrada para B é C1#C2#...#Cn;2. As três condições seguintes devem ser válidas;3. B veri�ca se C1 é uma con�guração inicial válida para M com acadeia w:
C1 = q0w pode ser veri�cado conhecendo-se M e w;4. B veri�ca se Ci segue de forma legítima Ci−1, para 1 < i ≤ n:
Ci deve corresponder à combinação da con�guração Ci−1 com aaplicação de uma transição de M ;5. B veri�ca se Cn é uma con�guração de aceitação para M :
Cn = αqfβ pode ser veri�cado conhecendo-se M .Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 141 / 235



Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema VALLExaminando por outro ângulo:
I Deseja-se determinar se 〈M,w〉 ∈ Lu;
I Suponha que VALL é decidível por uma MT R;
I A partir de 〈M,w〉 obter o ALL B conforme descrito;
I Executar R com a entrada 〈B〉;
I Se R aceita, isso signi�ca que L(B) é vazia e portanto que

w /∈ L(M), ou seja, 〈M,w〉 /∈ Lu;
I Se R rejeita, isso signi�ca que L(B) é não-vazia e portanto que

w ∈ L(M), ou seja, 〈M,w〉 ∈ Lu;
I Logo, seria possível decidir Lu;
I Mas isso é uma contradição e portanto VALL não é decidível.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 142 / 235



Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema TODASGLCTotalidade da linguagem gerada por uma gramática livre de contexto:
TODASGLC = {〈G〉|G é uma GLC e L(G) = Σ∗}Teorema: TODASGLC é uma linguagem indecidível.Prova:

I Suponha que TODASGLC é decidível;
I Logo, TODASGLC também é decidível;
I Fazer uma redução de Lu para TODASGLC usando histórias decomputação;
I Se TODASGLC fosse decidível, então Lu também seria;
I Como Lu não é decidível, segue que a hipótese é falsa, TODASGLCnão é decidível e TODASGLC não é decidível.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 143 / 235



Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema TODASGLC

Redução de Lu para TODASGLC

I Construir uma GLC G a partir de 〈M,w〉 tal que:
〈M,w〉 ∈ Lu ⇔ 〈G〉 ∈ TODASGLC

I G gera todas as histórias de computação que não são de aceitaçãopara M com w;
I G gera todas as histórias se e apenas se w /∈ M ;
I G não gera todas as hitórias se e apenas se w ∈ M ; nesse caso, deve Gfalhar em gerar justamente a história de computação de aceitação para

w em M ;
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema TODASGLC

Redução de Lu para TODASGLC (resumo)
I Se M não aceita w, ou seja, se 〈M,w〉 /∈ Lu, então G não falha emgerar nenhuma história de computação, L(G) = Σ∗ e

L(G) /∈ TODASGLC ;
I Se M aceita w, ou seja, se 〈M,w〉 ∈ Lu, então G falha em gerar ahistória de computação de aceitação de w em M , L(B) 6= Σ∗ e

〈G〉 ∈ TODASGLC .
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema TODASGLC

I M1 aceita w1 ⇒
〈M1, w1〉 ∈ Lu ⇒ L(G1) 6= Σ∗ ⇒ 〈G1〉 ∈ TODASGLC ;

I M2 não aceita w2 ⇒
〈M2, w2〉 /∈ Lu ⇒ L(G2) = Σ∗ ⇒ 〈G2〉 /∈ TODASGLC ;
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema TODASGLC

Construção de G a partir de 〈M,w〉:1. G gera todas as histórias de computação que não são de aceitaçãopara M com w, usando para isso um certo alfabeto Σ;2. Histórias de computação de M com w tem o formato
C1#C2#...#Cn, sobre o alfabeto Σ;3. As sentenças de L(G) devem satisfazer as três condições seguintes;
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema TODASGLC4. G gera todas as histórias de computação tais que C1 não é umacon�guração inicial válida para M com a cadeia w:Pode ser feito conhecendo-se M e w;5. G gera todas as histórias de computação tais que Ci não segue deforma legítima Ci−1, para 1 < i ≤ n:Pode ser feito conhecendo-se M e w;6. G gera todas as histórias de computação tais que Cn não é umacon�guração de aceitação para M :Pode ser feito conhecendo-se M .
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema TODASGLC

Construção de G a partir de 〈M,w〉:
I Para a linguagem especi�cada anteriormente, projetar um autômatode pilha não-determinístico (APN) é mais fácil do que projetar agramática diretamente;
I Para obter G, iremos inicialmente obter um APN D que aceita L(G);
I Finalmente, o APN D pode ser convertido para uma GLC G.
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema TODASGLCConstrução do APN D a partir de 〈M,w〉:1. A cadeia de entrada para D é uma história de computação sobre oalfabeto Σ;2. D seleciona, de forma não-determinística, qual das três condições eleirá testar;3. No primeiro ramo, D aceita se C1 não é uma con�guração inicialválida para M com a cadeia w;4. No segundo ramo, D seleciona não-determinísticamente um par decon�gurações Ci (com i ≥ 3 e ímpar) e Ci−1 para analisar:
I D aceita se Ci não segue de forma legítima Ci−15. No terceiro ramo, D aceita se Cn não é uma con�guração deaceitação para M .Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 150 / 235



Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema TODASGLC

Observações:
I No segundo ramo, D empilha a con�guração Ci−1 e depois comparacom a con�guração Ci;
I Para que isso seja possível, será necessário que as con�gurações deordem par sejam escritas na cadeia de entrada de forma revertida;
I C1#CR

2 #C3#CR
4 #...
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Problemas indecidíveis e histórias de computaçãoProblema TODASGLCConclusões:
I D aceita todas as história de computação que não são de aceitaçãopara M com w;
I Se w /∈ L(M), então L(D) = L(G) = Σ∗, ou seja, G /∈ TODASGLC

I Se w ∈ L(M), então L(D) = L(G) 6= Σ∗, ou seja, G ∈ TODASGLC

I A existência de D prova a existência de G, e, conseqüentemente, aexistência de uma redução de Lu para TODASGLC . Logo,
TODASGLC e TODASGLC são indecidíveis.
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PCPOrigem e natureza
�Post�s Correspondence Problem� (Problema da Correspondência de Post)

I Problema que não está relacionado com Máquinas de Turing ou aslinguagens por elas aceitas;
I Problema combinatorial que envolve a manipulação (emparelhamento)de cadeias de caracteres;
I Demonstra-se ser indecidível;
I A indecidibilidade o PCP foi provada por Post em 1946;
I É usado para demonstrar a indecidibilidade de vários outros problemas.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 153 / 235



PCPDe�niçãoUma �instância� PCP consiste de duas listas A e B de cadeias formadassobre um mesmo alfabeto Σ. As duas listas devem ter o mesmocomprimento.
I A = w1, w2, ..., wk;
I B = x1, x2, ..., xk;
I Para um certo valor de i, diz-se que o par (wi, xi) é um par que estáem correspondência;
I Pares em correspondência podem ser considerados como peças de umdominó: [

w1

x1

]

,

[
w2

x2

]

, ...,

[
wk

xk

]
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PCPSolução
Diz-se que uma instância PCP tem uma solução se existir uma seqüênciade um ou mais números inteiros (repetições permitidas) i1, i2, ..., im, osquais, quando interpretados como índices de cadeias nas listas A e B,produzem como resultado a mesma cadeia.

I A = w1, w2, ..., wk;
I B = x1, x2, ..., xk;
I Diz-se que i1, i2, ..., im,m ≥ 1, é uma solução para esta instância PCPse wi1wi2 ...wim = xi1xi2 ...xim
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PCPSoluçãoPCP como um tipo de jogo de dominó:
I Composto por uma quantidade �nita de peças:

[
w1

x1

]

,

[
w2

x2

]

, ...,

[
wk

xk

]

I Peças são combinadas para formar cadeias idênticas na parte de cimae na parte de baixo;
I Peças podem ser duplicadas para formar cadeias:

[
wi1

xi1

] [
wi2

xi2

]

...

[
wim

xim

]
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PCPExemploSeja Σ = {0, 1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:Lista A Lista B

i wi xi1 1 1112 10111 103 10 0
I Uma solução para essa instância é a seqüência:

i1 = 2, i2 = 1, i3 = 1, i4 = 3, ou simplesmente 2, 1, 1, 3, pois
w2w1w1w3 = 10111

︸ ︷︷ ︸

w2

1
︸︷︷︸

w1

1
︸︷︷︸

w1

10
︸︷︷︸

w3

=

x2x1x1x3 = 10
︸︷︷︸

x2

111
︸︷︷︸

x1

111
︸︷︷︸

x1

0
︸︷︷︸

x3

= 101111110;
I Entre outras, 2, 1, 1, 3, 2, 1, 1, 3 também é solução.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 157 / 235



PCPExemploContinuação
I Representação da solução 2, 1, 1, 3 na forma de dominós:

w2

︷ ︸︸ ︷[
10111

10

]

︸ ︷︷ ︸

x2

w1

︷ ︸︸ ︷[
1

111

]

︸ ︷︷ ︸

x1

w1

︷ ︸︸ ︷[
1

111

]

︸ ︷︷ ︸

x1

w3

︷ ︸︸ ︷[
10

0

]

︸ ︷︷ ︸

x3
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PCPExemplo
Seja Σ = {a, b, c} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:Lista A Lista B

i wi xi1 abc ab2 ca a3 acc ba
I Essa instância não possui solução, pois |wi| > |xi|,∀i.
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PCPExemploSeja Σ = {0, 1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:Lista A Lista B

i wi xi1 10 1012 011 113 101 011
I Essa instância também não possui solução:
I Se i1 = 2, então A = 011..., B = 11... e não é possível gerar umasolução;
I Se i1 = 3, então A = 101..., B = 011... e não é possível gerar umasolução;Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 160 / 235



PCPExemploContinuação
I Com i1 = 1, então A = 10..., B = 101... talvez seja possível obteruma solução;
I Se i2 = 1, então A = 1010..., B = 101101... e não é possível geraruma solução;
I Se i2 = 2, então A = 10011..., B = 10111... e não é possível geraruma solução;
I Com i2 = 3, então A = 10101..., B = 101011... talvez seja possívelobter uma solução;
I No entanto, o mesmo raciocínio leva à escolha de i3 = 3, e assim pordiante, e não é possível nunca gerar uma solução.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 161 / 235



PCPProblema
Dada uma instância PCP sobre um certo alfabeto Σ, determinar se elapossui uma solução.

I PCP = {〈P 〉|P é uma instância PCP com uma solução};
I PCP é indecidível.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 162 / 235



PCPEstratégia da demonstração
1 Reduzir Lu para uma versão modi�cada do PCP (MPCP);2 Reduzir MPCP para PCP;3 Como Lu é indecidível, MPCP e PCP são também indecidíveis.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 163 / 235



PCPDe�nição�Modi�ed Post Corresponde Problem� (Problema da Correspondência dePosto Modi�cado):
I Uma instância MPCP é de�nida da mesma forma que uma instânciaPCP;
I A solução, no entanto, deve obrigatoriamente iniciar com o par 1;
I A = w1, w2, ..., wk;
I B = x1, x2, ..., xk;
I Diz-se que i1, i2, ..., im,m ≥ 0, é uma solução para esta instânciaMPCP se w1wi1wi2 ...wim = x1xi1xi2 ...ximMarcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 164 / 235



PCPExemploSeja Σ = {0, 1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:Lista A Lista B

i wi xi1 1 1112 10111 103 10 0
I Considerada como instância PCP, há solução;
I Considerada como instância MPCP, não há solução.
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PCPExemploContinuação
I A = w1... = 1..., B = x1... = 111...

I Se i1 = 2, então A = 110111..., B = 11110... e não há soluçãopossível;
I Se i1 = 3, então A = 110..., B = 1110... e não há solução possível;
I Se i1 = 1, então A = 11..., B = 111111... e não há solução possível,pois as cadeias nunca terão o mesmo tamanho.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 166 / 235



PCPRedução de MPCP para PCP
P1 é uma instância MPCP com solução ⇔ P ′

1 é uma instância PCP comsolução.
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PCPRedução de MPCP para PCPA obtenção de P ′
1(P

′
2) (PCP) a partir de P1(P2) (MPCP) pode ser feita daseguinte forma:

I MPCP=(A,B) sobre Σ;
I Suponha A = w1, w2, ..., wk ;
I SuponhaB = x1, x2, ..., xk ;
I Suponha que ∗ /∈ Σ, $ /∈ Σ;
I PCP=(C,D) sobre Σ ∪ {∗, $};
I C = y0, y1, y2, ..., yk, yk+1;
I D = z0, z1, z2, ..., zk, zk+1;Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 168 / 235



PCPRedução de MPCP para PCP
I ∀i, 1 ≤ i ≤ k, yi é obtido a partir de wi pela inserção do símbolo ∗após cada símbolo de wi

I ∀i, 1 ≤ i ≤ k, zi é obtido a partir de xi pela inserção do símbolo ∗antes cada símbolo de xi

I y0 = ∗y1

I z0 = z1

I yk+1 = $

I zk+1 = ∗$
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PCPExemploSuponha a instância MPCP: Lista A Lista B

i wi xi1 1 1112 10111 103 10 0A aplicação da construção anterior resulta na instância PCP:Lista C Lista D

i yi zi0 *1* *1*1*11 1* *1*1*12 1*0*1*1*1* *1*03 1*0* *04 $ *$Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 170 / 235



PCPRedução de MPCP para PCP
Para provar que a construção proposta é uma redução, é necessário(suponha que P1 reduz para P ′

1):1 Provar que se P1 é uma instância MPCP com solução, então P ′
1 éuma instância PCP com solução;2 Provar que se P ′

1 é uma instância PCP com solução, então P1 é umainstância MPCP com solução.
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PCPRedução de MPCP para PCPSe P1 é uma instância MPCP com solução, então P ′
1 é uma instância PCPcom solução:

I Suponha que a solução de P1 seja i1, i2, ..., im;
I Portanto, w1wi1wi2 ...wim = x1xi1xi2...xim ;
I Considerar y1yi1yi2 ...yim e z1zi1zi2 ...zim ;
I As duas cadeias são idênticas, exceto pelo primeiro símbolo daprimeira cadeia e pelo último símbolo da segunda cadeia;
I Ou seja, ∗y1yi1yi2...yim = z1zi1zi2 ...zim∗;
I Mas esse resultado pode ser obtido substituindo-se o primeiro par (de

1 por 0) e acrescentando-se um novo par no �nal (k + 1);
I Ou seja, y0yi1yi2 ...yimyk+1 = z0zi1zi2 ...zimzk+1;
I Logo, 0, i1, i2, ..., im, k + 1 é uma solução de P ′

1.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 172 / 235



PCPRedução de MPCP para PCPSe P ′
1 é uma instância PCP com solução, então P1 é uma instância MPCPcom solução:

I A solução de P ′
1 deve começar com o par 0 e terminar com o par

k + 1, pois apenas o par 0 inicia com o mesmo símbolo (∗) e apenas opar k + 1 termina com o mesmo símbolo ($);
I Portanto, a solução de P ′

1 é 0, i1, i2, ..., im, k + 1;
I Logo, y0yi1yi2...yimyk+1 = z0zi1zi2 ...zimzk+1;
I Se forem removidos todos os símbolos ∗ e $ de ambas as cadeias,resulta:
I w1wi1wi2 ...wim = x1xi1xi2 ...xim ;
I Ou seja, 1, i1, i2, ..., im é solução para P1.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 173 / 235



PCPRedução de MPCP para PCP
Conclusões até o momento:

I Se PCP for decidível, então MPCP também será decidível;
I Se MPCP for indecidível, então PCP também será indecidível.
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PCPExemplo
Suponha a instância MPCP: Lista A Lista B

i wi xi1 ab abb2 bab ba3 ba a4 a ba
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 175 / 235



PCPExemploContinuaçãoA aplicação da construção anterior resulta na instância PCP:Lista C Lista D

i yi zi0 *a*b* *a*b*b1 a*b* *a*b*b2 b*a*b* *b*a3 b*a* *a4 a* *b*a5 $ *$
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 176 / 235



PCPExemploContinuação
I Uma solução para a instância MPCP é 3, 2, 4;
I y1y3y2y4 = a ∗ b∗

︸ ︷︷ ︸

y1

b ∗ a∗
︸ ︷︷ ︸

y3

b ∗ a ∗ b∗
︸ ︷︷ ︸

y2

a∗
︸︷︷︸

y4

I z1z3z2z4 = ∗a ∗ b ∗ b
︸ ︷︷ ︸

z1

∗a
︸︷︷︸

z3

∗b ∗ a
︸ ︷︷ ︸

z2

∗b ∗ a
︸ ︷︷ ︸

z4

I Substituir o par 1 pelo par 0 no início e acrescentar o par 5 no �nal;
I y0y3y2y4y5 = ∗a ∗ b∗

︸ ︷︷ ︸

y0

b ∗ a∗
︸ ︷︷ ︸

y3

b ∗ a ∗ b∗
︸ ︷︷ ︸

y2

a∗
︸︷︷︸

y4

$
︸︷︷︸

y5

I z0z3z2z4z5 = ∗a ∗ b ∗ b
︸ ︷︷ ︸

z0

∗a
︸︷︷︸

z3

∗b ∗ a
︸ ︷︷ ︸

z2

∗b ∗ a
︸ ︷︷ ︸

z4

∗$
︸︷︷︸

z5

I Portanto, 0, 3, 2, 4, 5 é uma solução para o PCP correspondente.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 177 / 235



PCPExemploContinuação
I Uma solução para a instância PCP é 0, 3, 5;
I y0y3y5 = ∗a ∗ b∗

︸ ︷︷ ︸

y0

b ∗ a∗
︸ ︷︷ ︸

y3

$
︸︷︷︸

y5

= z0z3z5 = ∗a ∗ b ∗ b
︸ ︷︷ ︸

z0

∗a
︸︷︷︸

z3

∗$
︸︷︷︸

z5

I Remover todos os símbolos ∗ e $ de ambas as cadeias;
I O resultado é w1w3 = ab

︸︷︷︸

w1

ba
︸︷︷︸

w3

= x1x3 = abb
︸︷︷︸

x1

a
︸︷︷︸

x3

I Logo, 1, 3 é uma solução para o MPCP correspondente.
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PCPRedução de Lu para MPCP
〈M1, w1〉 ∈ Lu ⇔ P1 é uma instância MPCP com solução.
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PCPRedução de Lu para MPCPA obtenção de P a partir de 〈M,w〉 pode ser feita da seguinte forma:
I As listas A e B representam a história de computação de M com w;
I Soluções parciais para P representam histórias de computaçãoincompletas para w em M ;
I Se w ∈ L(M), ou seja, se 〈M,w〉 ∈ Lu, então é possível gerar umasolução para P ;
I Se w /∈ L(M), ou seja, se 〈M,w〉 /∈ Lu, então não há solução possívelpara P ;
I A construção da lista A está sempre uma con�guração �atrasada� emrelação à construção da lista B;
I As listas coincidem se e apenas se M entra num estado �nal.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 180 / 235



PCPRedução de Lu para MPCPPremissaSeja M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, B, F ) e suponha que:1 M não grava brancos na �ta;2 M não se desloca para à esquerda da posição inicial da �ta.Nesse caso, é possível a�rmar que:
I As con�gurações de M tem o formato geral αqβ, com q ∈ Q,α ∈ Γ∗e β ∈ Γ∗, ou seja, α e β são compostos apenas por símbolosdiferentes de B;
I As cadeias α e β representam as posições da �ta inicialmenteocupadas pela cadeia de entrada w, além de eventuais posiçõesvisitadas à direita da mesma.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 181 / 235



PCPRedução de Lu para MPCP
Passo 1:

I O primeiro par da instância MPCP é:Lista A Lista B1 # #q0w#

I Ele será usado para iniciar a solução, caso exista;
I Notar que a lista B está uma con�guração adiantada em relação àlista A.
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PCPRedução de Lu para MPCPPasso 2:
I Novos pares são criados a partir de δ, com o objetivo de reproduzir ahistória de computação de w em M ;
I ∀qi ∈ Q − F, qj ∈ Q,x, y, z ∈ Γ, acrescentar os pares:Lista A Lista B

qix yqj se δ(qi, x) = (qj , y,R)
zqix qjzy se δ(qi, x) = (qj , y, L)
qi# yqj# se δ(qi, B) = (qj, y,R)
zqi# qjzy# se δ(qi, B) = (qj, y, L)

I Para cada transição possível de ser aplicada numa certa con�guraçãode M , há um par correspondente em P ;
I A lista B está uma con�guração adiantada em relação à lista A.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 183 / 235



PCPRedução de Lu para MPCP
Passo 3:

I ∀x ∈ Γ, acrescentar os pares:Lista A Lista B

x x
# #

I Permitem a cópia de símbolos que não envolvam o estado corrente;
I Serão usados para permitir o avanço da solução até chegar numa novacon�guração.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 184 / 235



PCPRedução de Lu para MPCPPasso 4:
I Se um estado �nal foi alcançado, deve-se permitir que as cadeias setornem idênticas;
I ∀qf ∈ F, x ∈ Γ, y ∈ Γ, acrescentar os pares:Lista A Lista B

xqfy qf

xqf qf

qfy qf

I São geradas novas cadeias que não representam con�gurações;
I O uso recorrente desses pares permite o �consumo� dos símbolos quese encontram à esquerda e à direita do estado qf na últimaconfguração.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 185 / 235



PCPRedução de Lu para MPCPPasso 5:
I Todos os símbolos, a menos de qf , foram removidos da últimacon�guração;
I w1...wk = #µ#

I x1...xk = #µ#qf#

I Para torná-las iguais, basta acrescentar o par:Lista A Lista B

qf## #

I w1...wk = #µ#qf##

I x1...xk = #µ#qf##

I P tem uma solução.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 186 / 235



PCPExemploConstrução de P a partir de
M = ({q1, q2, q3}, {0, 1}, {0, 1, B}, δ, q1 , B, {q3}) e w = 01, com δ:

qi δ(qi, 0) δ(qi, 1) δ(qi, B)

q1 (q2, 1, R) (q2, 0, L) (q2, 1, L)
q2 (q3, 0, L) (q1, 0, R) (q2, 0, R)
q3 � � �A história de computação de w em M é:
q101 ` 1q21 ` 10q1 ` 1q201 ` q3101
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PCPExemploContinuação Passo Lista A Lista B Origem(1) # #q101(2) q10 1q2 δ(q1, 0) = (q2, 1, R)
0q11 q200 δ(q1, 1) = (q2, 0, L)
1q11 q210 δ(q1, 1) = (q2, 0, L)
0q1# q201# δ(q1, B) = (q2, 1, L)
1q1# q211# δ(q1, B) = (q2, 1, L)
0q20 q300# δ(q2, 0) = (q3, 0, L)
1q20 q310# δ(q2, 0) = (q3, 0, L)
q21 0q1 δ(q2, 1) = (q1, 0, R)
q2# 0q2# δ(q2, B) = (q2, 0, R)(3) 0 0
1 1
# #Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 188 / 235



PCPExemploContinuação Passo Lista A Lista B Origem(4) 0q30 q3

0q31 q3

1q30 q3

1q31 q3

0q3 q3

1q3 q3

q30 q3

q31 q3(5) q3## #Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 189 / 235



PCPExemploContinuação
I A solução para essa instância MPCP começa com o primeiro par(passo 1):

A : #

B : #q101#
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PCPExemploContinuação
I Para continuar, é necessário que o próximo par da lista A seja pre�xoda cadeia q101#;
I O par (q10, 1q2) é selecionado (passo 2):

A : #q10

B : #q101#1q2
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PCPExemploContinuação
I Para continuar, é necessário copiar o restante da con�guração atéalcançar o estado q2;
I Os pares (1, 1), (#,#) e (1, 1) são selecionados (passo 3):

A : #q101

B : #q101#1q21

A : #q101#

B : #q101#1q21#

A : #q101#1

B : #q101#1q21#1Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 192 / 235



PCPExemploContinuação
I Para continuar, é necessário que o próximo par da lista A seja pre�xoda cadeia q21#1;
I O par (q21, 0q1) é selecionado (passo 2):

A : #q101#1q21

B : #q101#1q21#10q1
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PCPExemploContinuação
I Em seguida, pode-se copiar 2 (#1) ou 3 (#10) símbolos antes deaplicar uma nova transição;
I No entanto, a inserção de 3 símbolos impede o desenvolvimento dascadeias, pois não existem pares na lista A que sejam pre�xo de q1#10:

A : #q101#1q21#10

B : #q101#1q21#10q1#10
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PCPExemploContinuação
I Isso acontece porque a próxima movimentação de M é para aesquerda e, portanto, o símbolo à esquerda de q1 é necessário parafazer a escolha do par correto nesse caso;
I Deve-se copiar apenas 2 símbolos (# e 1), resultando em:

A : #q101#1q21#1

B : #q101#1q21#10q1#1
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PCPExemploContinuação
I Para continuar, é necessário que o próximo par da lista A seja pre�xoda cadeia 0q1#1;
I O par (0q1#, q201#) é selecionado (passo 2):

A : #q101#1q21#10q1#

B : #q101#1q21#10q1#1q201#
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PCPExemploContinuação
I Para continuar, pode-se selecionar o par (1, 1) (passo 3) ou entãoselecionar o par (1q20, q310) (passo 2);
I Como a primeira escolha impede o desenvolvimento futuro dascadeias, deve-se optar pela segunda alternativa e o resultado é:

A : #q101#1q21#10q1#1q20

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q310
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PCPExemploContinuação
I Esse ponto corresponde à entrada de M num estado de aceitação (q3);
I Portanto, são iniciados os procedimentos para tornar as cadeiasidênticas;
I Antes, porém, são selecionados os pares (1, 1) e (#,#):

A : #q101#1q21#10q1#1q201

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101

A : #q101#1q21#10q1#1q201#

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 198 / 235



PCPExemploContinuação
I Para continuar, é selecionado o par (q31, q3) (passo 4):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q31

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q3

I Copiando os símbolos 0, 1 e # (passo 3):
A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 199 / 235



PCPExemploContinuação
I Para continuar, é selecionado o par (q30, q3) (passo 4):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q30

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q3

I Copiando os símbolos 1 e # (passo 3):
A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 200 / 235



PCPExemploContinuação
I Para continuar, é selecionado novamente o par (q31, q3) (passo 4):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#q3

I Copiando o símbolo # (passo 3):
A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#q3#Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 201 / 235



PCPExemploContinuação
I Para terminar, é selecionado o par (q3##,#) (passo 5):

A : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#q3##

B : #q101#1q21#10q1#1q201#q3101#q301#q31#q3##

I As cadeias são idênticas e P tem solução.
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PCPRedução de Lu para MPCP
Para provar que a construção proposta é uma redução, é necessário(considerar P obtido a partir de M,w conforme visto anteriormente):1 Provar que se 〈M,w〉 ∈ Lu, então P é uma instância MPCP comsolução;2 Provar que se P é uma instância MPCP com solução, então

〈M,w〉 ∈ Lu.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 203 / 235



PCPRedução de Lu para MPCP
Se 〈M,w〉 ∈ Lu, então P é uma instância MPCP com solução:

I Iniciar a simulação com o par 1;
I Usar os pares do passo 2 para representar mudanças movimentaçõesde M e pares do passo 3 para copiar símbolos da �ta e # conformenecessário;
I Se M entrar num estado de aceitação, usar os pares do passo 4 edepois o par do passo 5 para permitir que as cadeias �quem idênticas;
I Logo, se 〈M,w〉 ∈ Lu, então P tem solução.
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PCPRedução de Lu para MPCP
Se P é uma instância MPCP com solução, então 〈M,w〉 ∈ Lu:

I Por se tratar de MPCP, a solução parcial começa com:
A : #

B : #q0w#
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PCPRedução de Lu para MPCP
I Enquanto M não entra em um estado de aceitação, apenas os paresdos passos 2 e 3 pode ser usados, e as cadeias possuem o formatogeral (observar que |xy| > |x|):

A : x

B : xy

I Se existir uma solução, então isso signi�ca que, em algum momento,os pares do passo 4 terão sido usados;
I Logo, se P tem solução, então M entra em um estado de aceitação,ou seja, M aceita w e 〈M,w〉 ∈ Lu.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 206 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblema AMBGLC

Determinar se uma gramática livre de contexto G qualquer é ambígua:
AMBGLC = {〈G〉|G é uma GLC ambígua}Teorema: AMBGLC é indecidível.Prova:

I Por redução a partir de PCP.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 207 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblema AMBGLCConstrução de uma GLC G a partir de uma instância PCP P , tal que
P tem solução ⇔ G é ambígua:

I Seja P = (A,B) sobre Σ;
I A = w1, w2, ..., wk;
I B = x1, x2, ..., xk;
I Seja GA uma GLC que gera uma linguagem LA sobre

Σ′ = Σ ∪ {a1, a2, ..., ak}:
A → w1Aa1|w2Aa2|...|wkAak|

A → w1a1|w2a2|...|wkak

I ai representa o índice i usado para selecionar o par correspondente.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 208 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblema AMBGLC

A linguagem LA:
I Suas sentenças tem a forma geral:

wi1wi2 ...wimaim ...ai2ai1com m ≥ 1 e 1 ≤ i1, i2, ..., im ≤ k.
I LA é não-ambígua (todas as suas sentenças possuem uma únicaseqüência de derivações mais à esquerda).
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 209 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblema AMBGLCSeja GB uma GLC que gera uma linguagem LB sobre
Σ′ = Σ ∪ {a1, a2, ..., ak}:

I A = w1, w2, ..., wk;
I B = x1, x2, ..., xk;
I GB :

B → x1Ba1|x2Ba2|...|xkBak|

B → x1a1|x2a2|...|xkak

I ai representa o índice i usado para selecionar o par correspondente;
I LB é não-ambígua.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 210 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblema AMBGLC

Construção de uma GLC GAB a partir de GA e GB , que por sua vez foramconstruídas a partir de P :
I Seja GA = ({A} ∪ Σ′,Σ′, PA, A);
I Seja GB = ({B} ∪ Σ′,Σ′, PB , B);
I Construir GAB =

({S,A,B} ∪ Σ′,Σ′, PA ∪ PB ∪ {S → A,S → B}, S)
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Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblema AMBGLC

Para provar que a construção proposta é uma redução, basta provar que:1 Se a instância PCP P tem solução, então G é ambígua;2 Se G é ambígua, então a instância PCP P tem solução.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 212 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblema AMBGLCSe G é ambígua, então P tem solução:1. Considere G = GAB ;2. Se G é ambígua, então existe pelo menos uma cadeia α com duas oumais derivações mais à esquerda em L(G);3. Como, por construção, GA e GB são não-ambíguas, então as duasderivações para α devem ser:
S ⇒ A ⇒ ... ⇒ α

S ⇒ B ⇒ ... ⇒ α4. No entanto, α = wi1wi2 ...wimaim ...ai2ai1 = xi1xi2...ximaim ...ai2ai15. Portanto, wi1wi2 ...wim = xi1xi2...xim6. Logo, P tem uma solução (i1i2...im).Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 213 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblema AMBGLCSe P tem solução, então G é ambígua:1. Considere G = GAB ;2. Suponha que i1, i2, ..., im seja uma solução para P ;3. Considere as seguintes derivações em G:
S ⇒ A ⇒ wi1Aai1 ⇒ wi1wi2Aai2ai1 ⇒ ...

⇒ wi1wi2 ...wim−1
Aaim−1

...ai2ai1

⇒ wi1wi2 ...wim−1
wimaimaim−1

...ai2ai1

S ⇒ B ⇒ xi1Aai1 ⇒ xi1xi2Aai2ai1 ⇒ ...

⇒ xi1xi2 ...xim−1
Aaim−1

...ai2ai1

⇒ xi1xi2 ...xim−1
ximaimaim−1

...ai2ai1Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 214 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblema AMBGLC

4. Como i1, i2, ..., im é uma solução, então wi1wi2 ...wim = xi1xi2 ...xim5. Como as cadeias são idênticas, e como elas foram geradas de formasdistintas, usando apenas derivações mais à esquerda, então G éambígua.Como PCP reduz para GAMB e PCP é indecidível, então GAMB étambém indecidível.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 215 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsExemplo
I Seja P a seguinte instância PCP sobre {a, b}:Lista A Lista B

wi xi1 aaa aa2 baa abaaa

I Considerar Σ′ = {a, b, a1, a2} e GA:
A → aaaAa1|baaAa2|aaaa1|baaa2

I Considerar Σ′ = {a, b, a1, a2} e GB :
B → aaBa1|abaaaBa2|aaa1|abaaaa2Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 216 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsExemplo
I Considerar Σ′ = {a, b, a1, a2} e GAB :

S → A|B

A → aaaAa1|baaAa2|aaaa1|baaa2

B → aaBa1|abaaaBa2|aaa1|abaaaa2
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Problemas relacionados com GLCs e LLCsExemploContinuação
P tem solução ⇒ GAB é ambígua:

I A seqüência 121 é uma solução para P ;
I Considerar w1w2w1a1a2a1 ∈ LA e x1x2x1a1a2a1 ∈ LB ;
I Como 121 é solução, então w1w2w1 = x1x2x1 e, portanto,

w1w2w1a1a2a1 = x1x2x1a1a2a1 = aaabaaaaaa1a2a1;
I No entanto, existem duas derivações mais à esquerda distintas paraessa cadeia em GAB :

S ⇒ A ⇒ aaaAa1 ⇒ aaabaaAa2a1 ⇒ aaabaaaaaa1a2a1

S ⇒ B ⇒ aaAa1 ⇒ aaabaaaAa2a1 ⇒ aaabaaaaaa1a2a1

I Portanto, GAB é ambígua.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 218 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsExemploContinuação
GAB é ambígua ⇒ P tem solução:

I Seja cadeia aaabaaaaaa1a2a1 ∈ LAB;
I Essa cadeia tem duas derivações mais à esquerda distintas:

S ⇒ A ⇒ aaaAa1 ⇒ aaabaaAa2a1 ⇒ aaabaaaaaa1a2a1

S ⇒ B ⇒ aaAa1 ⇒ aaabaaaAa2a1 ⇒ aaabaaaaaa1a2a1

I Da primeira derivação, pode-se concluir que aaabaaaaa = w1w2w1;
I Da segunda derivação, pode-se concluir que aaabaaaaa = x1x2x1;
I Portanto, P tem uma solução (121).Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 219 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsComplemento de uma linguagem de lista
I LA e LB são linguagens livres de contexto;
I Deseja-se provar que LA e LA são também livres de contexto;
I Esses resultados permitirão a demonstração de que outros problemasacerca das linguagens livres de contexto são também indecidíveis.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 220 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCs
LA é LLC
Teorema: Seja LA uma linguagem para a lista A de uma instância PCP Psobre Σ ∪ {a1, a2, ..., ak}. Então LA é também livre de contexto.Prova:Será apresentado um autômato de pilha determinístico M , com critério deaceitação estado �nal, que reconhece LA.

Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 221 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCs
LA é LLC1. Enquanto M encontrar apenas símbolos de Σ na entrada, ele os inserena pilha. Se a cadeia de entrada esgotar, M aceita pois todas ascadeias de Σ∗ ∈ LA;2. Veri�car se o próximo símbolo da cadeia de entrada é ai; se não é,aceitar;3. Desempilhar |wi| símbolos do topo da pilha; se não houverem |wi|símbolos na pilha, aceitar; se houverem, veri�car se eles correspondemà wR

i :(a) Em caso negativo, então a cadeia de entrada certamente não pertenceà LA. Nesso caso, M deve esgotar a leitura dos símbolos da cadeia deentrada e ir para um estado de aceitação;(b) Em caso a�rmativo, e se a pilha ainda não está vazia, ir para 2;(c) Em caso a�rmativo, e se a pilha está vazia, a cadeia analisada até omomento pertence à LA. A aceitação ou rejeição de M estarácondicionada à presença de novos símbolos no �nal da cadeia.4. Se houverem outros símbolos de Σ na cadeia entrada, aceitar. Casocontrário, rejeitar.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 222 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsExemplo
Seja Σ = {0, 1} e suponha que as listas A e B sejam as seguintes:Lista A Lista B

i wi xi1 1 1112 10111 103 10 0
A → 1Aa1|10111Aa2|10Aa3|1a1|10111a2|10a3
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Problemas relacionados com GLCs e LLCsExemplo
I A cadeia 10111

︸ ︷︷ ︸

w2

10
︸︷︷︸

w3

a3a2 /∈ LA, pois M :1 Empilha 1011110;2 Quando encontra a3, desempilha |w3| = 2 símbolos, σ1σ2;3 Veri�ca que σ1σ2 = 01 = wR
3 ;4 Quando encontra a2, desempilha |w2| = 5 símbolos, σ1σ2σ3σ4σ5;5 Veri�ca que σ1σ2σ3σ4σ5 = 11101 = wR

2 ;6 Como não há outros símbolos na cadeia de entrada, a cadeia pertenceà LA e portanto M a rejeita.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCsExemplo
I A cadeia 10111

︸ ︷︷ ︸

w2

10
︸︷︷︸

w3

a2a3 ∈ LA, pois:1 Empilha 1011110;2 Quando encontra a2, desempilha |w2| = 5 símbolos, σ1σ2σ3σ4σ5;3 Veri�ca que σ1σ2σ3σ4σ5 = 01111 6= wR
2 e aceita a entrada.

I A cadeia a3a2 10111
︸ ︷︷ ︸

w2

10
︸︷︷︸

w3

∈ LA, pois:1 Não existem símbolos na pilha para veri�car depois de encontrado a3.
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 225 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsExemplo
I A cadeia 10111

︸ ︷︷ ︸

w2

10
︸︷︷︸

w3

a3a2a1 ∈ LA:1 Empilha 1011110;2 Quando encontra a3, desempilha |w3| = 2 símbolos, σ1σ2;3 Veri�ca que σ1σ2 = 01 = wR
3 ;4 Quando encontra a2, desempilha |w2| = 5 símbolos, σ1σ2σ3σ4σ5;5 Veri�ca que σ1σ2σ3σ4σ5 = 11101 = wR

2 ;6 Quando encontra a1, M aceita a entrada.
I A cadeia 10111

︸ ︷︷ ︸

w2

10
︸︷︷︸

w3

∈ LA:1 Empilha 1011110;2 Como não encontra nenhum ai, a entrada é aceita.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 226 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsExemplo
I A cadeia 11111

︸ ︷︷ ︸

?

a2 ∈ LA:1 Empilha 11111;2 Quando encontra a2, desempilha |w2| = 5 símbolos, σ1σ2σ3σ4σ5;3 Veri�ca que σ1σ2σ3σ4σ5 = 11111 6= wR
2 e aceita a entrada.

I A cadeia 1111
︸︷︷︸

?

1
︸︷︷︸

w1

a1a2 ∈ LA:1 Empilha 11111;2 Quando encontra a1, desempilha |w1| = 1 símbolos, σ1;3 Veri�ca que σ1 = 1 = wR
1 ;4 Quando encontra a2, tenta desempilhar |w2| = 5 símbolos, masexistem apenas 4 deles na pilha;5 M aceita a entrada.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 227 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblemasSejam G1, G2 gramáticas livres de contexto quaisquer e R uma expressãoregular qualquer. Os seguintes problemas são indecidíveis:1 L(G1) ∩ L(G2) = ∅?2 L(G1) = L(G2)?3 L(G1) = L(R)?4 L(G1) = T ∗ para algum alfabeto T ?5 L(G1) ⊆ L(G2)?6 L(R) ⊆ L(G1)?
Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 228 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCsProblemas
Serão feitas reduções de PCP para cada um desses problemas:

I Seja Σ o alfabeto da instância PCP P considerada;
I Seja I = {a1, a2, ..., ak};
I LA, LB , LA e LB são linguagens livres de contexto construídas sobre

P ;
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs
L(G1) ∩ L(G2) = ∅?

INTGLC = {〈G1, G2〉|G1 e G2 são GLCs e L(G1) ∩ L(G2) = ∅}

I Seja L(G1) = LA;
I Seja L(G2) = LB ;
I O conjunto L(G1) ∩ L(G2) contém todas as cadeias que são soluçãode P ;
I Logo, P tem solução ⇔ L(G1) ∩ L(G2) 6= ∅;
I Temos uma redução de P para INTGLC ;
I Portanto, INTGLC e também INTGLC são indecidíveis.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 230 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCs
L(G1) = L(G2)?

EQGLC = {〈G1, G2〉|G1 e G2 são GLCs e L(G1) = L(G2)}

I Seja G1 tal que L(G1) = LA ∪ LB (LLCs são fechadas em relação àunião);
I Seja G2 tal que L(G2) = (Σ ∪ I)∗ (a linguagem é regular);
I Notar que L(G1) = LA ∪ LB = LA ∩ LB;
I Portanto, L(G1) contém todas as cadeias que não são solução de P ;
I L(G2) contém todas as cadeias sobre o alfabeto Σ ∪ I;
I Logo, P tem solução ⇔ L(G1) 6= L(G2);
I Temos uma redução de P para EQGLC ;
I Portanto, EQGLC e também EQGLC são indecidíveis.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 231 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCs
L(G1) = L(R)?

EQGLC/R = {〈G1, R〉|G1 é uma GLC,
R é uma expressão regular e L(G1) = L(R)}

I Idêntico ao caso anterior;
I Basta substituir G2 por R.
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Problemas relacionados com GLCs e LLCs
L(G1) = T ∗?

TOTGLC = {〈G1〉|G1 é uma GLC e L(G1) = T ∗para algum alfabeto T}

I Seja G1 tal que L(G1) = LA ∪ LB (LLCs são fechadas em relação àunião);
I Notar que L(G1) = LA ∪ LB = LA ∩ LB;
I Portanto, L(G1) contém todas as cadeias que não são solução de P ;
I Logo, P tem solução ⇔ L(G1) 6= T ∗;
I Temos uma redução de P para TOTGLC ;
I Notar que T = Σ ∪ {a1, a2, ..., ak} é o único alfabeto sobre o qual

LA ∪ LB pode corresponder a um fechamento;
I Portanto, TOTGLC e também TOTGLC são indecidíveis.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 233 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCs
L(G1) ⊆ L(G2)?

SUBGLC = {〈G1, G2〉|G1 e G2 são GLCs e L(G1) ⊆ L(G2)}

I Seja G1 tal que L(G1) = (Σ ∪ I)∗;
I Seja G2 tal que L(G2) = LA ∪ LB ;
I Então, L(G1) ⊆ L(G2) ⇔ LA ∪ LB = (Σ ∪ I)∗;
I Logo, P tem solução ⇔ L(G1) 6⊆ L(G2);
I Temos uma redução de P para SUBGLC ;
I Portanto, SUBGLC e também SUBGLC são indecidíveis.Marcus Ramos (UNIVASF) TC 2010-1 25 de maio de 2010 234 / 235



Problemas relacionados com GLCs e LLCs
L(R) ⊆ L(G1)?

SUBR/GLC = {〈R,G1〉|R é uma expressão regular,
G1 é uma GLC e L(R) ⊆ L(G1)}

I Idêntico ao caso anterior;
I Substituir G1 por R;
I Substituir G2 por G1.
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