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Apresentação

Mar
us Viní
ius Midena Ramos

◮
Engenheiro Eletri
ista (EPUSP 1982);

◮
Mestre em Sistemas Digitais (EPSUP 1991);

◮
Doutor em Ciên
ia da Computação (UFPE 2016);

◮
Professor do 
urso de Engenharia de Computação da UNIVASF (desde

04/2018);

◮
Autor do livro Linguagens Formais (Bookman 2009);

◮
Professor das dis
iplinas:

◮
Teoria da Computação;

◮
Linguagens Formais e Aut�matos;

◮
Compiladores;

◮
Algoritmos e Programação.

◮
Coordenador do grupo de estudos Provadores de Teoremas e suas

Apli
ações (desde 07/2018)

◮
Trabalha 
om a formalização matemáti
a de linguagens livres de


ontexto usando o Coq (desde 2013).

Mar
us Ramos (UNIVASF) Provadores de Teoremas 27/11/2018 2 / 288



Motivação

Motivação
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Motivação

Sobre o que vamos falar?

◮
Matemáti
a formal;

◮
Prova interativa de teoremas;

◮
Desenvolvimento interativo de programas 
erti�
ados;

◮
Assistentes de prova em geral;

◮
Coq em parti
ular.
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Motivação

Objetivos

◮
Introduzir os Assistentes de Prova Interativos (também 
onhe
idos


omo Provadores de Teoremas);

◮
Dis
utir o seu papel no desenvolvimento de programas e na prova de

teoremas;

◮
Apresentar alguns projetos de formalização relevantes, tanto na

indústria quanto na a
ademia;

◮
Apresentar tópi
os das prin
ipais teorias utilizadas;

◮
Apresentar o assistente de provas Coq;

◮
Mostrar alguns exemplos;

◮
Fazer alguns exer
í
ios.
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Motivação

Provadores de Teoremas × Assistentes de Prova Interativos

Termos diferentes para designar a mesma 
oisa:

◮
�Provadores de Teoremas� é um termo bastante usado mas que não


orresponde à realidade das ferramentas:

Os provadores não provam teoremas, pelo menos não sozinhos;

◮
Por isso, este é 
onsiderado um termo um pou
o mais pretensioso (ou

ambi
ioso);

◮
Neste sentido, o termo �Assistentes Interativos de Provas� é mais

razoável:

Os assistentes ajudam o usuário a 
onstruir provas e não tem 
omo

objetivo 
onstruí-las sozinhos;

◮
Ainda assim, os Assistentes Interativos de Provas ofere
em alguns

re
ursos de automação que servem para 
asos espe
iais;

◮
Nesta apresentação, assim 
omo na maior parte da literatura

espe
ializada, os dois termos serão usados de forma indistinta.
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Motivação
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Motivação

História e práti
a 
orrente

◮
Provas de teoremas:

◮
Informais;

◮
Difí
eis de 
onstruir;

◮
Difí
eis de veri�
ar.

◮
Programas de 
omputador:

◮
Informais;

◮
Difí
eis de 
onstruir;

◮
Difí
eis de testar.

◮
Coin
idên
ia?
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Motivação

História e práti
a 
orrente

◮
NA VERDADE N�O, já que a prova de teoremas e o

desenvolvimento de software possuem essen
ialmente a mesma

natureza;

◮
De a
ordo 
om a Correspondên
ia de Curry-Howard, desenvolver um

programa é a mesma 
oisa que provar um teorema, e vi
e-versa;

◮
Explorar essa similaridade pode ser bené�
a para ambas as atividades:

◮
Ra
io
ínio (�reasoning�) pode ser introduzido na programação, e

◮
Computação pode ser usada na prova de teoremas.

◮
Como tirar proveito de tudo isso então?
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Motivação

Perspe
tivas

◮
A formalização matemáti
a (�matemáti
a 
odi�
ada no


omputador�) é a resposta;

◮
Ra
io
ínio auxliado por 
omputador;

◮
Uso de assistentes interativos de provas (provadores de teoremas).
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Motivação

Questões ini
iais

◮
O que são teoremas ?

◮
O que são provas ?

◮
O que são provadores de teoremas ?
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Motivação

Questões ini
iais

Perguntar não ofende:

◮
Coisa de malu
o?

◮
Tem apli
ação práti
a?

◮
Por que eu deveria me interessar por isso?
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Motivação

Questões ini
iais

Nova maneira de:

◮
Provar teoremas;

◮
Desenvolver software.
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Motivação

Questões ini
iais

Provadores de Teoremas:

◮
Programa de 
omputador;

◮
Existem vários disponíveis;

◮
Mudam a teoria subja
ente (por exemplo, 
lássi
a ou 
onstrutiva), as

linguagens e as interfa
es;

◮
Geralmente são gratuitos;

◮
Disponíveis para várias plataformas (Windows, Linux, iOS);

◮
Fazem a veri�
ação me
âni
a da 
orreção de uma prova;

◮
Fun
ionam 
omo assistente interativo para elaboração de provas;

◮
Eventualmente permitem a extração de programas;

◮
Usam diversas linguagens e teorias.
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Motivação

Questões ini
iais

Vantagens para:

◮
Matemáti
os;

◮
Cientistas da 
omputação;

◮
Programadores;

◮
Engenheiros de software;

◮
Empresas de desenvolvimento de software e hardware;

◮
Usuários de programas, 
omponentes e apli
ativos.
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Motivação

Questões ini
iais

Para os matemáti
os:

◮
Formalização;

◮
Segurança;

◮
Publi
ação;

◮
Compartilhamento;

◮
Reutilização.
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Motivação

Questões ini
iais

◮
Prova de teoremas e desenvolvimento de software , o que uma 
oisa

tem a ver 
om a outra?

◮
Não são 
oisas 
ompletamente diferentes? Teoria e práti
a?

◮
Tem tudo a ver!
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Motivação

Questões ini
iais

Prova?

◮
Argumentação in
ontestável sobre a validade de uma proposição.

◮
Argumentação?

◮
In
ontestável?

◮
Proposição?

Dependendo da audiên
ia e das linguagens utilizadas, uma prova pode ou

não ser a
eita 
omo válida. O desa�o é propor uma linguagem que seja

simples o su�
iente para 
onven
er tdas as audiên
ias, in
luindo e

prin
ipalmente as máquinas.
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Motivação

Questões ini
iais

Teorema?

◮
Proposição não-trivial a
er
a de alguma de�nição ou 
onjunto de

de�nições.

◮
Não-trivial?

◮
De�nição?

Exemplo: ∀n, n2 + n é par.
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Motivação

Questões ini
iais

Teoria?

◮
Conjunto limitado de de�nições (uma ou mais);

◮
Conjunto, geralmente extenso, de teoremas (ou lemas) que dizem

respeito à(s) de�nição(ões);

◮
Teoremas e lemas são propriedades não-triviais das de�nições e que,

por 
ausa disso, ne
essitam ser demonstradas (provadas);

◮
As provas pre
isam ser formuladas em algum tipo de 
ál
ulo;

◮
A simpli
idade do 
ál
ulo pode permitir que as provas sejam

veri�
adas automati
amente.

Exemplos: (i) Cál
ulo Lambda e (ii) Linguagens Livres de Contexto.
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Motivação

Questões ini
iais

Provar teoremas e desenvolver sofware?

◮
Correspondên
ia de Curry-Howard;

◮
Dedução Natural;

◮
Cál
ulo Lambda.
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Motivação

Questões ini
iais

Se alguns requisitos forem observados, a prova de um teorema se torna o

programa que atende à uma 
erta espe
i�
ação.

◮
Provas ⇔ Programas;

◮
Proposições (ou Tipos) ⇔ Espe
i�
ações.
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Motivação

Questões ini
iais

Conseqüên
ia práti
a:

◮
Provar um teorema é a mesma 
oisa que 
onstruir um programa!
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Motivação

Questões ini
iais

Atividades usuais:

◮
Obter uma prova para um teorema, ou seja,

Prova ⇒ Teorema (Proposição);

◮
Construir um programa que atende uma espe
i�
ação, ou seja,

Programa ⇒ Espe
i�
ação (Tipo).
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Motivação

Questões ini
iais

Correspondên
ia de Curry-Howard:

◮
Provas são Programas;

◮
Programas são Provas;

◮
Proposições são Espe
i�
ações;

◮
Espe
i�
ações são Proposições.
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Motivação

Questões ini
iais

Desta forma, podemos:

◮
Construir uma espe
i�
ação para um programa na forma de uma

proposição;

◮
Construir uma prova para esta proposição;

◮
Obter o programa a partir da prova.
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Motivação

Questões ini
iais

Conseqüên
ias:

◮
Programas 
erti�
ados;

◮
Não há ne
essidade de testes;

◮
Corretos por 
onstrução;

◮
Maior 
on�abilidade.

Importân
ia de
orre do uso generalizado e 
res
ente de sistemas


omputa
ionais, espe
ialmente em apli
ações que ofere
em ris
o à vida ou

ao patrim�nio.
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Motivação

Questões ini
iais

Requisitos:

◮
Conhe
er Provadores de Teoremas;

◮
Conhe
er a teoria subja
ente;

◮
Experiên
ia;

◮
Força de vontade.
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Assistentes de Prova

Assistentes de Prova

Mar
us Ramos (UNIVASF) Provadores de Teoremas 27/11/2018 29 / 288



Assistentes de Prova

Chara
teristi
s

◮
Software tools that assist the user in theorem proving and program

development;

◮
First initiative dates from 1967 (Automath, De Bruijn);

◮
Many provers are available today (Coq, Agda, Mizar, HOL, Isabelle,

Matita, Nuprl...);

◮
Che
k The Seventeen Provers of the World

◮
Intera
tive;

◮
Graphi
al interfa
e;

◮
Proof/program 
he
king;

◮
Proof/program 
onstru
tion.
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Assistentes de Prova

The Seventeen Provers of the World
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Assistentes de Prova

Usage

1

The user writes a statement (proposition) or a type expression

(spe
i�
ation) in the language of the underlying logi
;

2

He 
onstru
ts (dire
tly or indire
tly):

◮
A proof of the theorem;

◮
A program (term) that 
omplies to the spe
i�
ation.

3

Dire
tly: the proof/term is written in the formal language a

epted by

the assistant;

4

Indire
tly: the proof/term is built with the assistan
e of an intera
tive

�ta
ti
s� language:

5

In either 
ase, the assistant 
he
ks that the proof/term 
omplies to

the theorem/spe
i�
ation.
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Assistentes de Prova

Che
k and/or 
onstru
t

◮
Proof assistants 
he
k that proofs/terms are 
orre
tly 
onstru
ted;

◮
This is done via simple type-
he
king algorithms;

◮
Automated proof/term 
onstru
tion might exist is some 
ases, to

some extent, but this is not the main fo
us;

◮
Thus the name �proof assistant�;

◮
Automated theorem proo�ng might be pursued, due to �proof

irrelevan
e�;

◮
Automated program development, on the other hand, is unrealisti
.
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Assistentes de Prova

Main bene�ts

◮
Proofs and programs 
an be me
hani
ally 
he
ked, saving time and

e�ort and in
reasing reliability;

◮
Che
king is e�
ient;

◮
Results 
an be easily stored and retrieved for use in di�erent 
ontexts;

◮
Ta
ti
s help the user to 
onstru
t proofs/programs;

◮
User gets deeper insight into the nature of his proofs/programs,

allowing further improvement.
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Assistentes de Prova

Appli
ations

◮
Formalization and veri�
ation of theorems and whole theories;

◮
Veri�
ation of 
omputer programs;

◮
Corre
t software development;

◮
Automati
 review of large and 
omplex proofs submitted to journals;

◮
Veri�
ation of hardware and software 
omponents.
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Assistentes de Prova

Drawba
ks

◮
Failures in infrastru
ture may de
rease 
on�den
e in the results (proof

assistant 
ode, language pro
essors, operating system, hardware et
);

◮
Size of formal proofs;

◮
Redu
ed numer of people using proof assistants;

◮
Slowly in
reasing learning 
urve;

◮
Resemblan
e of 
omputer 
ode keeps pure mathemati
ians

uninterested.
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Apli
ações

Apli
ações
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Apli
ações

Questões ini
iais

O mundo está mudando:

◮
Empresas de software estão usando Provadores de Teoremas;

◮
Elas estão 
ontratando pro�ssionais que sabem usá-los;

◮
Competitividade, produtividade e qualidade;

◮
Apli
ações importantes;

◮
Mer
ado emergente.
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Apli
ações

Questões ini
iais

Já mudou alguma 
oisa?

◮
Intel;

◮
Mi
rosoft;

◮
Compiladores, sistemas opera
ionais, 
hips, smart 
ards et
;

◮
Visível na Europa e nos EUA;

◮
Imper
eptível no Brasil;

◮
Oportunidades de 
arreira e de empreendimento.
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Apli
ações

Introdu
tion

◮
Great and in
reasing interest in formal proof and program

development over the re
ent years;

◮
Main areas in
lude:

◮
Programming language semanti
s formalization;

◮
Mathemati
s formalization;

◮
Edu
ation.

◮
Important proje
ts in both a
ademy and industry;

◮
Top 100 theorems (93% formalized as of November/2018);

◮
Che
k 100 Theorems;

◮
One way road.
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Apli
ações

100 Theorems
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Apli
ações

A Sampler of Formally Che
ked Proje
ts

Some remarkable proje
ts:

◮
Four Color Theorem;

◮
Odd Order Theorem;

◮
Kepler Conje
ture;

◮
Homotopy Type Theory and Univalent Foundations of Mathemati
s;

◮
Compiler Certi�
ation;

◮
Mi
rokernel Certi�
ation;

◮
Digital Se
urity Certi�
ation.
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Apli
ações

Four Color Theorem

◮
Stated in 1852, proved in 1976 and again in 1995;

◮
The two proofs used 
omputers to a some extent, but were not fully

me
hanized;

◮
In 2005, Georges Gonthier (Mi
rosoft Resear
h) and Benjamin Werner

(INRIA) produ
ed a proof s
ript that was fully 
he
ked by a ma
hine;

◮
Milestone in the history of 
omputer assisted proo�ng;

◮
60,000 lines of Coq s
ript and 2,500 lemmas;

◮
Byprodu
ts.
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Apli
ações

Four Color Theorem

A

ording to Wikipedia:

�In mathemati
s, the four 
olor theorem, or the four 
olor map

theorem, states that, given any separation of a plane into


ontiguous regions, produ
ing a �gure 
alled a map, no more

than four 
olors are required to 
olor the regions of the map so

that no two adja
ent regions have the same 
olor. Adja
ent

means that two regions share a 
ommon boundary 
urve

segment, not merely a 
orner where three or more regions meet.�
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Apli
ações

Four Color Theorem
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Apli
ações

Four Color Theorem

�Although this work is purportedly about using 
omputer

programming to help doing mathemati
s, we expe
t that most of

its fallout will be in the reverse dire
tion using mathemati
s to

help programming 
omputers.�

Georges Gonthier
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Apli
ações

Odd Order Theorem

◮
Also known as the Feit-Thomson Theorem;

◮
�In mathemati
s, the Feit�Thompson theorem, or odd order theorem,

states that every �nite group of odd order is solvable� (Wikipedia);

◮
Important to mathemati
s (in the 
lassi�
ation of �nite groups) and


ryptography;

◮
Conje
tured in 1911, proved in 1963;

◮
Formally proved by a team led by Georges Gonthier in 2012;

◮
Six years with full-time dedi
ation;

◮
Huge a
hievement in the history of 
omputer assisted proo�ng;

◮
150,000 lines of Coq s
ript and 13,000 theorems;
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Apli
ações

Opportunity

Fermat's Last Theorem

Statement in Coq:

Theorem Fermat: forall x y z n: nat, (x^n+y^n=z^n)->(n<=2).

A

ording to Wikipedia:

◮
�In number theory Fermat's Last Theorem (sometimes 
alled Fermat's


onje
ture, espe
ially in older texts) states that no three positive

integers a, b, and c satisfy the equation an + bn = cn for any integer

value of n greater than 2�;
◮

�This theorem was �rst 
onje
tured by Pierre de Fermat in 1637 in the

margin of a 
opy of Arithmeti
a where he 
laimed he had a proof that

was too large to �t in the margin. The �rst su

essful proof was

released in 1994 by Andrew Wiles, and formally published in 1995,

after 358 years of e�ort by mathemati
ians. The proof was des
ribed

as a 'stunning advan
e' in the 
itation for his Abel Prize award in

2016�.
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Apli
ações

Compiler Certi�
ation

◮
CompCert, a fully veri�ed 
ompiler for a large subset of C that

generates PowerPC 
ode;

◮
Obje
t 
ode is 
erti�ed to 
omply with the sour
e 
ode in all 
ases;

◮
Appli
ations in avioni
s and 
riti
al software systems;

◮
Not only 
he
ked, but also developed in Coq;

◮
Three persons-years over a �ve yers period;

◮
42,000 lines of Coq 
ode.
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Apli
ações

Mi
rokernel Certi�
ation

◮
Criti
al 
omponent of operating systems, runs in privileged mode;

◮
Harder to test in all situations;

◮
seL4, written in C (10,000 lines), was fully 
he
ked in HOL/Isabelle;

◮
No 
rash, no exe
ution of any unsafe operation in any situation;

◮
Proof is 200,000 lines long;

◮
11 persons-years, 
an go down to 8, 100% overhead over a

non-
erti�ed proje
t.
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Apli
ações

Digital Se
urity Certi�
ation

◮
JavaCard smart 
ard platform;

◮
Personal data su
h as banking, 
redit 
ard, health et
;

◮
Multiple appli
ations by di�erent 
ompanies;

◮
Con�den
e and integrity must be assured;

◮
Formalization of the behaviour and the properties of its 
omponents;

◮
Complete 
erti�
ation, highest level a
hieved;

◮
INRIA, S
hlumberger and Gemalto.
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Apli
ações

Questões ini
iais

O pro�ssional do futuro pre
isa 
onhe
er e

saber usar a teoria. Provadores de

Teoremas são apenas uma ferramenta.
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Coq

Coq
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Coq

Visão Geral

Coq é simultaneamente:

◮
Uma linguagem de programação fun
ional (que pode ser usada para


onstruir programas e realizar 
omputações);

◮
Um assistente interativo de provas que possibilita a extração de


ódigo;

◮
É justamente o uso 
ombinado destes re
ursos que o torna uma

ferramenta muito poderosa.
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Coq

Visão Geral

Coq pode ser exe
utado em linha de 
omando ou através de uma interfa
e

grá�
a (CoqIDE ou Proof General).

◮
Coq implementa duas linguagens, Gallina e Verna
ular ;

◮
Gallina é a linguagem usada para representar termos (provas e

programas) e proposições (teoremas e tipos);

◮
Gallina é baseada no Cál
ulo de Contruções 
om De�nições Indutivas;

◮
Verna
ular é a linguagem de 
omando para interação 
om o usuário.
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Coq

Overview

◮
Developed by Huet/Coquand at INRIA in 1984;

◮
First version released in 1989, indu
tive types were added in 1991;

◮
Continuous development and in
reasing usage sin
e then;

◮
The underlying logi
 is the Cal
ulus of Constru
tions with Indu
tive

De�nitions;

◮
It is implemented by a typed fun
tional programming with a higher

order logi
 language 
alled Gallina;

◮
Intera
tion with the user is via a 
ommand language 
alled Verna
ular;

◮
Constru
tive logi
 with large standard library and user 
ontributions

base;

◮
Extensible environment;

◮
Che
k Coq Home Page for downloads, do
umentation, 
ommunities

and mu
h more.
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Coq

User session

The proof 
an be 
onstru
ted dire
tly ou indire
tly . In the indire
t 
ase:

◮
The initial goal is the theorem or spe
i�
ation supplied by the user;

◮
The initial 
ontext of the proof is usually empty;

◮
The appli
ation of a �ta
ti
�, on either the 
urrent goal or one of the

premises, substitutes the 
urrent goal for zero or more subgoals, or


hanges the 
ontext a

ordingly;

◮
This 
reates the notion of a sta
k of subgoals, all of whi
h have to be

proved in reverse order;

◮
The 
ontext 
hanges and may in
orporate new premises;

◮
The pro
ess is repeated for ea
h subgoal, until no subgoal remains;

◮
The proof/expression is then 
onstru
ted, 
he
ked and saved by the

proof assistant from the sequen
e of ta
ti
s used.
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Coq

Ta
ti
s usage

◮
Inferen
e rules map premises to 
on
lusions;

◮
Forward reasoning is the pro
ess of moving from premises to


on
lusions;

◮
Example: from a proof of a and a proof of b one 
an prove a ∧ b;

◮
Ba
kward reasoning is the pro
ess of moving from 
on
lusions to

premises;

◮
Example: to prove a ∧ b one has to prove a and also prove b;

◮
Coq uses ba
kward reasoning;

◮
They are implemented by �ta
ti
s�;

◮
A ta
ti
 redu
es a goal to its subgoals, if any, 
hanges the 
ontext or

simply proves the goal.
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Coq

CoqIDE

Uma interfa
e grá�
a para uso do Coq:

◮
Menus, atalhos e preferên
ias;

◮
Lado esquerdo: editor de s
ripts (seqüên
ia de de�nições e

lemas/teoremas da teoria que se deseja formalizar);

◮
Lado direito em 
ima: 
ontexto usado na prova (�goal� 
orrente e


onjunto de premissas disponíveis);

◮
Lado direito embaixo: mensagens do sistema para o usuário.
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE

Exemplo de sessão, prova da proposição:

Lemma example:

∀ a b 
: Prop,

(a→ (b→ 
))→ (b→ (a→ (b∧ 
))).

◮
Seqüên
ia de táti
as;

◮
Pode-se avançar (
trl-arrow-down) ou retro
eder (
trl-arrow-up) táti
a

por táti
a;

◮
Táti
as já pro
essadas tornam-se verdes e �
am �travadas�;

◮
Observe a mudança do �goal� e a geração de novos �subgoals�;

◮
Observe a mudança do 
ontexto.
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Coq

CoqIDE

S
ript que 
onstrói a prova:

Lemma example:

∀ a b 
: Prop,

(a→ (b→ 
))→ (b→ (a→ (b∧ 
))).

Proof.

intros a b 
 H1 H2 H3.

split.

− exa
t H2.

− apply H1.

+ exa
t H3.

+ exa
t H2.

Qed.
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Coq

CoqIDE

Prova:

Print example.

example =

fun (a b 
 : Prop) (H1 : a → b → 
) (H2 : b) (H3 : a)

⇒ 
onj H2 (H1 H3 H2)

: ∀ a b 
 : Prop, (a → b → 
) → b → a → b ∧ 


Mar
us Ramos (UNIVASF) Provadores de Teoremas 27/11/2018 65 / 288



Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE

Mar
us Ramos (UNIVASF) Provadores de Teoremas 27/11/2018 67 / 288



Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE

Mar
us Ramos (UNIVASF) Provadores de Teoremas 27/11/2018 73 / 288



Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

Example 1: Coq session

Dire
t proof 
onstru
tion

Parameters a b 
: Prop.

Definition t0: (a->b->
)->b->a->
:=

fun (H: a->b->
)(H1: b)(H2: a)=>

H H2 H1.
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Coq

Example 1: Coq session

Indire
t proof 
onstru
tion

Parameters a b 
: Prop.

Theorem t1: (a->(b->
))->(b->(a->
)).

Proof.

intro H.

intro H1.

intro H2.

apply H.

exa
t H2.

exa
t H1.

Qed.
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Coq

Example 1: Coq proof

fun

(H : a -> b -> 
)

(H1 : b)

(H2 : a)

=>

H H2 H1

: (a -> b -> 
) -> b -> a -> 


λxa⇒(b⇒c).λyb.λza.xzy : (a⇒ (b⇒ c))⇒ (b⇒ (a⇒ c))
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Coq

Example 2: Coq session

Indire
t proof 
onstru
tion

Parameters a b: Prop.

Theorem t2: (a /\ b)->(b /\ a).

Proof.

intro H.

destru
t H as [H1 H2℄.

split.

exa
t H2.

exa
t H1.

Qed.
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Coq

Example 2: Coq proof

fun

H : a /\ b

=>

mat
h H with

| 
onj H1 H2 => 
onj H2 H1

end

: a /\ b -> b /\ a

λxa∧b.conj(second x)(first x) : (a ∧ b)⇒ (b ∧ a)
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Coq

Example 3: Coq session

Indire
t proof 
onstru
tion

Parameters a b: Prop.

Theorem t3: (a\/(a /\ b))->a.

Proof.

intro H.

destru
t H as [H1 | H2℄.

trivial.

destru
t H2 as [H3 H4℄.

exa
t H3.

Qed.
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Coq

Example 3: Coq proof

fun

H : a \/ a /\ b

=>

mat
h H with

| or_introl H1 => H1

| or_intror (
onj H3 _) => H3

end

: a \/ a /\ b -> a

λpa∨(a∧b).(case p (λx.x)(λy.first y)) : (a ∨ (a ∧ b))⇒ a

Mar
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Coq

Example 4: Coq session

Indire
t proof 
onstru
tion

Parameters a b: Prop.

Theorem t4: (a->b)->(

∼
b->

∼
a).

Proof.

intro H.

intro H1.

intro H2.

apply H1.

apply H.

exa
t H2.

Qed.
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Coq

Example 4: Coq proof

fun

(H : a -> b)

(H1 : � b)

(H2 : a)

=>

H1 (H H2)

: (a -> b) ->

∼
b ->

∼
a

λxa→b.λz¬b.λya.z(xy) : (a→ b)→ (¬b→ ¬a)
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Coq

Example 5: Coq session

Indire
t proof 
onstru
tion

Parameter R: Prop->Prop->Prop.

Theorem t5: (forall x: Prop, R x x)->

(forall x: Prop, exists y: Prop, R x y).

Proof.

intro H.

intro x.

exists x.

exa
t (H x).

Qed.
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Coq

Example 5: Coq proof

fun

(H : forall x : Prop, R x x)

(x : Prop)

=>

ex_intro (fun y : Prop => R x y) x (H x)

: (forall x : Prop, R x x) ->

forall x : Prop, exists y : Prop, R x y

λr.λt.εy.(ry, t) : (∀x.R(x, x)⇒ (∀x.∃y.R(x, y))
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Objetivos

Mar
us Ramos (UNIVASF) Provadores de Teoremas 27/11/2018 90 / 288



Objetivos

Questões ini
iais

Objetivos:

◮
Despertar o interesse pelo assunto;

◮
Apresentar uma té
ni
a inovadora que está mudando a forma de se

fazer matemáti
a e de se desenvolver software;

◮
Estudar Provadores de Teoremas e Coq em parti
ular;

◮
Entender o que é formalização matemáti
a;

◮
Provar teoremas simples;

◮
Aprender 
omo usar Coq para o desenvolvimento de software


erti�
ado;

◮
In
entivar o estudo 
ontinuado e a atuação na área, 
om pesquisas e

publi
ações;

◮
Estimular a parti
ipação no nosso grupo de estudos.
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Objetivos

Questões ini
iais

Teorias envolvidas:

◮
Lógi
a;

◮
Teoria de Provas;

◮
Dedução Natural;

◮
Cál
ulo Lambda (não-tipado e tipado);

◮
Teoria de Tipos;

◮
Curry-Howard;

◮
Construtivismo;

◮
Té
ni
as de prova (indução et
)

◮
et
.
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Objetivos

Questões ini
iais

Objetos de estudo:

◮
Teorias (slide anterior);

◮
Coq;

◮
Exemplos;

◮
Exer
í
ios;

◮
Estudos de 
aso;

◮
Slides, artigos e livros.

Muito estudo, muita persistên
ia, muito tempo e muita dedi
ação.
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Objetivos

Questões ini
iais

Em resumo:

◮
Não é fá
il;

◮
Aprendizado lento;

◮
Exige muita dedi
ação;

◮
Área ativa de pesquisa;

◮
Apli
ações 
omer
iais e a
adêmi
as de grande relevân
ia;

◮
Muitas oportunidades na a
ademia e na indústria;

◮
Tendên
ia irreversível na matemáti
a e na 
omputação;

◮
É o futuro (da matémáti
a e do desenvolvimento de software);

◮
Grande oportunidade.
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Objetivos

Exemplo Completo
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Exemplo Completo

Espe
i�
ação de um Programa

Aloritmo de ordenação

Como espe
i�
ar um algoritmo de ordenação?

◮
De�nir o domínio (listas de números inteiros);

◮
Rela
ionar entrada, saída e requisitos:

◮
Entrada: uma lista de números inteiros (repetições são permitidas);

◮
Saída: uma lista de números inteiros;

◮
Requisito 1: as listas possuem os mesmos elementos (permutação);

◮
Requisito 2: a lista de saída deve estar �ordenada�.

◮
Es
rever a proposição/espe
i�
ação;

◮
Provar o teorema/
onstruir o programa que implementa a

espe
i�
ação.
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Exemplo Completo

Objetivo

◮
Construir um programa 
erti�
ado que ordena uma lista de números

inteiros;

◮
Passos:

◮
Formular a espe
i�
ação do programa na forma de uma proposição da

lógi
a de predi
ados;

◮
Tratar a espe
i�
ação 
omo um teorema e 
onstruir a prova do mesmo;

◮
Extrair o programa 
erti�
ado a partir da prova.

◮
Extraído do livro:

Intera
tive Theorem Proving and Program Development

Yves Bertot e Pierre Castéran
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Exemplo Completo

Observações gerais

◮
Muitos detalhes;

◮
Não se preo
upem em entender tudo;

◮
Busquem apenas uma intuição ini
ial do que está sendo feito e 
omo

está sendo feito;

◮
Mais importante é ter uma visão geral da dinâmi
a e do tipo de

trabalho envolvido;

◮
A plena 
ompreensão virá depois, 
om o tempo e a práti
a.
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Exemplo Completo

S
ript Coq

◮
Texto 
orrido;

◮
Pro
essado de 
ima para baixo, esquerda para a direita;

◮
Mensagens de erros e interação 
om o usuário;

◮
De�nições (indutivas e não-indutivas);

◮
Funções (re
ursivas e não-re
ursivas);

◮
Lemas e teoremas (proposições provadas de forma interativa usando

um 
onjunto de táti
as e regras de inferên
ia; as provas são 
riadas

indiretamente).
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Exemplo Completo

S
ript Coq

◮
Novos nomes são inroduzidos em 
ada nova de�nição, lema, teorema

ou outro;

◮
Utilização nas etapas seguintes;

◮
(lema A é usado para provar B, que por sua vez é usado para provar C

e assim por diante)

◮
Computação e dedução;

◮
Lema ou teorema �nal;

◮
Provas 
ompletas;

◮
Contexto;

◮
Indução;

◮
O s
ript não é a prova!

◮
Extração de 
ódigo.
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Exemplo Completo

Objetivo

Construir um programa 
erti�
ado que ordena listas de números inteiros.

◮
Número inteiro?

◮
Lista?

◮
Lista ordenada?

◮
Qual seria a espe
i�
ação deste programa?

◮
Uma vez espe
i�
ado, 
omo 
onstruímos a prova?

◮
Da prova, 
omo extraímos o programa 
erti�
ado?

◮
Série de de�nições (algumas indutivas outras não) e lemas.
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Exemplo Completo

Número Natural

◮
Um tipo de dados de�nido de maneira indutiva:

◮
Existe pelo menos um 
aso base;

◮
Existe pelo menos um 
aso indutivo.

◮
Dois 
onstrutores apenas;

◮
Construtores são funções usadas para 
onstruir os valores do tipo que

está sendo de�nido;

◮
A expressão à direita do �:� representa o tipo da função;

◮
O 
onstrutor (função) O não tem argumentos e representa o valor

�zero� (
aso base);

◮
O 
onstrutor (função) S tem um úni
o argumento e representa

�su
essor� de um número natural, que também é um número natural

(
aso indutivo);

◮
Os números naturais são representados em unário.
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Exemplo Completo

Número Natural

De�nição de número natural em Coq:

Indu
tive nat: Type :=

| O : nat

| S : nat → nat.

Exemplos:

O (0)

S O (1)

S (S O) (2)

S (S (S O)) (3)

... (...)
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Exemplo Completo

Lista

De�nição de lista em Coq:

◮
Um tipo de dados de�nido de maneira indutiva:

◮
Existe pelo menos um 
aso base;

◮
Existe pelo menos um 
aso indutivo.

◮
Parametrizado em função do tipo do elemento (A);

◮
Dois 
onstrutores apenas:

◮
nil representa �lista vazia� (
aso base);

◮

ons representa �a
rés
imo de elemento à esquerdasu
essor� (
aso

indutivo).

◮
Tipo polimór�
o (serve para qualquer tipo de elemento);

◮
Faz uso intensivo de �notações�.
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Exemplo Completo

Lista

De�nição de lista em Coq:

Indu
tive list (A : Type) : Type :=

| nil : list A

| 
ons : A → list A → list A.

Exemplos:

nil nil [℄


ons 3 nil 3 :: nil [3℄


ons (3 (
ons (4 (
ons 5 nil)))) 3 :: 4 :: 5 :: nil [3;4;5℄
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Exemplo Completo

Lista Ordenada

De�nição de lista ordenada em Coq:

◮
Uma proposição de�nida de maneira indutiva:

◮
Existe pelo menos um 
aso base;

◮
Existe pelo menos um 
aso indutivo.

◮
Uma 
oleção in�nita de proposições de�nida de maneira indutiva;

◮
Usaremos números inteiros (Z) no lugar de números naturais (nat).

◮
Três 
onstrutores:

◮
sorted0: lista vazia é ordenada por de�nição;

◮
sorted1: lista 
om um úni
o elemento é ordenada por de�nição;

◮
sorted2: um número menor ou igual que o 
abeça de uma lista

ordenada, quando inserido no iní
io da mesma, produz uma lista

igualmente ordenada;

◮
Os 
onstrutores de uma proposição de�nida de maneira indutiva são


onsiderados axiomas , proposições que são a
eitas válidas sem

provas.
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Exemplo Completo

Lista Ordenada

De�nição de lista ordenada em Coq:

Indu
tive sorted : list Z → Prop :=

| sorted0 : sorted nil

| sorted1 : ∀ z:Z, sorted (z::nil)

| sorted2 : ∀ z1 z2:Z,

∀ l:list Z,

z1 ≤ z2 → sorted (z2::l) → sorted (z1::z2::l).

Exemplos:

Proposição Construtores utilizados

sorted nil sorted0

sorted (3::nil) sorted1

sorted (2::3::nil) sorted1 e sorted2

sorted (1::2::3::nil) sorted1, sorted2 e sorted2
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Exemplo Completo

Prova de Ordenação

Prova de que a lista 2::3::5::7::nil é ordenada:

Lemma sorted_example:

sorted (2::3::5::7:: nil).

Proof.

apply sorted2.

omega.

apply sorted2.

+ omega.

+ apply sorted2.

* omega.

* apply sorted1.

Qed.
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Exemplo Completo

Sublista Ordenada

Teorema auxiliar que prova que a remoção do elemento 
abeça de uma

lista ordenada preserva a ordenação da lista restante:

Theorem sorted_inv :

∀ z:Z,
∀ l:list Z,

sorted (z::l) → sorted l.

Proof.

intros z l H.

inversion H.

apply sorted0.

exa
t H3.

Qed.
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Exemplo Completo

Número de O
orrên
ias

Função re
ursiva que 
omputa o número de o
orrên
ias de um mesmo

elemento numa lista:

Fixpoint nb_o

 (z:Z) (l:list Z): nat:=

mat
h l with

| nil ⇒ 0

| (z' :: l') ⇒
mat
h Z_eq_de
 z z' with

| left _ ⇒ S (nb_o

 z l')

| right _ ⇒ nb_o

 z l'

end

end.
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Exemplo Completo

Permutação

Proposição (predi
ado) que indi
a se uma lista é ou não é ordenada:

Definition permutation (l l':list Z) : Prop :=

∀ z:Z,
nb_o

 z l = nb_o

 z l'.

A palavra-
have �Definition� também é usada para introduzir funções

não-re
ursivas . Se a função for re
ursiva deve-se usar �Fixpoint�.
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Exemplo Completo

Inserção

Função re
ursiva que insere um número inteiro numa lista ordenada, de

modo que a mesma 
ontinue ordenada:

Fixpoint insert (z:Z) (l:list Z): list Z :=

mat
h l with

| nil ⇒ z :: nil

| 
ons a l' ⇒
mat
h Z_le_gt_de
 z a with

| left _ ⇒ z :: a :: l'

| right _ ⇒ a :: (insert z l')

end

end.
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Exemplo Completo

Em Resumo

Temos todos os elementos para formular a proposição que se deseja provar:

◮
Sabemos os que é um número natural (e inteiro);

◮
Sabemos o que é uma lista;

◮
Sabemos o que é uma lista ordenada;

◮
Sabemos o que é uma permutação;

◮
Sabemos inserir numa lista preservando a ordenação.

Portanto, podemos formular a espe
i�
ação que desejamos provar.
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Exemplo Completo

Objetivo

Provar a proposição:

Lemma sort_
orre
t:

∀ l: list Z,

∃ l': list Z,

permutation l l' ∧ sorted l'.

◮
A prova desta proposição garante a existên
ia de uma lista ordenada

equivalente (
om os mesmos elementos) para qualquer outra que se


onsidere;

◮
Um programa 
erti�
ado pode ser extraído desta prova.
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Exemplo Completo

S
ript Coq da Prova

Proof.

indu
tion l.

− ∃ nil.
split.

+ apply permutation_refl.

+ apply sorted0.

− destru
t IHl as [l' [H1 H2℄℄.

∃ (insert a l').

split.

+ apply permutation_trans with (l2:= a :: l').

* apply permutation_
ons.

exa
t H1.

* apply insert_permutation.

+ apply insert_sorted.

exa
t H2.

Qed.
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Exemplo Completo

A Prova

sort_
orre
t =

fun l : list Z =>

list_ind

(fun l0 : list Z => exists l' : list Z, permutation l0 l' /\ sorted l')

(ex_intro (fun l' : list Z => permutation nil l' /\ sorted l') nil

(
onj (permutation_refl nil) sorted0))

(fun (a : Z) (l0 : list Z)

(IHl : exists l' : list Z, permutation l0 l' /\ sorted l') =>

mat
h IHl with

| ex_intro _ l' (
onj H1 H2) =>

ex_intro (fun l'0 : list Z => permutation (a :: l0) l'0 /\ sorted l'0)

(insert a l')

(
onj

(permutation_trans (a :: l0) (a :: l') (insert a l')

(permutation_
ons a l0 l' H1) (insert_permutation l' a))

(insert_sorted l' a H2))

end) l

: forall l : list Z, exists l' : list Z, permutation l l' /\ sorted l'
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Exemplo Completo

O Programa Extraído 1(4)

type __ = Obj.t

let __ = let re
 f _ = Obj.repr f in Obj.repr f

type 'a list =

| Nil

| Cons of 'a * 'a list

type 
omparison =

| Eq

| Lt

| Gt

(** val 
ompOpp : 
omparison -> 
omparison **)

let 
ompOpp = fun
tion

| Eq -> Eq

| Lt -> Gt

| Gt -> Lt

type sumbool =

| Left

| Right

type positive =

| XI of positive

| XO of positive

| XH

type z =

| Z0

| Zpos of positive

| Zneg of positive
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Exemplo Completo

O Programa Extraído 2(4)

module Pos =

stru
t

(** val 
ompare_
ont : 
omparison -> positive -> positive -> 
omparison **)

let re
 
ompare_
ont r x y =

mat
h x with

| XI p ->

(mat
h y with

| XI q -> 
ompare_
ont r p q

| XO q -> 
ompare_
ont Gt p q

| XH -> Gt)

| XO p ->

(mat
h y with

| XI q -> 
ompare_
ont Lt p q

| XO q -> 
ompare_
ont r p q

| XH -> Gt)

| XH ->

(mat
h y with

| XH -> r

| _ -> Lt)

(** val 
ompare : positive -> positive -> 
omparison **)

let 
ompare =


ompare_
ont Eq

end
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Exemplo Completo

O Programa Extraído 3(4)

module Z =

stru
t

(** val 
ompare : z -> z -> 
omparison **)

let 
ompare x y =

mat
h x with

| Z0 ->

(mat
h y with

| Z0 -> Eq

| Zpos _ -> Lt

| Zneg _ -> Gt)

| Zpos x' ->

(mat
h y with

| Zpos y' -> Pos.
ompare x' y'

| _ -> Gt)

| Zneg x' ->

(mat
h y with

| Zneg y' -> 
ompOpp (Pos.
ompare x' y')

| _ -> Lt)

end
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Exemplo Completo

O Programa Extraído 4(4)

(** val z_le_de
 : z -> z -> sumbool **)

let z_le_de
 x y =

mat
h Z.
ompare x y with

| Gt -> Right

| _ -> Left

(** val z_le_gt_de
 : z -> z -> sumbool **)

let z_le_gt_de
 x y =

z_le_de
 x y

(** val insert : z -> z list -> z list **)

let re
 insert z0 = fun
tion

| Nil -> Cons (z0, Nil)

| Cons (a, l') ->

(mat
h z_le_gt_de
 z0 a with

| Left -> Cons (z0, (Cons (a, l')))

| Right -> Cons (a, (insert z0 l')))

(** val sort_
orre
t : __ **)

let sort_
orre
t =

__
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplos e Exer
í
ios
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Exemplos e Exer
í
ios

ProofWeb

Versão web do Coq:

◮
Pode ser usada via navegador (Firefox);

◮
Não pre
isa baixar nem instalar;

◮
Disponível em http://proofweb.
s.ru.nl;

◮
Cli
ar em �Guest login�;

◮
Cli
ar em �A

ess the interfa
e�;

◮
Alternativamente, é possível se identi�
ar e salvar os arquivos;

◮
Ofere
e também 
ursos na área;

◮
Suporta diversos assistentes de prova.
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Exemplos e Exer
í
ios

ProofWeb 1(4)
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Exemplos e Exer
í
ios

ProofWeb 2(4)
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Exemplos e Exer
í
ios

ProofWeb 3(4)
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Exemplos e Exer
í
ios

ProofWeb 4(4)
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Exemplos e Exer
í
ios

Referên
ia

Os exemplos e exer
í
ios que seguem são do livro:

Logi
al Foundations, volume 1 da série Software Foundations

https://softwarefoundations.
is.upenn.edu/
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Exemplos e Exer
í
ios

Observações ao utilizar o ProofWeb 1(2)

◮
Bullets -, +, * não são a
eitos;

◮
O 
omando �Compute� deve ser substituído por �Eval red in� ou

�Eval vm_
ompute in�:

Compute (next_weekday friday).

Eval red in (next_weekday friday).
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Exemplos e Exer
í
ios

Observações ao utilizar o ProofWeb 2(2)

◮
O argumento des
re
ente deve ser expli
itado nas funções re
ursivas


om mais de um argumento:

Fixpoint plus (n : nat) (m : nat) : nat :=

mat
h n with

| O ⇒ m

| S n' ⇒ S (plus n' m)

end.

Fixpoint plus (n : nat) (m : nat) {stru
t n}: nat :=

mat
h n with

| O ⇒ m

| S n' ⇒ S (plus n' m)

end.
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplo 1

Dias da semana

Indu
tive day : Type :=

| monday : day

| tuesday : day

| wednesday : day

| thursday : day

| friday : day

| saturday : day

| sunday : day.
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplo 1

Dias da semana

Definition next_weekday (d:day) : day :=

mat
h d with

| monday ⇒ tuesday

| tuesday ⇒ wednesday

| wednesday⇒ thursday

| thursday ⇒ friday

| friday ⇒ monday

| saturday ⇒ monday

| sunday ⇒ monday

end.
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplo 1

Dias da semana

Compute (next_weekday friday).

Compute (next_weekday (next_weekday saturday)).

Lemma test_next_weekday:

(next_weekday (next_weekday saturday)) = tuesday.

Proof.

simpl.

reflexivity.

Qed.
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Exemplos e Exer
í
ios
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplo 2

Booleanos

Indu
tive bool : Type :=

| true : bool

| false : bool.
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplo 2

Booleanos

Definition negb (b:bool) : bool :=

mat
h b with

| true ⇒ false

| false ⇒ true

end.

Definition andb (b1:bool) (b2:bool) : bool :=

mat
h b1 with

| true ⇒ b2

| false ⇒ false

end.

Definition orb (b1:bool) (b2:bool) : bool :=

mat
h b1 with

| true ⇒ true

| false ⇒ b2

end.
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplo 2

Booleanos

Lemma test_orb1:

(orb true false) = true.

Proof.

simpl.

reflexivity.

Qed.

Lemma test_orb2:

(orb false false) = false.

Proof.

simpl.

reflexivity.

Qed.
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Exemplos e Exer
í
ios
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplo 3

Naturais

Indu
tive nat : Type :=

| O : nat

| S : nat → nat.
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplo 3

Naturais

Definition pred (n : nat) : nat :=

mat
h n with

| O ⇒ O

| S n' ⇒ n'

end.

Che
k (S (S (S (S O)))).

Definition minustwo (n : nat) : nat :=

mat
h n with

| O ⇒ O

| S O ⇒ O

| S (S n') ⇒ n'

end.

Compute (minustwo 4).
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplo 3

Naturais

Fixpoint plus (n : nat) (m : nat) : nat :=

mat
h n with

| O ⇒ m

| S n' ⇒ S (plus n' m)

end.
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Exemplos e Exer
í
ios
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Exemplos e Exer
í
ios

Exemplo 4

Naturais e booleanos

Fixpoint evenb (n:nat) : bool :=

mat
h n with

| O ⇒ true

| S O ⇒ false

| S (S n') ⇒ evenb n'

end.

Definition oddb (n:nat) : bool := negb (evenb n).

Lemma test_oddb1:

oddb 1 = true.

Proof.

simpl.

reflexivity.

Qed.
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Exemplos e Exer
í
ios

Mar
us Ramos (UNIVASF) Provadores de Teoremas 27/11/2018 143 / 288



Exemplos e Exer
í
ios

Exer
í
ios

De�nir as seguintes funções :

Definition nandb (b1:bool) (b2:bool) : bool

Fixpoint mult (n m : nat) : nat

Fixpoint fa
torial (n:nat) : nat

Definition blt_nat (n m : nat) : bool
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Exemplos e Exer
í
ios

Soluções

Definition nandb (b1:bool) (b2:bool) : bool:=

negb (andb b1 b2).

Eval vm_
ompute in (nandb true true).

Eval vm_
ompute in (nandb false true).
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Exemplos e Exer
í
ios

Soluções

Fixpoint mult (n m : nat) {stru
t n} : nat:=

mat
h n with

| O ⇒ O

| S n' ⇒ plus m (mult n' m)

end.

Eval vm_
ompute in (mult 2 3).

Eval vm_
ompute in (mult 6 4).
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Exemplos e Exer
í
ios

Soluções

Fixpoint fa
torial (n:nat) : nat:=

mat
h n with

| O ⇒ 1

| S n' ⇒ n * (fa
torial n')

end.

Eval vm_
ompute in (fa
torial 4).

Eval vm_
ompute in (fa
torial 8).
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Exemplos e Exer
í
ios

Soluções

Fixpoint blt_nat (n m : nat) {stru
t n} : bool:=

mat
h n, m with

| O, O ⇒ false

| O, S m' ⇒ true

| S n', O ⇒ false

| S n', S m' ⇒ blt_nat n' m'

end.

Eval vm_
ompute in (blt_nat 2 2).

Eval vm_
ompute in (blt_nat 1 3).

Eval vm_
ompute in (blt_nat 3 0).
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Exemplos e Exer
í
ios

Exer
í
ios

Provar os seguintes lemas :

Lemma test_nandb3: (nandb false true) = true.

Lemma test_nandb4: (nandb true true) = false.

Lemma mult_0_l: ∀ n: nat, 0 * n = 0.

Lemma test_fa
torial1: (fa
torial 3) = 6.

Lemma test_fa
torial2: (fa
torial 5) = (mult 10 12).

Lemma test_blt_nat1: (blt_nat 2 2) = false.

Lemma test_blt_nat2: (blt_nat 2 4) = true.

Lemma test_blt_nat3: (blt_nat 4 2) = false.
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Exemplos e Exer
í
ios

Soluções

Lemma test_nandb3:

(nandb false true) = true.

Proof.

unfold nandb.

simpl.

reflexivity.

Qed.

Lemma test_nandb4:

(nandb true true) = false.

Proof.

unfold nandb.

simpl.

reflexivity.

Qed.
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Exemplos e Exer
í
ios

Soluções

Lemma mult_0_l:

∀ n: nat, 0 * n = 0.

Proof.

intros n.

simpl.

reflexivity.

Qed.
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Exemplos e Exer
í
ios

Soluções

Lemma test_fa
torial1:

(fa
torial 3) = 6.

Proof.

simpl.

reflexivity.

Qed.

Lemma test_fa
torial2:

(fa
torial 5) = (mult 10 12).

Proof.

simpl.

reflexivity.

Qed.
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Exemplos e Exer
í
ios

Soluções

Lemma test_blt_nat1: (blt_nat 2 2) = false.

Proof.

unfold blt_nat.

reflexivity.

Qed.

Lemma test_blt_nat2: (blt_nat 2 4) = true.

Proof.

unfold blt_nat.

reflexivity.

Qed.

Lemma test_blt_nat3: (blt_nat 4 2) = false.

Proof.

unfold blt_nat.

reflexivity.

Qed.
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Exemplos e Exer
í
ios

Exer
í
ios (avançados)

Provar a 
omutatividade da adição:

Theorem plus_
omm:

∀ n m: nat,

n + m = m + n.

Provar a asso
iatividade da adição:

Theorem plus_asso
:

∀ x y z: nat,

x + (y + z) = (x + y) + z.
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Exemplos e Exer
í
ios

Comutatividade da adição

Require Import Arith.

Theorem plus_
omm:

∀ n m: nat,

n + m = m + n.

Proof.

indu
tion n.

− simpl.

intros m.

rewrite plus_0_r.

reflexivity.

− intros m.

simpl.

rewrite IHn.

rewrite plus_n_Sm.

reflexivity.

Qed.
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Exemplos e Exer
í
ios

Asso
iatividade da adição

Theorem plus_asso
:

∀ x y z: nat,

x + (y + z) = (x + y) + z.

Proof.

indu
tion x.

− intros y z.

simpl.

reflexivity.

− intros y z.

rewrite plus_Sn_m.

rewrite IHx.

rewrite← plus_Sn_m.

rewrite← plus_Sn_m.

reflexivity.

Qed.
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Teoria Visão Geral

Teoria:

Visão Geral
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Teoria Visão Geral

Introdu
tion

Formalização Matemáti
a

◮
Construção de provas assistida por máquina;

◮
Veri�
ação me
anizada de provas;

◮
Velo
idade, 
on�abilidade e reutilização;

◮
Matemáti
a e Ciên
ia da Computação;

◮
Prova interativa de teoremas;

◮
Desenvolvimento 
erti�
ado de hardware e software.
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Teoria Visão Geral

Casos reais

Formalização matemáti
a é uma atividade madura:

◮
Usada ao longo dos anos;

◮
Diversidade de assistentes de provas e teorias subja
entes;

◮
Desenvolvimento da te
nologia dos assistentes de provas;

◮
Tamanho, 
omplexidade e importân
ia de diferentes projetos;

◮
Orientação teóri
a e te
nológi
a;

◮
Indústria e a
ademia;

◮
Uma tendên
ia 
lara;

◮
Ponto sem volta.
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Teoria Visão Geral

Quadro Geral

◮
Matemáti
a �informal�:

◮
Diferentes níveis de abstração podem es
onder erros difí
eis de serem

identi�
ados;

◮
Notação não-uniforme também pode 
onstituir um problema.

◮
Formalização matemáti
a (�matemáti
a 
odi�
ada no 
omputador�) é

uma tendên
ia 
lara na direção do desenvolvimento teóri
o e da

representação da teoria;

◮
Ra
io
ínio auxiliado por 
omputador e o uso de assistentes interativos

de prova;

◮
Veri�
ação me
âni
a de provas e programas, permitindo:

◮
Veri�
ação de 
ada passo de inferên
ia 
ontra um 
onjunto de regras

de inferên
ia da lógi
a subja
ente;

◮
Notação uniforme.

◮
Vantagens:

◮
Menos esforço e tempo;

◮
Maior 
on�abilidade.
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Teoria Visão Geral

Requisitos

Requisitos teóri
os para usar e entender o Coq:

◮
Lógi
a;

◮
Dedução Natural;

◮
Cál
ulo Lambda Não-Tipado;

◮
Cál
ulo Lambda Tipado;

◮
Correspondên
ia de Curry-Howard;

◮
Teoria de Tipos;

◮
Construtivismo e BHK;

◮
Teoria de Tipos Intui
ionísti
a de Martin Löf;

◮
Cál
ulo de Construções 
om De�nições Indutivas.
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Teoria Visão Geral

Ba
kground
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Teoria Visão Geral

Observações

Nos próximos slides, faremos uma breve introdução à 
ada um destes

assuntos.

◮
Eles são extensos e 
om alguma 
omplexidade, por isso não podem ser

vistos 
om detalhes em pou
o tempo;

◮
A intenção é dar uma ideia do mesmo e apresentar alguns exemplos,

mostrando o papel que o mesmo tem no 
ontexto mais geral;

◮
Nas referên
ias podem ser en
ontrados livros, artigos e slides 
om

mais informações;

◮
No Grupo de Estudos dis
utimos em detalhes todos eles;

◮
São assuntos de 
ompreensão mandatória para um perfeito

entendimento do Coq e dos prin
ípios da formalização matemáti
a e

do desenvolvimento de software 
erti�
ado.
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Teoria Lógi
a Proposi
ional

Teoria:

Lógi
a Proposi
ional
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Teoria Lógi
a Proposi
ional

Gramáti
a

◮
Fórmulas que usam variáveis lógi
as (ou proposi
ionais) e 
one
tivos

(ou operadores) lógi
os.

formula ::= variable

| ⊥

| ⊤

| (formula ∧ formula)

| (formula ∨ formula)

| (formula⇒ formula)

| (formula⇔ formula)

| (¬formula)

variable ::= a | b | c | ...
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Teoria Lógi
a Proposi
ional

Cone
tivos Lógi
os

◮ ∧: Conjunção (�e�);

◮ ∨: Disjunção (�ou�);

◮ ⇒: Impli
ação (�se-então�);

◮ ⇔: Bi-impli
ação ((a⇔ b) ≡ (a⇒ b) ∧ (b⇒ a)) (�se-e-somente-se�);

◮ ¬: Negação (¬a ≡ a⇒ ⊥) (�não�);

◮ ⊥: Falso;

◮ ⊤: Verdadeiro (⊤ ≡ ⊥ ⇒ ⊥).
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Teoria Lógi
a Proposi
ional

Pre
edên
ias e Asso
iatividades

Cone
tivo Pre
edên
ia Asso
iatividade

¬ 1 Direita

∧ 2 Indiferente

∨ 3 Indiferente

⇒ 4 Direita

⇔ 5 Direita
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Teoria Lógi
a Proposi
ional

Exemplos

1 (a⇒ (b⇒ c))⇒ (b⇒ (a⇒ c))

2 (a ∧ b)⇒ (b ∧ a)

3 (a ∨ (a ∧ b))⇒ a

4 (a⇒ b)⇒ (¬b⇒ ¬a)
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Teoria Lógi
a de Predi
ados

Teoria:

Lógi
a de Predi
ados
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Teoria Lógi
a de Predi
ados

Lógi
a de Predi
ados

◮
Fórmulas proposi
ionais 
om a adição de quanti�
adores e predi
ados.

formula ::= variable

| ⊥

| ⊤

| (formula ∧ formula)

| (formula ∨ formula)

| (formula⇒ formula)

| (formula⇔ formula)

| (¬formula)

(∗) | (∀ variable . formula)

(∗) | (∃ variable . formula)

(∗) | pred_name (arg_list)
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Teoria Lógi
a de Predi
ados

Lógi
a de Predi
ados

variable ::= a | b | c | ...

pred_name ::= P0 |P1 |P2 | ...

arg_list ::= term | arg_list , term

term ::= fun_name (arg_list) | term_var | term_const

term_var ::= v0 | v1 | v2 | ...

term_const ::= c0 | c1 | c2 | ...
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Teoria Lógi
a de Predi
ados

Lógi
a de Predi
ados

Quanti�
adores lógi
os:

◮ ∀: Quanti�
ador universal (�para todo�);

◮ ∃: Quanti�
ador existen
ial (�existe�).
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Teoria Lógi
a de Predi
ados

Exemplos

1 ∀x.R(x, x)⇒ ∀x.∃y.R(x, y)

2 ∃x.∀y.R(x, y)⇒ ∀y.∃x.R(x, y)
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Teoria Lógi
a de Predi
ados

Proposi
ional x Predi
ados

◮
A Lógi
a Proposi
ional 
ompreende um sub
onjunto das fórmulas da

Lógi
a de Predi
ados;

◮
A Lógi
a de Predi
ados é mais poderosa que a Lógi
a Proposi
ional.
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Teoria Dedução Natural

Teoria:

Dedução Natural
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Teoria Dedução Natural

Cara
terísti
as

◮
Cál
ulo para a prova de teoremas;

◮
Faz parte da Teoria das Provas;

◮
Baseada em regras de inferên
ia simples que lembram o pensamento

natural e pro
uram re�etir o senso 
omum;

◮
Se apli
a tanto à lógi
a proposi
ional quando à lógi
a de predi
ados;

◮
Produz provas mais 
ompa
tas do que os Tabl�s Semânti
os;

◮
Cada 
one
tivo lógi
o é asso
iado a regras de introdução e de

eliminação ;

◮
Esta forma de apresentação das regras de inferên
ia, no entanto, é

típi
o da Teoria de Tipos e será usada mais adianta. Ini
ialmente,

apresentaremos um 
onjunto bási
o de regras de inferên
ia sem esta

preo
upação.
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Teoria Dedução Natural

Cara
terísti
as

◮
A prova de um teorema (proposição) é uma seqüên
ia estruturada de

regras de inferên
ia que validam a 
on
lusão, usualmente sem

depender de nenhuma hpótese;

◮
A prova pode ser representada na forma de uma lista ou uma árvore;

◮
As representações mais utilizadas são os Diagramas de Fit
h, as

Provas Anotadas de Suppes e as árvores de Gentzen;

◮
Gentzen (1935) e Prawitz (1965);

◮
Originalmente desenvolvida para a lógi
a proposi
ional, for

posteriormente extendida para a lógi
a de predi
ados.
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Teoria Dedução Natural

Regras de Inferên
ia Diretas (ou Primitivas)

◮
A seguir são apresentadas algumas regras de inferên
ia diretas para

um 
onjunto restrito de 
one
tivos lógi
os: 
onjunção (∧), disjunção
(∨), impli
ação (⇒) e bi-impli
ação (⇔);

◮
Cada regra tem uma linha horizontal que separa as premissas (em


ima) da 
on
lusão (embaixo);

◮
O 
onjunto exato de regras de inferên
ia e os nomes que são dados às

mesmas varia 
onforme o autor ou a referên
ia;

◮
Este assunto será revisto e expandido depois do exemplo.
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Teoria Dedução Natural

Sistematizando o Conjunto de Regras de Inferên
ia

Normalmente 
onsidera-se razoável supor que todo e qualquer 
one
tivo

lógi
o possua pelo menos duas regras de inferên
ia: uma para introdução

do mesmo na 
on
lusão e outra para eliminação do mesmo da premissa.

◮
Impli
ação: introdução e eliminação;

◮
Conjunção: introdução e eliminação;

◮
Disjunção: introdução e eliminação;

◮
Falso: eliminação apenas (não se prova o Falso);

◮
Negação: introdução e eliminação.

Adi
ionalmente, pre
isamos de regras de introdução e eliminação para os

quanti�
adores:

◮
Universal: introdução e eliminação;

◮
Existen
ial: introdução e eliminação;
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Teoria Dedução Natural

Árvores de prova

Nos exemplos que seguem, as provas da dedu
ação natural são

apresentadas na forma de árvores.

◮
São representações grá�
a intuitivas;

◮
Re�etem o uso 
ombinado das regras de inferên
ia;

◮
Fa
ilitam o entendimento da estrutura da prova;

◮
Podem ser fa
ilmente manipuladas através de apli
ativos adequados

(por exemplo, Panda).
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Teoria Dedução Natural

Regras de Inferên
ia para a Impli
ação (⇒)

Introdução / Regra da Prova Condi
ional (RPC):

[a℄

...

b
(⇒ I)

a⇒ b

Eliminação / Modus Ponens (MP):

a⇒ b a
(⇒ E)

b
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Teoria Dedução Natural

Exemplo

Teorema:

(a⇒ (b⇒ c))⇒ (b⇒ (a⇒ c))

Prova:

[a⇒ (b⇒ c)℄ [a℄
(⇒ E)

b⇒ c [b℄
(⇒ E)c

(⇒ I)a⇒ c
(⇒ I)

b⇒ (a⇒ c)
(⇒ I)

(a⇒ (b⇒ c))⇒ (b⇒ (a⇒ c))
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Teoria Dedução Natural

Regras de Inferên
ia para a Conjunção (∧)

Introdução / Conjunção (C):

a b
(∧I)

a ∧ b

Eliminação 1 / Separação (S1):

a ∧ b
(∧E1)a

Eliminação 2 / Separação (S2):

a ∧ b
(∧E2)

b
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Teoria Dedução Natural

Exemplo

Teorema:

(a ∧ b)⇒ (b ∧ a)

Prova:

[a ∧ b℄
(∧E2)

b
[a ∧ b℄

(∧E1)a
(∧I)

b ∧ a
(⇒ I)

(a ∧ b)⇒ (b ∧ a)
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Teoria Dedução Natural

Regras de Inferên
ia para a Disjunção (∨)

Introdução 1 / Expansão 1:

a
(∨I1)

a ∨ b

Introdução 2 / Expansão 2:

b
(∨I2)

a ∨ b

Eliminação / Silogismo Disjuntivo 1 e 2:

a ∨ b

[a℄

...

c

[b℄

...

c
(∨E)

c
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Teoria Dedução Natural

Exemplo

Teorema:

(a ∨ (a ∧ b))⇒ a

Prova:

[a ∨ (a ∧ b)℄
[a℄
a

[a ∧ b℄
(∧E)a

(∨E)a
(⇒ I)

(a ∨ (a ∧ b))⇒ a
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Teoria Dedução Natural

Regras de Inferên
ia para o Falso (⊥)

Introdução:

Não há.

Eliminação (ex falso quodlibet):

⊥
(⊥E)

a
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Teoria Dedução Natural

Regras de Inferên
ia para a Negação (¬)

Introdução (a mesma usada na Introdução da Impli
ação):

[a℄

...

⊥
(¬I, a mesma de ⇒ I)

¬a

Eliminação (a mesma usada na Eliminação da Impli
ação):

a ¬a
(¬E, a mesma de ⇒ E)

⊥
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Teoria Dedução Natural

Regra de Inferên
ia Adi
ional para a Negação (¬)

�Eliminação� (redu
tion ad absurdum):

[¬a℄

...

⊥
(RAA)

a

Usada 
omo axioma na Lógi
a Clássi
a apenas.
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Teoria Dedução Natural

Exemplo

Teorema:

(a⇒ b)⇒ (¬b⇒ ¬a)

Prova:

[a⇒ b℄ [a℄
(⇒ E)

b [¬b℄
(¬E)

⊥
(⇒ I)¬a

(⇒ I)
¬b⇒ ¬a

(⇒ I)
(a⇒ b)⇒ (¬b⇒ ¬a)
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Teoria Dedução Natural

Abreviações

Note que os 
one
tivos negação (¬) e bi-impli
ação (⇔) são meras

abreviações e podem ser representados por meio de fórmulas que

empregam outros 
one
tivos lógi
os:

◮ ¬α ≡ α⇒ ⊥

◮ α⇔ β ≡ (α⇒ β) ∧ (β ⇒ α)

Desta forma, não há/haveria ne
essidade de de�nir regras de inferên
ias

espe
í�
as para eles.

Vale a pena ainda observar que mesmo a impli
ação (⇒) também pode ser

expressa em função de outros 
one
tivos lógi
os:

◮ α⇒ β ≡ (¬α ∨ β)
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Teoria Dedução Natural

Regras de Inferên
ia para o Quanti�
ador Universal (∀)

Introdução

A(x)
(∀I)

∀x.A(x)

Eliminação

∀x.A(x)
(∀E)

A[t/x]
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Teoria Dedução Natural

Regras de Inferên
ia para o Quanti�
ador Existen
ial (∃)

Introdução

A[t/x]
(∃I)

∃x.A(x)

Eliminação

∃x.A(x)

[A[t/x]]

.

.

.

B
(∃E)

B

(B não pode possuir variáveis livres introduzidas por A)
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Teoria Dedução Natural

Exemplo

Teorema:

∀x.R(x, x)⇒ ∀x.∃y.R(x, y)

Prova:

[∀x.R(x, x)℄
(∀E)

R(x, x)
(∃I)

∃y.R(x, y)
(∀I)

∀x.∃y.R(x, y)
(⇒ I)

(∀x.R(x, x)⇒ (∀x.∃y.R(x, y))
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Teoria:

Cál
ulo Lambda Não-Tipado
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Cara
terísti
as

Sistema formal para representação de 
omputações.

◮
Baseado na de�nição e apli
ação de funções;

◮
Funções são an�nimas (não estão asso
iadas à identi�
adores);

◮
Funções são tratadas 
omo objetos de ordem mais elevada, podendo

ser passados 
omo argumentos e retornados de outras funções;

◮
Simpli
idade: possui apenas dois �
omandos�;

◮
Permite a 
ombinação de operadores e funções bási
as na geração de

operadores mais 
omplexos;
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Cara
terísti
as

◮
Modelo alternativo para a representação de 
omputações (usando

funções no lugar de máquinas);

◮
Equivalente à Maquina de Turing;

◮
Mesmo na versão pura (sem 
onstantes), permite a representação de

uma ampla gama de operações e tipos de dados, entre números

inteiros e variáveis lógi
as;

◮
Versões não-tipada e tipada.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

História

◮
Alonzo Chur
h, 1903-1995, Estados Unidos;

◮
Inventou o Cál
ulo Lambda na dé
ada de 1930;

◮
Resultado das suas investigações a
er
a dos fundamentos da

matemáti
a;

◮
Pretendia formalizar a matemáti
a através da noção de funções ao

invés da teoria de 
onjuntos;

◮
Apesar de não 
onseguir su
esso, seu trabalho teve grande impa
to

em outras áreas, espe
ialmente na 
omputação.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Apli
ações

Modelo matemáti
o para:

◮
Teoria, espe
i�
ação e implementação de linguagens de programação

baseadas em funções, espe
ialmente as linguagens fun
ionais;

◮
Veri�
ação de programas;

◮
Representação de funções 
omputáveis;

◮
Teoria da Computabilidade;

◮
Teoria de Tipos;

◮
Teoria das Provas;

◮
Assistentes interativos de provas (ex: Coq).

Foi usado na demonstração da inde
idibilidade de diversos problemas da

matemáti
a, antes mesmo dos formalismos baseados em máquinas.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Linguagem Lambda

Um λ-termo (também 
hamado de expressão lambda) é de�nido de forma

indutiva sobre um 
onjunto de identi�
adores {x, y, z, u, v...} que
representam variáveis:

◮
Uma variável (também 
hamada �átomo�) é um λ-termo;

◮
Apli
ação: se M e N são λ-termos, então (MN) é um λ-termo;

representa a apli
ação de M a N ;

◮
Abstração: se M é um λ-termo e x é uma variável, então (λx.M) é
um λ-termo; representa a função que retorna M 
om o parâmetro x;

A linguagem lambda é 
omposta por todos os λ-termos que podem ser


onstruídos sobre um 
erto 
onjunto de identi�
adores; trata-se de uma

linguagem 
om apenas dois operadores ou �
omandos�: apli
ação de função

à argumentos (
hamada de função) e abstração (de�nição de função).
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Gramáti
a

V → u | v |x | y | z |w | ...

T → V

T → (TT )

T → (λV.T )
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Exemplos

São exemplos de λ-termos:

◮ x

◮ (xy)

◮ (λx.(xy))

◮ ((λy.y)(λx.(xy)))

◮ (x(λx.(λx.x)))

◮ (λx.(yz))
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Asso
iatividade e pre
edên
ia

Para reduzir a quantidade de parênteses, são usadas as seguintes


onvenções:

◮
Apli
ações tem prioridade sobre abstrações;

◮
Apli
ações são asso
iativas à esquerda;

◮
Abstrações são asso
iativas à direita.

Por exemplo:

◮ λx.PQ denota (λx.(PQ)) � e não ((λx.P )Q);

◮ MNPQ denota (((MN)P )Q) � e não (M(N(PQ)));

◮ λxyz.M denota (λx.(λy.(λz.M)))

O símbolo ≡ é usado para denotar a equivalên
ia sintáti
a de λ-termos.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Exemplos

◮ xyz(yx) ≡ (((xy)z)(yx))

◮ λx.(uxy) ≡ (λx.((ux)y))

◮ λu.u(λx.y) ≡ (λu.(u(λx.y)))

◮ (λu.vuu)zy ≡ (((λu.((vu)u))z)y)

◮ ux(yz)(λv.vy) ≡ (((ux)(yz))(λv.(vy)))

◮ (λxyz.xz(yz))uvw ≡ (λx.(λy.(λz.((xz)(yz)))))u)v)w)
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Redução-β

Um termo da forma:

(λx.M)N

é 
hamado β-redex, e o termo 
orrespondente:

[N/x]M

é 
hamado o seu 
ontra
tum. Se um termo P 
ontém uma o
orrên
ia de

(λx.M)N e a mesma é substituída por [N/x]M , gerando P ′
, diz-se que

que o
orrên
ia redex em P foi 
ontraída e que P β-
ontrai para P ′
,

denotado:

P ⊲1β P ′.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Redução-β

Se um termo P pode ser 
onvertido em um termo Q através de um

número �nito de reduções-β e 
onversões-α, diz-se que P β-reduz para Q,

denotado:

P ⊲β Q.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Forma normal

◮
Um termo Q que não possui nenhuma redução-β é 
hamado de forma

normal-β;

◮
Se um termo P reduz-β para um termo Q na forma normal-β, então
diz-se que Q é uma formal normal-β de P .
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Interpretação

Expressão lambda:

◮
Representa um programa, um algoritmo, um pro
edimento para

produzir um resultado;

Redução-β:

◮
Representa uma 
omputação, a passagem de um estado de um

programa para o estado seguinte, dentro do pro
esso de geração de

um resultado.

Forma normal:

◮
Representa um resultado de uma 
omputação, um valor que não é

passível de novas simpli�
ações ou elaborações.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Teorema de Chur
h-Rosser para ⊲β

Se P ⊲β M e P ⊲β N , então existe um termo T tal que:

M ⊲β T e N ⊲β T.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Teorema de Chur
h-Rosser para ⊲β

A redução-β é 
on�uente.

Conseqüên
ias:

◮
Uma 
omputação no Cál
ulo Lambda não pode produzir dois ou mais

resultados diferentes;

◮
Duas ou mais reduções de um mesmo termo produzem a mesma forma

normal (o resultado da 
omputação independe do 
aminho es
olhido).

◮
Exemplo:

P ≡ (λu.v)L reduz para M ≡ v e também para N ≡ (λu.v)(Lyy).
No entanto, tanto M quanto N reduzem para T ≡ v.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

De�nição

Um termo P é dito �β-igual� ou �β-
onversível� a um termo Q, denotado

P =β Q se e somente se Q puder ser obtido a partir de P por uma

seqüên
ia �nita (eventualmente vazia) de 
ontrações-β, 
ontrações-β
reversas e mudanças de variáveis ligadas.

Ou seja, P =β Q se e somente se existir P0, ..., Pn(n ≥ 0) tal que:

(∀i ≤ n− 1), (Pi ⊲1β Pi+1) ou (Pi+1 ⊲1β Pi) ou (Pi ≡α Pi+1),

P0 ≡ P,

Pn ≡ Q.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Lemas

Lema: P =β Q,P ≡α P ′, Q ≡α Q′ ⇒ P ′ =β Q′
.

Lema: M =β M ′, N =β N ′ ⇒ [N/x]M =β [N ′/x]M ′
.
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Teoria Cál
ulo Lambda Não-Tipado

Teorema de Chur
h-Rosser para =β

Se P =β Q, então existe um termo T tal que:

P ⊲β T e Q ⊲β T.

Dois termos β-
onversíveis representam a mesma operação, uma vez que

ambos podem ser reduzidos para o mesmo termo.
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Corolários

Corolário: Se P =β Q e Q é uma forma normal-β, então P ⊲β Q

Corolário: Se P =β Q, então ambos P e Q possuem a mesma forma

normal-β ou então nenhum dos dois possui nenhuma forma normal-β.

Corolário: Se P e Q são formas normais-β e P =β Q, então P ≡α Q.

Corolário (uni
idade da forma normal): Um termo é β-igual a no máximo

uma forma normal-β, a menos de mudanças de variáveis ligadas.
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Apli
ações

São inúmeras as apli
ações do Cál
ulo Lambda:

◮
Representação de tipos numéri
os (por exemplo números naturais) e

suas operações;

◮
Representação do tipo booleano e suas operações;

◮
Representação de tipos agregados;

◮
Representação de 
omputação de uma forma geral;

◮
Modelagem de linguagens fun
ionais;

◮
et
.
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Teoria:

Cál
ulo Lambda Tipado
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Chara
teristi
s

◮
Created by Chur
h to avoid the in
onsisten
ies of the untyped version;

◮
Type tags are asso
iated to lambda terms;

◮
Variables have base types (x : σ);

◮
Abstra
tions and appli
ations 
reate new types a

ordingly;

◮
Types must mat
h;

◮
Less powerful model of 
omputation;

◮
Type systems for programming languages;

◮
Equality of terms is de
idable;

◮
Strongly normalizing (all 
omputations terminate);

◮ (λx.xx)(λx.xx) and (λx.xxy)(λx.xxy) are not terms of the typed

lambda 
al
ulus.
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Problems

Some 
omputations may not terminate:

(λx.xx)(λx.xx) ⊲β [(λx.xx)/x](xx) ≡ (λx.xx)(λx.xx)

⊲β [(λx.xx)/x](xx) ≡ (λx.xx)(λx.xx)

⊲β [(λx.xx)/x](xx) ≡ (λx.xx)(λx.xx)

... etc.

(λx.xxy)(λx.xxy) ⊲β (λx.xxy)(λx.xxy)y

(λx.xxy)(λx.xxy) ⊲β (λx.xxy)(λx.xxy)yy

(λx.xxy)(λx.xxy) ⊲β (λx.xxy)(λx.xxy)yyy

... etc.
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Inferen
e rules for impli
ation (⇒)

Introdu
tion:

[x : a℄

...

y : b
(⇒ I)

λxa.y : a⇒ b

Elimination:

λxa.y : a⇒ b z : a
(⇒ E)

[z/x](λxa.y) : b
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Example 1

x : a⇒ (b⇒ c) z : a
(⇒ E)

xz : b⇒ c y : b
(⇒ E)

xzy : c
(⇒ I)

λza.xzy : (a⇒ c)
(⇒ I)

λyb.λza.xzy : (b⇒ (a⇒ c))
(⇒ I)

λxa⇒(b⇒c).λyb.λza.xzy : (a⇒ (b⇒ c))⇒ (b⇒ (a⇒ c))
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Inferen
e rules for 
onjun
tion (∧)

Introdu
tion:

x : a y : b
(∧I)

conj x y : a ∧ b

Elimination 1:

z : a ∧ b
(∧E1)

first z : a

Elimination 2:

z : a ∧ b
(∧E2)

second z : b
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Example 2

x : a ∧ b
(∧E2)

secondx : b

x : a ∧ b
(∧E1)

first x : a
(∧I)

conj(second x)(first x) : b ∧ a
(⇒ I)

λxa∧b.conj(second x)(first x) : (a ∧ b)⇒ (b ∧ a)
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Inferen
e rules for disjun
tion (∨)

Introdu
tion 1:

x : a
(∨I1)

inl x : a ∨ b

Introdu
tion 2:

y : b
(∨I2)

inr y : a ∨ b
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Inferen
e rules for disjun
tion (∨)

Elimination:

x : a ∨ b

[y : a℄

...

p : c

[z : b℄

...

q : c
(∨E)

case x(λy.p)(λz.q) : c
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Example 3

p : a ∨ (a ∧ b)

[x : a℄

x : a

[y : a ∧ b℄
(∧E1)

first y : a
(∨E)

case p (λx.x)(λy.first y) : a
(⇒ I)

λpa∨(a∧b).(case p (λx.x)(λy.first y)) : (a ∨ (a ∧ b))⇒ a
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Inferen
e rules for false (⊥)

Introdu
tion:

No rule.

Elimination (ex falso quodlibet):

x : ⊥
(⊥E)

λ⊥.x⊥ : P
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Inferen
e rules for negation (¬)

Introdu
tion (same as impli
ation introdu
tion):

x : A
...

f : ⊥
(¬I, same as ⇒ I)

λxA.f : ¬A

Elimination (same as impli
ation elimination):

x : A y : ¬A
(¬E, same as ⇒ E)

yx : ⊥
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Example 4

x : a⇒ b y : a
(⇒ E)

xy : b z : ¬b
(⇒ E)

z(xy) : ⊥
(⇒ I)

λya.z(xy) : ¬a
(⇒ I)

λz¬b.λya.z(xy) : ¬b⇒ ¬a
(⇒ I)

λxa⇒b.λz¬b.λya.z(xy) : (a⇒ b)⇒ (¬b⇒ ¬a)
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Inferen
e rules for universal quanti�er (∀)

Introdu
tion:

[x : A]
...

p : P (x)
(∀I)

λxA.p : ∀x.P (x)

Elimination:

a : A f : ∀x.P (x)
(∀E)

fa : [a/x]P
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Inferen
e rules for existential quanti�er (∃)

Introdu
tion:

a : D f(a) : P (a)
(∃I)

εx.(f(x), a)) : ∃x.P (x)

Elimination:

r : ∃x.P (x)

[t : D, g(t) : P (t)]
...

h(t, g) : C
(∃E)

E(r, λg.λt.h(t, g)) : C
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Example 5

t : D r : ∀x.R(x, x)
(∀E)

rt : R(t, t) t : D
(∃I)

εy.(ry, t) : ∃y.R(t, y)
(∀I)

λt.εy.(ry, t) : ∀t.∃y.R(t, y)
(⇒ I)

λr.λt.εy.(ry, t) : ∀x.R(x, x)⇒ ∀t.∃y.R(t, y)
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Teoria:

Correspondên
ia de Curry-Howard

Mar
us Ramos (UNIVASF) Provadores de Teoremas 27/11/2018 232 / 288



Teoria Correspondên
ia de Curry-Howard

Reasoning × Computing

Mathemati
s is all about:

◮
Reasoning;

◮
Computing.

For long time 
onsidered as separate areas; even today, ignored by many.

Any relation there?
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Reasoning × Computing

YES, a

ording to the Curry-Howard Isomorphism.

◮
There is a dire
t relationship between reasoning (as expressed by

�rst-order logi
 and natural dedu
tion) and 
omputing (as expressed

by the typed lambda 
al
ulus);

◮
Proofs-as-programs or Propositions-as-types notions;

◮
First observed by (Haskell) Curry in 1934, later developed and

extended by Curry in 1958 and William Howard in 1969;
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Reasoning × Computing

◮
This has many important 
onsequen
es as is the basis of modern

software development and 
omputer assisted theorem proo�ng:

◮
Reasoning prin
iples and te
hniques 
an be brought into software

development;

◮
Computing (idem) 
an be used in theorem proving.

◮
In the simply typed lambda 
al
ulus, the fun
tion operator (→)


orresponds to the impli
ation 
onne
tive (⇒); 
orresponden
es also

exist for other operators.
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The Isomorphism

General pi
ture:

Proofs Theorems

Programs Types
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Proofs & Theorems

First of all:

Proofs ⇔ Theorems

Programs Types
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Proofs & Theorems

Example 1

Proof:

a⇒ (b⇒ c) a
(⇒ E)

b⇒ c b
(⇒ E)c

(⇒ I)a⇒ c
(⇒ I)

b⇒ (a⇒ c)
(⇒ I)

(a⇒ (b⇒ c))⇒ (b⇒ (a⇒ c))

Theorem:

(a⇒ (b⇒ c))⇒ (b⇒ (a⇒ c))
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Proofs & Theorems

Example 2

Proof:

a ∧ b
(∧E)

b
a ∧ b

(∧E)a
(∧I)

b ∧ a
(⇒ I)

(a ∧ b)⇒ (b ∧ a)

Theorem:

(a ∧ b)⇒ (b ∧ a)

Mar
us Ramos (UNIVASF) Provadores de Teoremas 27/11/2018 239 / 288



Teoria Correspondên
ia de Curry-Howard

Proofs & Theorems

Example 3

Proof:

a ∨ (a ∧ b)
[a℄
a

[a ∧ b℄
(∧E)a

(∨E)a
(⇒ I)

(a ∨ (a ∧ b))⇒ a

Theorem:

(a ∨ (a ∧ b))⇒ a
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Proofs & Theorems

Example 4

Proof:

a⇒ b a
(⇒ E)

b ¬b
(¬E)

⊥
(⇒ I)¬a

(⇒ I)
¬b⇒ ¬a

(⇒ I)
(a⇒ b)⇒ (¬b⇒ ¬a)

Theorem:

(a⇒ b)⇒ (¬b⇒ ¬a)
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Proofs & Theorems

Example 5

Proof:

t : D r : ∀x.R(x, x)
(∀E)

rt : R(t, t) t : D
(∃I)

εy.(ry, t) : ∃y.R(t, y)
(∀I)

λt.εy.(ry, t) : ∀t.∃y.R(t, y)
(⇒ I)

λr.λt.εy.(ry, t) : ∀x.R(x, x)⇒ ∀t.∃y.R(t, y)

Theorem:

∀x.R(x, x)⇒ ∀x.∃y.R(x, y)

Mar
us Ramos (UNIVASF) Provadores de Teoremas 27/11/2018 242 / 288



Teoria Correspondên
ia de Curry-Howard

Programs & Types

Also:

Proofs Theorems

Programs ⇔ Types
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Programs & Types

Example 1

Program:

x : a→ (b→ c) z : a
(→ E)

xz : b→ c y : b
(→ E)xzy : c

(→ I)
λza.xzy : (a→ c)

(→ I)
λyb.λza.xzy : (b→ (a→ c))

(→ I)

λxa→(b→c).λyb.λza.xzy : (a→ (b→ c))→ (b→ (a→ c))

Type:

(a→ (b→ c))→ (b→ (a→ c))
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Programs & Types

Example 2

Program:

x : a× b
(×E)

secondx : b

x : a× b
(×E)

firstx : a
(×I)

conj(second x)(first x) : b× a
(→ I)

λxa×b.conj(second x)(first x) : (a× b)→ (b× a)

Type:

(a× b)→ (b× a)
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Programs & Types

Example 3

Program:

p : a+ (a× b)
[x : a℄
x : a

[y : a× b℄
(×E)

first y : a
(+E)

case p (λx.x)(λy.first y) : a
(→ I)

λpa+(a×b).(case p (λx.x)(λy.first y)) : (a+ (a× b))→ a

Type:

(a+ (a× b))→ a
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Programs & Types

Example 4

Program:

x : a→ b y : a
(→ E)

xy : b z : ¬b
(¬E)

z(xy) : ⊥
(→ I)

λya.z(xy) : ¬a
(→ I)

λz¬b.λya.z(xy) : ¬b→ ¬a
(→ I)

λxa→b.λz¬b.λya.z(xy) : (a→ b)→ (¬b→ ¬a)

Type:

(a→ b)→ (¬b→ ¬a)
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Programs & Types

Example 5

Program:

t : D r : ∀x.R(x, x)
(∀E)

rt : R(t, t) t : D
(∃I)

εy.(ry, t) : ∃y.R(t, y)
(∀I)

λt.εy.(ry, t) : ∀t.∃y.R(t, y)
(→ I)

λr.λt.εy.(ry, t) : ∀x.R(x, x)→ ∀t.∃y.R(t, y)

Type:

∀x.R(x, x)→ ∀x.∃y.R(x, y)
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Theorems & Types

Next, it is easy to observe that:

Proofs

Theorems

m

Programs

Types

Types (spe
i�
ations) and Theorems (propositions) share the same

synta
ti
 stru
ture.
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Theorems & Types

Example 1

Type or theorem?

Type:

(a→ (b→ c))→ (b→ (a→ c))

Theorem:

(a⇒ (b⇒ c))⇒ (b⇒ (a⇒ c))
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Theorems & Types

Example 2

Type or theorem?

Type:

(a× b)→ (b× a)

Theorem:

(a ∧ b)⇒ (b ∧ a)
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Theorems & Types

Example 3

Type or theorem?

Type:

(a+ (a× b))→ a

Theorem:

(a ∨ (a ∧ b))⇒ a
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Theorems & Types

Example 4

Type or theorem?

Type:

(a→ b)→ (¬b→ ¬a)

Theorem:

(a⇒ b)⇒ (¬b⇒ ¬a)
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Theorems & Types

Example 5

Type or theorem?

Type:

∀x.R(x, x)→ ∀x.∃y.R(x, y)

Theorem:

∀x.R(x, x)⇒ ∀x.∃y.R(x, y)
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The Isomorphism

Logi
 Typed lambda 
al
ulus

⇒ (impli
ation) → (fun
tion type)

∧ (and) × (produ
t type)

∨ (or) + (sum type)

∀ (forall) Π (pi type)

∃ (exists) Σ (sigma type)

⊤ unit type

⊥ bottom type
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Proofs & Programs

Finally, the isomorphism extends to:

Proofs

Theorems

m
Programs

Types

One 
an be obtained dire
tly from the other:

◮
From Program to Proof: by eliminating the terms and keeping only

the types;

◮
From Proof to Program: by adding the terms with the 
orresponding

types.
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Proofs & Programs

Example 1

Proof:

a ⇒ (b ⇒ c) a
(⇒ E)

b ⇒ c b
(⇒ E)c

(⇒ I)a ⇒ c
(⇒ I)

b ⇒ (a ⇒ c)
(⇒ I)

(a ⇒ (b ⇒ c)) ⇒ (b ⇒ (a ⇒ c))

Program:

x : a → (b → c) z : a
(→ E)

xz : b → c y : b
(→ E)

xzy : c
(→ I)

λza.xzy : (a → c)
(→ I)

λyb.λza.xzy : (b → (a → c))
(→ I)

λxa→(b→c).λyb.λza.xzy : (a → (b → c)) → (b → (a → c))
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Proofs & Programs

Example 2

Proof:

a ∧ b
(∧E)

b
a ∧ b

(∧E)a
(∧I)

b ∧ a
(⇒ I)

(a ∧ b) ⇒ (b ∧ a)

Program:

x : a× b
(×E)

secondx : b

x : a× b
(×E)

first x : a
(×I)

conj(second x)(first x) : b× a
(→ I)

λxa×b.conj(second x)(first x) : (a × b) → (b× a)
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Proofs & Programs

Example 3

Proof:

a ∨ (a ∧ b)

[a℄

a

[a ∧ b℄
(∧E)

a
(∨E)a

(⇒ I)
(a ∨ (a ∧ b)) ⇒ a

Program:

p : a+ (a × b)

[x : a℄

x : a

[y : a× b℄
(×E)

first y : a
(+E)

case p (λx.x)(λy.first y) : a
(→ I)

λpa+(a×b).(case p (λx.x)(λy.first y)) : (a + (a × b)) → a
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Proofs & Programs

Example 4

Proof:

a ⇒ b a
(⇒ E)

b ¬b
(¬E)

⊥
(⇒ I)

¬a
(⇒ I)

¬b ⇒ ¬a
(⇒ I)

(a ⇒ b) ⇒ (¬b ⇒ ¬a)

Program:

x : a → b y : a
(→ E)

xy : b z : ¬b
(¬E)

z(xy) : ⊥
(→ I)

λya.z(xy) : ¬a
(→ I)

λz¬b.λya.z(xy) : ¬b → ¬a
(→ I)

λxa→b.λz¬b.λya.z(xy) : (a → b) → (¬b → ¬a)
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Proofs & Programs

Example 5

Proof:

∀x.R(x, x)
(∀E)

R(x, x)
(∃I)

∃y.R(x, y)
(∀I)

∀x.∃y.R(x, y)
(⇒ I)

(∀x.R(x, x) ⇒ (∀x.∃y.R(x, y))

Program:

t : D r : ∀x.R(x, x)
(∀E)

rt : R(t, t) t : D
(∃I)

εy.(ry, t) : ∃y.R(t, y)
(∀I)

λt.εy.(ry, t) : ∀t.∃y.R(t, y)
(→ I)

λr.λt.εy.(ry, t) : ∀x.R(x, x) → ∀t.∃y.R(t, y)
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Consequen
es

◮
To build a program that satis�es a spe
i�
ation (type):

◮
Interpret the spe
i�
ation as a theorem (proposition);

◮
Build a proof tree for this theorem;

◮
Add terms with the 
orresponding types.

◮
To build a proof of a theorem:

◮
Interpret the theorem as a spe
i�
ation;

◮
Build a program that meets the spe
i�
ation;

◮
Remove the terms from the derivation tree.
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Consequen
es

Summary:

◮
To build a program is the same as to build a proof;

◮
To build a proof is the same as to build a program;

◮
To verify a program is the same as to verify a proof;

◮
Both veri�
ations 
an be done via simple and e�
ient type 
he
king

algorithms.
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Teoria Teoria de Tipos

De�nition

A Type Theory is a theory that allows one to assign types to variables and


onstru
t 
omplex type expressions. Then, lambda expressions 
an be

derived to meet a 
ertain type, or the type of an existing expression 
an be

obained by following the theory's inferen
e rules.

◮
Originally developed by Bertrand Russell in the 1910s as a tentative of

�xing the paradoxes of set theory (�is the set 
omposed of all sets that

are not members of themselves a member of itself?�);

◮
The Simply Typed Lambda Cal
ulus is a type theory with a single

operator (→) and was developed by Chur
h in the 1940s as a

tentative of �xing the in
onsisten
ies of the untyped lambda 
al
ulus;

◮
Sin
e then it has been extended with many new operators;

◮
Various di�erent type theories exist nowadays;

◮
Martin Löf's Intuitionisti
 Type Theory is one of the most important.
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Teoria Construtivismo e BHK

Constru
tivism and BHK

◮
Every true proposition must be a

ompanied by a proof of the validity

of the statement; the proof must explain how to build the obje
t that

validates the argument (proposition);

◮
Proposed by Brouwer, Heyting and Kolgomorov, the BHK

interpretation leaves behind the idea of the truth values of Tarski;

◮ x : σ is interpreted as x is a proof of σ;
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Teoria Construtivismo e BHK

Constru
tivism and BHK

A proof of...

◮ a⇒ b is a mapping that 
reates a proof of b from a proof of a
(fun
tion);

◮ a ∧ b is a proof of a together with a proof of b (pair);

◮ a ∨ b is a proof of a or a proof of b together with an indi
ation of the

sour
e (pair);

◮ ∀x : A.P (x) is a mapping that 
reates a proof of P (t) for every t in A
(fun
tion);

◮ ∃x : A.P (x) is an obje
t t in A together with a proof of P (t) (pair).
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Teoria Construtivismo e BHK

Constru
tivism and BHK

◮
Constru
tivism does not use the Law of the Ex
luded Middle (p ∨ ¬p)
or any of its equivalents, that belong to 
lassi
 logi
 only:

◮
Double negation ¬(¬p)⇒ p;

◮
Proof by 
ontradi
tion (¬a⇒ b) ∧ (¬a⇒ ¬b)⇒ a;

◮
Peir
e's Law ((p⇒ q)⇒ p)⇒ p.

◮
A 
onstru
tive proof is said to have 
omputational 
ontent, as it is

possible to �
onstru
t� the obje
t that validates the proposition (the

proof is a re
ipe for building this obje
t);

◮
A 
onstru
tive proof enables (
omputer) 
ode extra
tion from proofs,

thus the interest for it in 
omputer s
ien
e.
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Teoria Construtivismo e BHK

Constru
tivism

A

ording to Troelstra:

�... the insisten
e that mathemati
al obje
ts are to be 
onstru
ted

(mental 
onstru
tions) or 
omputed; thus theorems asserting the

existen
e of 
ertain obje
ts should by their proofs give us the

means of 
onstru
ting obje
ts whose existen
e is being asserted.�
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Teoria Teoria de Tipos Intui
ionísti
a de Martin Löf

Martin Löf's Intuitionisti
 Type Theory

A 
onstru
tive type teory based on:

1

First-order logi
 to represent types and propositions;

2

Typed lambda 
al
ulus to represent programs and theorems.

and stru
tured around the Curry-Howard Isomorphism.

◮
It is a powerful theory for sotware development and intera
tive

theorem proving;

◮
Also used as a theory for the foundations of mathemati
s.
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Teoria:

Cál
ulo de Construções


om De�nições Indutivas
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Teoria Cál
ulo de Construções 
om De�nições Indutivas

General

A ri
hly typed lambda 
al
ulus extended with indu
tive de�nitions.

◮
Cal
ulus of Constru
tions developed by Thierry Coquand;

◮
Constru
tive type theory;

◮
Later extended with indu
tive de�nitions;

◮
Used as the mathemati
al language of the Coq proof assistant
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ulo de Construções 
om De�nições Indutivas

Cal
ulus of Constru
tions

◮
All logi
al operators (→,∧,∨,¬ and ∃) are de�ned in terms of the

universal quanti�er (∀), using �dependent types�;

◮
Types and programs (terms) have the same synta
ti
al stru
ture;

◮
Types have a type themselves (
alled �Sort�);

◮
Base sorts are �Prop� (the type of propositions) and �Set� (the type

of small sets);

◮ Prop : Type(1), Set : Type(1), Type(i) : Type(i+ 1), i ≥ 1;

◮ S = {Prop, Set, Type(i) | i ≥ 1} is the set of sorts;

◮
Various datatypes 
an be de�ned (naturals, booleans et
);

◮
Set of typing and 
onversion rules.
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Teoria Cál
ulo de Construções 
om De�nições Indutivas

Indu
tive De�nitions

Finite de�nition of in�nite sets.

◮
�Constru
tors� de�ne the elements of a set;

◮
Constru
tors 
an be base elements of the set;

◮
Constru
tors 
an be a fun
tions that takes set elements and return

new set elements.

◮
Manipulation is done via �pattern mat
hing� over the indu
tive

de�nitions.
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ulo de Construções 
om De�nições Indutivas

Indu
tive De�nitions

Booleans

{false,true}

Indu
tive boolean:

| false: boolean

| true: boolean.

Variable x: boolean.

Definition f: boolean:= false.
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ulo de Construções 
om De�nições Indutivas

Indu
tive De�nitions

Pattern mat
hing

Booleans:

Definition negb (x: bool): bool:=

mat
h x with

| false => true

| true => false

end.
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Teoria Cál
ulo de Construções 
om De�nições Indutivas

Indu
tive De�nitions

Naturals

{0, 1, 2, 3, ...} = {O, S O, S (S O), S (S (S O)), ...}

Indu
tive nat:=

| O: nat

| S: nat->nat.

Variable y: nat.

Definition zero: nat:= O.

Definition one: nat:= S O.

Definition two: nat:= S one.
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Teoria Cál
ulo de Construções 
om De�nições Indutivas

Indu
tive De�nitions

Pattern mat
hing

Naturals:

Definition sub (n: nat): nat :=

mat
h n with

| O => O

| S m => m

end.

Fixpoint nat_equal (n1 n2: nat): bool :=

mat
h n1, n2 with

| O, O => true

| S m, S n => nat_equal m n

| O, S n => false

| S m, O => false

end.
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Con
lusões

Fato

Provadores de Teoremas são o futuro (e o presente):

◮
Da matemáti
a;

◮
Do desenvolvimento de software.

Tanto na industria quanto na a
ademia.
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Matemáti
a

Prin
ipais 
ara
terísti
as do pro
esso:

◮
Veri�
ação me
âni
a de provas;

◮
Assistên
ia na 
onstrução de provas;

◮
Reaproveitamento de s
ripts;

◮
Repositórios;

Prin
ipais benefí
ios derivados:

◮
Produtividade;

◮
Correção;

◮
Uniformidade;

◮
Agilidade na publi
ação de originais.
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lusões

Desenvolvimento de Software Certi�
ado

Roteiro bási
o:

1

Es
reva as espe
i�
ações 
omo expressões de tipo;

2

Use uma lógi
a poderosa o su�
iente e 
erti�que-se de que a

espe
i�
ação esteja 
orreta;

3

Interprete a espe
i�
ação 
omo um teorema;

4

Construa a prova do teorema usando uma lógi
a 
onstrutiva;

5

Use o provador de teoremas para veri�
ar a prova;

6

Converta a prova para um programa de 
omputador usando o re
urso

de extraçao de 
ódigo.

Uso de métodos matemáti
os no lugar de métodos empíri
os e subjetivos.
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Certi�
ação de Software já Desenvolvido

Roteiro bási
o:

1

Construir um termo que represente o programa;

2

Obter a expressão de tipo deste termo;

3

Veri�
ar se a mesma 
orresponde à espe
i�
ação desejada.
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Computadores e Matemáti
a

◮
Não é fá
il mas é muito re
ompensador;

◮
Espero que vo
ês tenham gostado;

◮
Me perguntem se quiserem mais referên
ias;

◮
Me es
revam se tiverem perguntas ou sugestões;

◮
Me avisem 
aso planejem trabalhar nesta área.

Obrigado!
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Referên
ias

Referên
ias

Estão todas disponíveis na página do nosso grupo de estudos:

Provadores de Teoremas e suas Apli
ações

http://mar
usramos.
om.br/univasf/provadores/
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