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Apresentação

Marus Viníius Midena Ramos

◮
Engenheiro Eletriista (EPUSP 1982);

◮
Mestre em Sistemas Digitais (EPSUP 1991);

◮
Doutor em Ciênia da Computação (UFPE 2016);

◮
Professor do urso de Engenharia de Computação da UNIVASF (desde

04/2018); antes EPUSP, Sumaré, FASP, Sena, PUC e Mauríio de

Nassau;

◮
Coautor do livro Linguagens Formais (om I.S. Vega e J.J. Neto,

Bookman 2009);

◮
Professor das disiplinas: Teoria da Computação, Linguagens Formais

e Aut�matos e Compiladores;

◮
Coordenador do grupo de estudos Provadores de Teoremas e suas

Apliações (desde 07/2018)

◮
Trabalha om a formalização matemátia de linguagens livres de

ontexto usando o Coq (desde 2013).
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Motivação

Motivação
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Motivação

Sobre o que vamos falar?

◮
Matemátia formal;

◮
Prova interativa de teoremas;

◮
Desenvolvimento interativo de programas erti�ados;

◮
Assistentes de prova em geral;

◮
Coq em partiular.
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Motivação

Objetivos

◮
Introduzir os Assistentes de Prova Interativos (também onheidos

omo Provadores de Teoremas);

◮
Disutir o seu papel no desenvolvimento de programas e na prova de

teoremas;

◮
Apresentar alguns projetos de formalização relevantes, tanto na

indústria quanto na aademia;

◮
Apresentar tópios das prinipais teorias utilizadas;

◮
Apresentar o assistente de provas Coq;

◮
Mostrar um exemplo ompleto.
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Motivação

Provadores de Teoremas × Assistentes de Prova Interativos

Termos diferentes para designar a mesma oisa:

◮
�Provadores de Teoremas� é um termo bastante usado mas que não

orresponde à realidade das ferramentas:

Os provadores não provam teoremas, pelo menos não sozinhos;

◮
Por isso, este é onsiderado um termo um pouo mais pretensioso (ou

ambiioso);

◮
Neste sentido, o termo �Assistentes Interativos de Provas� é mais

razoável:

Os assistentes ajudam o usuário a onstruir provas e não tem omo

objetivo onstruí-las sozinhos;

◮
Ainda assim, os Assistentes Interativos de Provas ofereem alguns

reursos de automação que servem para asos espeiais;

◮
Nesta apresentação, assim omo na maior parte da literatura

espeializada, os dois termos serão usados de forma indistinta.
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Motivação

História e prátia orrente

◮
Provas de teoremas:

◮
Informais;

◮
Difíeis de onstruir;

◮
Difíeis de veri�ar.

◮
Programas de omputador:

◮
Informais;

◮
Difíeis de onstruir;

◮
Difíeis de testar.

◮
Coinidênia?
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Motivação

História e prátia orrente

◮
NA VERDADE N�O, já que a prova de teoremas e o

desenvolvimento de software possuem essenialmente a mesma

natureza;

◮
De aordo om a Correspondênia de Curry-Howard, desenvolver um

programa é a mesma oisa que provar um teorema, e vie-versa;

◮
Explorar essa similaridade pode ser bené�a para ambas as atividades:

◮
Raioínio (�reasoning�) pode ser introduzido na programação, e

◮
Computação pode ser usada na prova de teoremas.

◮
Como tirar proveito de tudo isso então?
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Motivação

Perspetivas

◮
A formalização matemátia (�matemátia odi�ada no

omputador�) é a resposta;

◮
Raioínio auxliado por omputador;

◮
Uso de assistentes interativos de provas (provadores de teoremas).
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Motivação

Questões iniiais

◮
O que são teoremas ?

◮
O que são provas ?

◮
O que são provadores de teoremas ?
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Motivação

Questões iniiais

Perguntar não ofende:

◮
Coisa de maluo?

◮
Tem apliação prátia?

◮
Por que eu deveria me interessar por isso?
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Motivação

Questões iniiais

Nova (!??) maneira de:

◮
Provar teoremas;

◮
Desenvolver software.
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Motivação

Questões iniiais

Provadores de Teoremas:

◮
Programa de omputador;

◮
Existem vários disponíveis;

◮
Mudam a teoria subjaente (por exemplo, lássia ou onstrutiva), as

linguagens e as interfaes;

◮
Geralmente são gratuitos;

◮
Disponíveis para várias plataformas (Windows, Linux, iOS);

◮
Fazem a veri�ação meânia da orreção de uma prova;

◮
Funionam omo assistente interativo para elaboração de provas;

◮
Eventualmente permitem a extração de programas;

◮
Usam diversas linguagens e teorias.
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Motivação

Questões iniiais

Vantagens para:

◮
Matemátios;

◮
Cientistas da omputação;

◮
Programadores;

◮
Engenheiros de software;

◮
Empresas de desenvolvimento de software e hardware;

◮
Usuários de programas, omponentes e apliativos.
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Motivação

Questões iniiais

Para os matemátios:

◮
Formalização;

◮
Segurança;

◮
Publiação;

◮
Compartilhamento;

◮
Reutilização.
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Motivação

Questões iniiais

◮
Prova de teoremas e desenvolvimento de software , o que uma oisa

tem a ver om a outra?

◮
Não são oisas ompletamente diferentes? Teoria e prátia?

◮
Tem tudo a ver!
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Motivação

Questões iniiais

Prova?

◮
Argumentação inontestável sobre a validade de uma proposição.

◮
Argumentação?

◮
Inontestável?

◮
Proposição?

Dependendo da audiênia e das linguagens utilizadas, uma prova pode ou

não ser aeita omo válida. O desa�o é propor uma linguagem que seja

simples o su�iente para onvener tdas as audiênias, inluindo e

prinipalmente as máquinas.

Marus Ramos (PUC/UNIVASF) Provadores de Teoremas 16/04/2019 19 / 134



Motivação

Questões iniiais

Teorema?

◮
Proposição não-trivial aera de alguma de�nição ou onjunto de

de�nições.

◮
Não-trivial?

◮
De�nição?

Exemplo: ∀n, n2 + n é par.
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Motivação

Questões iniiais

Teoria?

◮
Conjunto limitado de de�nições (uma ou mais);

◮
Conjunto, geralmente extenso, de teoremas (ou lemas) que dizem

respeito à(s) de�nição(ões);

◮
Teoremas e lemas são propriedades não-triviais das de�nições e que,

por ausa disso, neessitam ser demonstradas (provadas);

◮
As provas preisam ser formuladas em algum tipo de álulo;

◮
A simpliidade do álulo pode permitir que as provas sejam

veri�adas automatiamente.

Exemplos: (i) Cálulo Lambda e (ii) Linguagens Livres de Contexto.

Marus Ramos (PUC/UNIVASF) Provadores de Teoremas 16/04/2019 21 / 134



Motivação

Questões iniiais

Provar teoremas e desenvolver sofware?

◮
Correspondênia de Curry-Howard;

◮
Dedução Natural;

◮
Cálulo Lambda.
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Motivação

Questões iniiais

Se alguns requisitos forem observados, a prova de um teorema se torna o

programa que atende à uma erta espei�ação.

◮
Provas ⇔ Programas;

◮
Proposições (ou Tipos) ⇔ Espei�ações.
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Motivação

Questões iniiais

Conseqüênia prátia:

◮
Provar um teorema é a mesma oisa que onstruir um programa!
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Motivação

Questões iniiais

Atividades usuais:

◮
Obter uma prova para um teorema, ou seja,

Prova ⇒ Teorema (Proposição);

◮
Construir um programa que atende uma espei�ação, ou seja,

Programa ⇒ Espei�ação (Tipo).
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Motivação

Questões iniiais

Correspondênia de Curry-Howard:

◮
Provas são Programas;

◮
Programas são Provas;

◮
Proposições são Espei�ações;

◮
Espei�ações são Proposições.
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Motivação

Questões iniiais

Desta forma, podemos:

◮
Construir uma espei�ação para um programa na forma de uma

proposição;

◮
Construir uma prova para esta proposição;

◮
Obter o programa a partir da prova.
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Motivação

Questões iniiais

Conseqüênias:

◮
Programas erti�ados;

◮
Não há neessidade de testes;

◮
Corretos por onstrução;

◮
Maior on�abilidade.

Importânia deorre do uso generalizado e resente de sistemas

omputaionais, espeialmente em apliações que ofereem riso à vida ou

ao patrim�nio.
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Motivação

Questões iniiais

Requisitos:

◮
Conheer Provadores de Teoremas;

◮
Conheer a teoria subjaente;

◮
Experiênia;

◮
Força de vontade.
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Assistentes de Prova

Assistentes de Prova
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Assistentes de Prova

Charateristis

◮
Software tools that assist the user in theorem proving and program

development;

◮
First initiative dates from 1967 (Automath, De Bruijn);

◮
Many provers are available today (Coq, Agda, Mizar, HOL, Isabelle,

Matita, Nuprl...);

◮
Chek The Seventeen Provers of the World

◮
Interative;

◮
Graphial interfae;

◮
Proof/program heking;

◮
Proof/program onstrution.
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Assistentes de Prova

The Seventeen Provers of the World
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Assistentes de Prova

Usage

1

The user writes a statement (proposition) or a type expression

(spei�ation) in the language of the underlying logi;

2

He onstruts (diretly or indiretly):

◮
A proof of the theorem;

◮
A program (term) that omplies to the spei�ation.

3

Diretly: the proof/term is written in the formal language aepted by

the assistant;

4

Indiretly: the proof/term is built with the assistane of an interative

�tatis� language:

5

In either ase, the assistant heks that the proof/term omplies to

the theorem/spei�ation.
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Assistentes de Prova

Chek and/or onstrut

◮
Proof assistants hek that proofs/terms are orretly onstruted;

◮
This is done via simple type-heking algorithms;

◮
Automated proof/term onstrution might exist is some ases, to

some extent, but this is not the main fous;

◮
Thus the name �proof assistant�;

◮
Automated theorem proo�ng might be pursued, due to �proof

irrelevane�;

◮
Automated program development, on the other hand, is unrealisti.
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Assistentes de Prova

Main bene�ts

◮
Proofs and programs an be mehanially heked, saving time and

e�ort and inreasing reliability;

◮
Cheking is e�ient;

◮
Results an be easily stored and retrieved for use in di�erent ontexts;

◮
Tatis help the user to onstrut proofs/programs;

◮
User gets deeper insight into the nature of his proofs/programs,

allowing further improvement.
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Assistentes de Prova

Appliations

◮
Formalization and veri�ation of theorems and whole theories;

◮
Veri�ation of omputer programs;

◮
Corret software development;

◮
Automati review of large and omplex proofs submitted to journals;

◮
Veri�ation of hardware and software omponents.
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Assistentes de Prova

Drawbaks

◮
Failures in infrastruture may derease on�dene in the results (proof

assistant ode, language proessors, operating system, hardware et);

◮
Size of formal proofs;

◮
Redued numer of people using proof assistants;

◮
Slowly inreasing learning urve;

◮
Resemblane of omputer ode keeps pure mathematiians

uninterested.
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Apliações

Apliações
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Apliações

Questões iniiais

O mundo está mudando:

◮
Empresas de software estão usando Provadores de Teoremas;

◮
Elas estão ontratando pro�ssionais que sabem usá-los;

◮
Competitividade, produtividade e qualidade;

◮
Apliações importantes;

◮
Merado emergente.
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Apliações

Questões iniiais

Já mudou alguma oisa?

◮
Intel;

◮
Mirosoft;

◮
Compiladores, sistemas operaionais, hips, smart ards et;

◮
Visível na Europa e nos EUA;

◮
Impereptível no Brasil;

◮
Oportunidades de arreira e de empreendimento.
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Apliações

Introdution

◮
Great and inreasing interest in formal proof and program

development over the reent years;

◮
Main areas inlude:

◮
Programming language semantis formalization;

◮
Mathematis formalization;

◮
Eduation.

◮
Important projets in both aademy and industry;

◮
Top 100 theorems (93% formalized as of April/2019);

◮
Chek 100 Theorems;

◮
One way road.
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Apliações

100 Theorems
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Apliações

A Sampler of Formally Cheked Projets

Some remarkable projets:

◮
Four Color Theorem;

◮
Odd Order Theorem;

◮
Kepler Conjeture;

◮
Homotopy Type Theory and Univalent Foundations of Mathematis;

◮
Compiler Certi�ation;

◮
Mirokernel Certi�ation;

◮
Digital Seurity Certi�ation.
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Apliações

Four Color Theorem

◮
Stated in 1852, proved in 1976 and again in 1995;

◮
The two proofs used omputers to a some extent, but were not fully

mehanized;

◮
In 2005, Georges Gonthier (Mirosoft Researh) and Benjamin Werner

(INRIA) produed a proof sript that was fully heked by a mahine;

◮
Milestone in the history of omputer assisted proo�ng;

◮
60,000 lines of Coq sript and 2,500 lemmas;

◮
Byproduts.
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Apliações

Four Color Theorem

Aording to Wikipedia:

�In mathematis, the four olor theorem, or the four olor map

theorem, states that, given any separation of a plane into

ontiguous regions, produing a �gure alled a map, no more

than four olors are required to olor the regions of the map so

that no two adjaent regions have the same olor. Adjaent

means that two regions share a ommon boundary urve

segment, not merely a orner where three or more regions meet.�
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Apliações

Four Color Theorem
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Apliações

Four Color Theorem

�Although this work is purportedly about using omputer

programming to help doing mathematis, we expet that most of

its fallout will be in the reverse diretion using mathematis to

help programming omputers.�

Georges Gonthier
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Apliações

Odd Order Theorem

◮
Also known as the Feit-Thomson Theorem;

◮
�In mathematis, the Feit�Thompson theorem, or odd order theorem,

states that every �nite group of odd order is solvable� (Wikipedia);

◮
Important to mathematis (in the lassi�ation of �nite groups) and

ryptography;

◮
Conjetured in 1911, proved in 1963;

◮
Formally proved by a team led by Georges Gonthier in 2012;

◮
Six years with full-time dediation;

◮
Huge ahievement in the history of omputer assisted proo�ng;

◮
150,000 lines of Coq sript and 13,000 theorems;
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Apliações

Opportunity

Fermat's Last Theorem

Statement in Coq:

Theorem Fermat: forall x y z n: nat, (x^n+y^n=z^n)->(n<=2).

Aording to Wikipedia:

◮
�In number theory Fermat's Last Theorem (sometimes alled Fermat's

onjeture, espeially in older texts) states that no three positive

integers a, b, and c satisfy the equation an + bn = cn for any integer

value of n greater than 2�;

◮
�This theorem was �rst onjetured by Pierre de Fermat in 1637 in the

margin of a opy of Arithmetia where he laimed he had a proof that

was too large to �t in the margin. The �rst suessful proof was

released in 1994 by Andrew Wiles, and formally published in 1995,

after 358 years of e�ort by mathematiians. The proof was desribed

as a 'stunning advane' in the itation for his Abel Prize award in

2016�.
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Apliações

Compiler Certi�ation

◮
CompCert, a fully veri�ed ompiler for a large subset of C that

generates PowerPC ode;

◮
Objet ode is erti�ed to omply with the soure ode in all ases;

◮
Appliations in avionis and ritial software systems;

◮
Not only heked, but also developed in Coq;

◮
Three persons-years over a �ve yers period;

◮
42,000 lines of Coq ode.
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Apliações

Mirokernel Certi�ation

◮
Critial omponent of operating systems, runs in privileged mode;

◮
Harder to test in all situations;

◮
seL4, written in C (10,000 lines), was fully heked in HOL/Isabelle;

◮
No rash, no exeution of any unsafe operation in any situation;

◮
Proof is 200,000 lines long;

◮
11 persons-years, an go down to 8, 100% overhead over a

non-erti�ed projet.
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Apliações

Digital Seurity Certi�ation

◮
JavaCard smart ard platform;

◮
Personal data suh as banking, redit ard, health et;

◮
Multiple appliations by di�erent ompanies;

◮
Con�dene and integrity must be assured;

◮
Formalization of the behaviour and the properties of its omponents;

◮
Complete erti�ation, highest level ahieved;

◮
INRIA, Shlumberger and Gemalto.
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Apliações

Questões iniiais

O pro�ssional do futuro preisa onheer e

saber usar a teoria. Provadores de

Teoremas são apenas uma ferramenta.
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Coq

Coq
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Coq

Visão Geral

Coq é simultaneamente:

◮
Uma linguagem de programação funional (que pode ser usada para

onstruir programas e realizar omputações);

◮
Um assistente interativo de provas que possibilita a extração de

ódigo;

◮
É justamente o uso ombinado destes reursos que o torna uma

ferramenta muito poderosa.
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Coq

Visão Geral

Coq pode ser exeutado em linha de omando ou através de uma interfae

grá�a (CoqIDE ou Proof General).

◮
Coq implementa duas linguagens, Gallina e Vernaular ;

◮
Gallina é a linguagem usada para representar termos (provas e

programas) e proposições (teoremas e tipos);

◮
Gallina é baseada no Cálulo de Contruções om De�nições Indutivas;

◮
Vernaular é a linguagem de omando para interação om o usuário.
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Coq

Overview

◮
Developed by Huet/Coquand at INRIA in 1984;

◮
First version released in 1989, indutive types were added in 1991;

◮
Continuous development and inreasing usage sine then;

◮
The underlying logi is the Calulus of Construtions with Indutive

De�nitions;

◮
It is implemented by a typed funtional programming with a higher

order logi language alled Gallina;

◮
Interation with the user is via a ommand language alled Vernaular;

◮
Construtive logi with large standard library and user ontributions

base;

◮
Extensible environment;

◮
Chek Coq Home Page for downloads, doumentation, ommunities

and muh more.
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Coq

User session

The proof an be onstruted diretly ou indiretly . In the indiret ase:

◮
The initial goal is the theorem or spei�ation supplied by the user;

◮
The initial ontext of the proof is usually empty;

◮
The appliation of a �tati�, on either the urrent goal or one of the

premises, substitutes the urrent goal for zero or more subgoals, or

hanges the ontext aordingly;

◮
This reates the notion of a stak of subgoals, all of whih have to be

proved in reverse order;

◮
The ontext hanges and may inorporate new premises;

◮
The proess is repeated for eah subgoal, until no subgoal remains;

◮
The proof/expression is then onstruted, heked and saved by the

proof assistant from the sequene of tatis used.
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Coq

Tatis usage

◮
Inferene rules map premises to onlusions;

◮
Forward reasoning is the proess of moving from premises to

onlusions;

◮
Example: from a proof of a and a proof of b one an prove a ∧ b;

◮
Bakward reasoning is the proess of moving from onlusions to

premises;

◮
Example: to prove a ∧ b one has to prove a and also prove b;

◮
Coq uses bakward reasoning;

◮
They are implemented by �tatis�;

◮
A tati redues a goal to its subgoals, if any, hanges the ontext or

simply proves the goal.
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Coq

CoqIDE

Uma interfae grá�a para uso do Coq:

◮
Menus, atalhos e preferênias;

◮
Lado esquerdo: editor de sripts (seqüênia de de�nições e

lemas/teoremas da teoria que se deseja formalizar);

◮
Lado direito em ima: ontexto usado na prova (�goal� orrente e

onjunto de premissas disponíveis);

◮
Lado direito embaixo: mensagens do sistema para o usuário.
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE

Exemplo de sessão, prova da proposição:

Lemma example:

∀ a b : Prop,

(a→ (b→ ))→ (b→ (a→ (b∧ ))).

◮
Seqüênia de tátias;

◮
Pode-se avançar (trl-arrow-down) ou retroeder (trl-arrow-up) tátia

por tátia;

◮
Tátias já proessadas tornam-se verdes e �am �travadas�;

◮
Observe a mudança do �goal� e a geração de novos �subgoals�;

◮
Observe a mudança do ontexto.
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Coq

CoqIDE

Sript que onstrói a prova:

Lemma example:

∀ a b : Prop,

(a→ (b→ ))→ (b→ (a→ (b∧ ))).

Proof.

intros a b  H1 H2 H3.

split.

− exat H2.

− apply H1.

+ exat H3.

+ exat H2.

Qed.
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Coq

CoqIDE

Prova:

Print example.

example =

fun (a b  : Prop) (H1 : a → b → ) (H2 : b) (H3 : a)

⇒ onj H2 (H1 H3 H2)

: ∀ a b  : Prop, (a → b → ) → b → a → b ∧ 
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE

Marus Ramos (PUC/UNIVASF) Provadores de Teoremas 16/04/2019 72 / 134



Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE

Marus Ramos (PUC/UNIVASF) Provadores de Teoremas 16/04/2019 77 / 134



Coq

CoqIDE
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Coq

CoqIDE
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Objetivos

Objetivos

Marus Ramos (PUC/UNIVASF) Provadores de Teoremas 16/04/2019 80 / 134



Objetivos

Questões iniiais

Objetivos:

◮
Despertar o interesse pelo assunto;

◮
Apresentar uma ténia inovadora que está mudando a forma de se

fazer matemátia e de se desenvolver software;

◮
Estudar Provadores de Teoremas e Coq em partiular;

◮
Entender o que é formalização matemátia;

◮
Provar teoremas simples;

◮
Aprender omo usar Coq para o desenvolvimento de software

erti�ado;

◮
Inentivar o estudo ontinuado e a atuação na área, om pesquisas e

publiações;

◮
Estimular a partiipação no nosso grupo de estudos.
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Objetivos

Questões iniiais

Teorias envolvidas:

◮
Lógia;

◮
Teoria de Provas;

◮
Dedução Natural;

◮
Cálulo Lambda (não-tipado e tipado);

◮
Teoria de Tipos;

◮
Curry-Howard;

◮
Construtivismo;

◮
Ténias de prova (indução et)

◮
et.
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Objetivos

Questões iniiais

Objetos de estudo:

◮
Teorias (slide anterior);

◮
Coq;

◮
Exemplos;

◮
Exeríios;

◮
Estudos de aso;

◮
Slides, artigos e livros.

Muito estudo, muita persistênia, muito tempo e muita dediação.
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Objetivos

Questões iniiais

Em resumo:

◮
Não é fáil;

◮
Aprendizado lento;

◮
Exige muita dediação;

◮
Área ativa de pesquisa;

◮
Apliações omeriais e aadêmias de grande relevânia;

◮
Muitas oportunidades na aademia e na indústria;

◮
Tendênia irreversível na matemátia e na omputação;

◮
É o futuro (da matémátia e do desenvolvimento de software);

◮
Grande oportunidade.
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Exemplo Completo

Exemplo Completo
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Exemplo Completo

Espei�ação de um Programa

Aloritmo de ordenação

Como espei�ar um algoritmo de ordenação?

◮
De�nir o domínio (listas de números inteiros);

◮
Relaionar entrada, saída e requisitos:

◮
Entrada: uma lista de números inteiros (repetições são permitidas);

◮
Saída: uma lista de números inteiros;

◮
Requisito 1: as listas possuem os mesmos elementos (permutação);

◮
Requisito 2: a lista de saída deve estar �ordenada�.

◮
Esrever a proposição/espei�ação;

◮
Provar o teorema/onstruir o programa que implementa a

espei�ação.
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Exemplo Completo

Objetivo

◮
Construir um programa erti�ado que ordena uma lista de números

inteiros;

◮
Passos:

◮
Formular a espei�ação do programa na forma de uma proposição da

lógia de prediados;

◮
Tratar a espei�ação omo um teorema e onstruir a prova do mesmo;

◮
Extrair o programa erti�ado a partir da prova.

◮
Extraído do livro:

Interative Theorem Proving and Program Development

Yves Bertot e Pierre Castéran
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Exemplo Completo

Observações gerais

◮
Muitos detalhes;

◮
Não se preoupem em entender tudo;

◮
Busquem apenas uma intuição iniial do que está sendo feito e omo

está sendo feito;

◮
Mais importante é ter uma visão geral da dinâmia e do tipo de

trabalho envolvido;

◮
A plena ompreensão virá depois, om o tempo e a prátia.
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Exemplo Completo

Sript Coq

◮
Texto orrido;

◮
Proessado de ima para baixo, esquerda para a direita;

◮
Mensagens de erros e interação om o usuário;

◮
De�nições (indutivas e não-indutivas);

◮
Funções (reursivas e não-reursivas);

◮
Lemas e teoremas (proposições provadas de forma interativa usando

um onjunto de tátias e regras de inferênia; as provas são riadas

indiretamente).
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Exemplo Completo

Sript Coq

◮
Novos nomes são introduzidos em ada nova de�nição, lema, teorema

ou outro;

◮
Utilização nas etapas seguintes;

◮
(lema A é usado para provar B, que por sua vez é usado para provar C

e assim por diante)

◮
Computação e dedução;

◮
Lema ou teorema �nal;

◮
Provas ompletas;

◮
Contexto;

◮
Indução;

◮
O sript não é a prova!

◮
Extração de ódigo.
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Exemplo Completo

Objetivo

Construir um programa erti�ado que ordena listas de números inteiros.

◮
Número inteiro?

◮
Lista?

◮
Lista ordenada?

◮
Qual seria a espei�ação deste programa?

◮
Uma vez espei�ado, omo onstruímos a prova?

◮
Da prova, omo extraímos o programa erti�ado?

◮
Série de de�nições (algumas indutivas outras não) e lemas.
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Exemplo Completo

Número Natural

◮
Um tipo de dados de�nido de maneira indutiva:

◮
Existe pelo menos um aso base;

◮
Existe pelo menos um aso indutivo.

◮
Dois onstrutores apenas;

◮
Construtores são funções usadas para onstruir os valores do tipo que

está sendo de�nido;

◮
A expressão à direita do �:� representa o tipo da função;

◮
O onstrutor (função) O não tem argumentos e representa o valor

�zero� (aso base);

◮
O onstrutor (função) S tem um únio argumento e representa

�suessor� de um número natural, que também é um número natural

(aso indutivo);

◮
Os números naturais são representados em unário.
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Exemplo Completo

Número Natural

De�nição de número natural em Coq:

Indutive nat: Type :=

| O : nat

| S : nat → nat.

Exemplos:

O (0)

S O (1)

S (S O) (2)

S (S (S O)) (3)

... (...)
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Exemplo Completo

Lista

De�nição de lista em Coq:

◮
Um tipo de dados de�nido de maneira indutiva:

◮
Existe pelo menos um aso base;

◮
Existe pelo menos um aso indutivo.

◮
Parametrizado em função do tipo do elemento (A);

◮
Dois onstrutores apenas:

◮
nil representa �lista vazia� (aso base);

◮
ons representa �arésimo de elemento à esquerdasuessor� (aso

indutivo).

◮
Tipo polimór�o (serve para qualquer tipo de elemento);

◮
Faz uso intensivo de �notações�.
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Exemplo Completo

Lista

De�nição de lista em Coq:

Indutive list (A : Type) : Type :=

| nil : list A

| ons : A → list A → list A.

Exemplos:

nil nil [℄

ons 3 nil 3 :: nil [3℄

ons (3 (ons (4 (ons 5 nil)))) 3 :: 4 :: 5 :: nil [3;4;5℄
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Exemplo Completo

Lista Ordenada

De�nição de lista ordenada em Coq:

◮
Uma proposição de�nida de maneira indutiva:

◮
Existe pelo menos um aso base;

◮
Existe pelo menos um aso indutivo.

◮
Uma oleção in�nita de proposições de�nida de maneira indutiva;

◮
Usaremos números inteiros (Z) no lugar de números naturais (nat).

◮
Três onstrutores:

◮
sorted0: lista vazia é ordenada por de�nição;

◮
sorted1: lista om um únio elemento é ordenada por de�nição;

◮
sorted2: um número menor ou igual que o abeça de uma lista

ordenada, quando inserido no iníio da mesma, produz uma lista

igualmente ordenada;

◮
Os onstrutores de uma proposição de�nida de maneira indutiva são

onsiderados axiomas , proposições que são aeitas válidas sem

provas.
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Exemplo Completo

Lista Ordenada

De�nição de lista ordenada em Coq:

Indutive sorted : list Z → Prop :=

| sorted0 : sorted nil

| sorted1 : ∀ z:Z, sorted (z::nil)

| sorted2 : ∀ z1 z2:Z,

∀ l:list Z,

z1 ≤ z2 → sorted (z2::l) → sorted (z1::z2::l).

Exemplos:

Proposição Construtores utilizados

sorted nil sorted0

sorted (3::nil) sorted1

sorted (2::3::nil) sorted1 e sorted2

sorted (1::2::3::nil) sorted1, sorted2 e sorted2
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Exemplo Completo

Prova de Ordenação

Prova de que a lista 2::3::5::7::nil é ordenada:

Lemma sorted_example:

sorted (2::3::5::7:: nil).

Proof.

apply sorted2.

omega.

apply sorted2.

+ omega.

+ apply sorted2.

* omega.

* apply sorted1.

Qed.
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Exemplo Completo

Sublista Ordenada

Teorema auxiliar que prova que a remoção do elemento abeça de uma

lista ordenada preserva a ordenação da lista restante:

Theorem sorted_inv :

∀ z:Z,

∀ l:list Z,

sorted (z::l) → sorted l.

Proof.

intros z l H.

inversion H.

apply sorted0.

exat H3.

Qed.
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Exemplo Completo

Número de Oorrênias

Função reursiva que omputa o número de oorrênias de um mesmo

elemento numa lista:

Fixpoint nb_o (z:Z) (l:list Z): nat:=

math l with

| nil ⇒ 0

| (z' :: l') ⇒

math Z_eq_de z z' with

| left _ ⇒ S (nb_o z l')

| right _ ⇒ nb_o z l'

end

end.
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Exemplo Completo

Permutação

Proposição (prediado) que india se uma lista é ou não é ordenada:

Definition permutation (l l':list Z) : Prop :=

∀ z:Z,

nb_o z l = nb_o z l'.

A palavra-have �Definition� também é usada para introduzir funções

não-reursivas . Se a função for reursiva deve-se usar �Fixpoint�.
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Exemplo Completo

Inserção

Função reursiva que insere um número inteiro numa lista ordenada, de

modo que a mesma ontinue ordenada:

Fixpoint insert (z:Z) (l:list Z): list Z :=

math l with

| nil ⇒ z :: nil

| ons a l' ⇒

math Z_le_gt_de z a with

| left _ ⇒ z :: a :: l'

| right _ ⇒ a :: (insert z l')

end

end.
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Exemplo Completo

Em Resumo

Temos todos os elementos para formular a proposição que se deseja provar:

◮
Sabemos os que é um número natural (e inteiro);

◮
Sabemos o que é uma lista;

◮
Sabemos o que é uma lista ordenada;

◮
Sabemos o que é uma permutação;

◮
Sabemos inserir numa lista preservando a ordenação.

Portanto, podemos formular a espei�ação que desejamos provar.
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Exemplo Completo

Objetivo

Provar a proposição:

Lemma sort_orret:

∀ l: list Z,

∃ l': list Z,

permutation l l' ∧ sorted l'.

◮
A prova desta proposição garante a existênia de uma lista ordenada

equivalente (om os mesmos elementos) para qualquer outra que se

onsidere;

◮
Um programa erti�ado pode ser extraído desta prova.
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Exemplo Completo

Sript Coq da Prova

Proof.

indution l.

− ∃ nil.

split.

+ apply permutation_refl.

+ apply sorted0.

− destrut IHl as [l' [H1 H2℄℄.

∃ (insert a l').

split.

+ apply permutation_trans with (l2:= a :: l').

* apply permutation_ons.

exat H1.

* apply insert_permutation.

+ apply insert_sorted.

exat H2.

Qed.
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Exemplo Completo

A Prova

sort_orret =

fun l : list Z =>

list_ind

(fun l0 : list Z => exists l' : list Z, permutation l0 l' /\ sorted l')

(ex_intro (fun l' : list Z => permutation nil l' /\ sorted l') nil

(onj (permutation_refl nil) sorted0))

(fun (a : Z) (l0 : list Z)

(IHl : exists l' : list Z, permutation l0 l' /\ sorted l') =>

math IHl with

| ex_intro _ l' (onj H1 H2) =>

ex_intro (fun l'0 : list Z => permutation (a :: l0) l'0 /\ sorted l'0)

(insert a l')

(onj

(permutation_trans (a :: l0) (a :: l') (insert a l')

(permutation_ons a l0 l' H1) (insert_permutation l' a))

(insert_sorted l' a H2))

end) l

: forall l : list Z, exists l' : list Z, permutation l l' /\ sorted l'
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Exemplo Completo

O Programa Extraído 1(4)

type __ = Obj.t

let __ = let re f _ = Obj.repr f in Obj.repr f

type 'a list =

| Nil

| Cons of 'a * 'a list

type omparison =

| Eq

| Lt

| Gt

(** val ompOpp : omparison -> omparison **)

let ompOpp = funtion

| Eq -> Eq

| Lt -> Gt

| Gt -> Lt

type sumbool =

| Left

| Right

type positive =

| XI of positive

| XO of positive

| XH

type z =

| Z0

| Zpos of positive

| Zneg of positive
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Exemplo Completo

O Programa Extraído 2(4)

module Pos =

strut

(** val ompare_ont : omparison -> positive -> positive -> omparison **)

let re ompare_ont r x y =

math x with

| XI p ->

(math y with

| XI q -> ompare_ont r p q

| XO q -> ompare_ont Gt p q

| XH -> Gt)

| XO p ->

(math y with

| XI q -> ompare_ont Lt p q

| XO q -> ompare_ont r p q

| XH -> Gt)

| XH ->

(math y with

| XH -> r

| _ -> Lt)

(** val ompare : positive -> positive -> omparison **)

let ompare =

ompare_ont Eq

end
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Exemplo Completo

O Programa Extraído 3(4)

module Z =

strut

(** val ompare : z -> z -> omparison **)

let ompare x y =

math x with

| Z0 ->

(math y with

| Z0 -> Eq

| Zpos _ -> Lt

| Zneg _ -> Gt)

| Zpos x' ->

(math y with

| Zpos y' -> Pos.ompare x' y'

| _ -> Gt)

| Zneg x' ->

(math y with

| Zneg y' -> ompOpp (Pos.ompare x' y')

| _ -> Lt)

end

Marus Ramos (PUC/UNIVASF) Provadores de Teoremas 16/04/2019 109 / 134



Exemplo Completo

O Programa Extraído 4(4)

(** val z_le_de : z -> z -> sumbool **)

let z_le_de x y =

math Z.ompare x y with

| Gt -> Right

| _ -> Left

(** val z_le_gt_de : z -> z -> sumbool **)

let z_le_gt_de x y =

z_le_de x y

(** val insert : z -> z list -> z list **)

let re insert z0 = funtion

| Nil -> Cons (z0, Nil)

| Cons (a, l') ->

(math z_le_gt_de z0 a with

| Left -> Cons (z0, (Cons (a, l')))

| Right -> Cons (a, (insert z0 l')))

(** val sort_orret : __ **)

let sort_orret =

__
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ProofWeb

ProofWeb
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ProofWeb

ProofWeb

Versão web do Coq:

◮
Pode ser usada via navegador (Firefox);

◮
Não preisa baixar nem instalar;

◮
Disponível em http://proofweb.s.ru.nl;

◮
Cliar em �Guest login�;

◮
Cliar em �Aess the interfae�;

◮
Alternativamente, é possível se identi�ar e salvar os arquivos;

◮
Oferee também ursos na área;

◮
Suporta diversos assistentes de prova.
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ProofWeb

ProofWeb 1(4)
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ProofWeb

ProofWeb 2(4)
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ProofWeb

ProofWeb 3(4)
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ProofWeb

ProofWeb 4(4)
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ProofWeb

Observações ao utilizar o ProofWeb 1(2)

◮
Bullets -, +, * não são aeitos;

◮
O omando �Compute� deve ser substituído por �Eval red in� ou

�Eval vm_ompute in�:

Compute (next_weekday friday).

Eval red in (next_weekday friday).
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ProofWeb

Observações ao utilizar o ProofWeb 2(2)

◮
O argumento desreente deve ser expliitado nas funções reursivas

om mais de um argumento:

Fixpoint plus (n : nat) (m : nat) : nat :=

math n with

| O ⇒ m

| S n' ⇒ S (plus n' m)

end.

Fixpoint plus (n : nat) (m : nat) {strut n}: nat :=

math n with

| O ⇒ m

| S n' ⇒ S (plus n' m)

end.
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Teoria
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Teoria

Introdution

Formalização Matemátia

◮
Construção de provas assistida por máquina;

◮
Veri�ação meanizada de provas;

◮
Veloidade, on�abilidade e reutilização;

◮
Matemátia e Ciênia da Computação;

◮
Prova interativa de teoremas;

◮
Desenvolvimento erti�ado de hardware e software.
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Teoria

Casos reais

Formalização matemátia é uma atividade madura:

◮
Usada ao longo dos anos;

◮
Diversidade de assistentes de provas e teorias subjaentes;

◮
Desenvolvimento da tenologia dos assistentes de provas;

◮
Tamanho, omplexidade e importânia de diferentes projetos;

◮
Orientação teória e tenológia;

◮
Indústria e aademia;

◮
Uma tendênia lara;

◮
Ponto sem volta.
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Teoria

Quadro Geral

◮
Matemátia �informal�:

◮
Diferentes níveis de abstração podem esonder erros difíeis de serem

identi�ados;

◮
Notação não-uniforme também pode onstituir um problema.

◮
Formalização matemátia (�matemátia odi�ada no omputador�) é

uma tendênia lara na direção do desenvolvimento teório e da

representação da teoria;

◮
Raioínio auxiliado por omputador e o uso de assistentes interativos

de prova;

◮
Veri�ação meânia de provas e programas, permitindo:

◮
Veri�ação de ada passo de inferênia ontra um onjunto de regras

de inferênia da lógia subjaente;

◮
Notação uniforme.

◮
Vantagens:

◮
Menos esforço e tempo;

◮
Maior on�abilidade.
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Teoria

Requisitos

Requisitos teórios para usar e entender o Coq:

◮
Lógia;

◮
Dedução Natural;

◮
Cálulo Lambda Não-Tipado;

◮
Cálulo Lambda Tipado;

◮
Correspondênia de Curry-Howard;

◮
Teoria de Tipos;

◮
Construtivismo e BHK;

◮
Teoria de Tipos Intuiionístia de Martin Löf;

◮
Cálulo de Construções om De�nições Indutivas.
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Bakground
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Referênias
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Referênias

Referênias

Estão todas disponíveis na página do nosso grupo de estudos:

�Provadores de Teoremas e suas Apliações�

http://marusramos.om.br/univasf/provadores/

◮
Artigos;

◮
Livros;

◮
Slides;

◮
Links;

◮
Exeríios om solução;

◮
e muito mais.
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Referênias

Reomendações espeiais

◮
Introdução ao Coq:

Software Foundations Vol. 1 - Logial Foundations

(Piere et al)

◮
Coq:

Interative Theorem Proving and Program Development

(Bertot & Castéran)

◮
Teoria do Coq (Cálulo de Construções):

Type Theory and Formal Proof

(Nederpelt & Geuvers)
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Conlusões

Fato

Provadores de Teoremas são o futuro (e o presente):

◮
Da matemátia;

◮
Do desenvolvimento de software.

Tanto na industria quanto na aademia.
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Conlusões

Matemátia

Prinipais araterístias do proesso:

◮
Veri�ação meânia de provas;

◮
Assistênia na onstrução de provas;

◮
Reaproveitamento de sripts;

◮
Repositórios;

Prinipais benefíios derivados:

◮
Produtividade;

◮
Correção;

◮
Uniformidade;

◮
Agilidade na publiação de originais.
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Conlusões

Desenvolvimento de Software Certi�ado

Roteiro básio:

1

Esreva as espei�ações omo expressões de tipo;

2

Use uma lógia poderosa o su�iente e erti�que-se de que a

espei�ação esteja orreta;

3

Interprete a espei�ação omo um teorema;

4

Construa a prova do teorema usando uma lógia onstrutiva;

5

Use o provador de teoremas para veri�ar a prova;

6

Converta a prova para um programa de omputador usando o reurso

de extraçao de ódigo.

Uso de métodos matemátios no lugar de métodos empírios e subjetivos.
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Conlusões

Certi�ação de Software já Desenvolvido

Roteiro básio:

1

Construir um termo que represente o programa;

2

Obter a expressão de tipo deste termo;

3

Veri�ar se a mesma orresponde à espei�ação desejada.
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Conlusões

Computadores e Matemátia

Marus Ramos (PUC/UNIVASF) Provadores de Teoremas 16/04/2019 133 / 134



Conlusões

Computadores e Matemátia

◮
Não é fáil mas é muito reompensador;

◮
Espero que voês tenham gostado;

◮
Me perguntem se quiserem mais referênias;

◮
Me esrevam se tiverem perguntas ou sugestões;

◮
Me avisem aso planejem trabalhar nesta área.

Obrigado!
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