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Apresentacdo

Marcus Vinicius Midena Ramos

>
>
>
>

Engenheiro Eletricista (EPUSP 1982);
Mestre em Sistemas Digitais (EPSUP 1991);
Doutor em Ciéncia da Computacdo (UFPE 2016);

Professor do curso de Engenharia de Computacdo da UNIVASF (desde
04/2018); antes EPUSP, Sumaré, FASP, Senac, PUC e Mauricio de
Nassau;

» Coautor do livro Linguagens Formais (com I.S. Vega e J.J. Neto,
Bookman 2009);

» Professor das disciplinas: Teoria da Computacdo, Linguagens Formais
e Autématos e Compiladores;

» Coordenador do grupo de estudos Provadores de Teoremas e suas
Aplicacdes (desde 07/2018)

» Trabalha com a formalizacdo matematica de linguagens livres de
contexto usando o Coq (desde 2013).
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Apresentacdo

Assisténcia

Durante o mini-curso, contaremos com a assisténcia de dois alunos do
curso de Engenharia de Computacdo da UNIVASF:

» Ruan Bahia
» Rafael Klebson

Eles estardo disponiveis nos dois dias e poderdo ajudar com davidas e
também na resolucdo dos exercicios propostos.
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Apresentacdo

Slides

Estes slides estdo disponiveis em:
Prof. Marcus Ramos
http://www.marcusramos.com.br/univasf/
(Palestras e Mini-Cursos)
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Apresentacdo

Programacgao

» PARTE 1:
Motivacdo, histérico, caracteristicas e aplicacdes
12 de Novembro de 2019, 32 feira, das 8:00h as 11:00h
Secdes 01 a 10

» PARTE 2:
Exercicios praticos
13 de Novembro de 2019, 42 feira, das 8:00h as 11:00h
Secdo 11
(trazer notebook)
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Motivacido

Motivacao
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Motivacido

Sobre 0 que vamos falar?

>

Matematica formal;

Prova interativa de teoremas;

v

v

Desenvolvimento interativo de programas certificados;

v

Assistentes de prova em geral;

v

Coq em particular.
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Motivacido

Objetivos

» Introduzir os Assistentes de Prova Interativos (também conhecidos
como Provadores de Teoremas);

» Discutir o seu papel no desenvolvimento de programas e na prova de
teoremas;

» Apresentar alguns projetos de formaliza¢do relevantes, tanto na
indastria quanto na academia;

» Apresentar tépicos das principais teorias utilizadas;
» Apresentar o assistente de provas Coq;
» Mostrar um exemplo completo;

» Fazer um conjunto de exercicios simples.
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Motivacido

Provadores de Teoremas x Assistentes de Prova Interativos

Termos diferentes para designar a mesma coisa:

» “Provadores de Teoremas” é um termo bastante usado mas que n3o
corresponde 3 realidade das ferramentas:
Os provadores ndo provam teoremas, pelo menos nio sozinhos;

» Por isso, este é considerado um termo um pouco mais pretensioso (ou
ambicioso);

» Neste sentido, o termo “Assistentes Interativos de Provas’ é mais
razoavel:
Os assistentes ajudam o usudrio a construir provas e nio tem como
objetivo construi-las sozinhos;

» Ainda assim, os Assistentes Interativos de Provas oferecem alguns
recursos de automacdo que servem para casos especiais;

» Nesta apresentacdo, assim como na maior parte da literatura
especializada, os dois termos serdo usados de forma indistinta.
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Motivacido

Histéria e pratica corrente

» Provas de teoremas:
» Informais;
» Dificeis de construir;
» Dificeis de verificar.
» Programas de computador:

» Informais;
» Dificeis de construir;
» Dificeis de testar.

» Coincidéncia?
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Motivacido

Histéria e pratica corrente

» NA VERDADE NAO, ja que a prova de teoremas e o
desenvolvimento de software possuem essencialmente a mesma
natureza;

» De acordo com a Correspondéncia de Curry-Howard, desenvolver um
programa € a mesma coisa que provar um teorema, € vice-versa;

» Explorar essa similaridade pode ser benéfica para ambas as atividades:

» Raciocinio (“‘reasoning”) pode ser introduzido na programacdo, e
» Computacdo pode ser usada na prova de teoremas.

» Como tirar proveito de tudo isso entdo?
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Motivacido

Perspectivas

» A formalizacdo matematica (“matematica codificada no
computador”) & a resposta;

» Raciocinio auxiliado por computador;

» Uso de assistentes interativos de provas (provadores de teoremas).
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Motivacido

Questdes iniciais

» O que sdo teorias ?
» O que sdo teoremas ?

» O que sdo provas ?

» O que sdo provadores de teoremas ?
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Motivacido

Questdes iniciais

Perguntar n3o ofende:
» Coisa de maluco?
» Tem aplicacdo pratica?

» Por que eu deveria me interessar por isso?
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Motivacido

Questdes iniciais

Nova (!77) maneira de:
> Provar teoremas;

» Desenvolver software.
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Motivacido

Questdes iniciais

Provadores de Teoremas:
» Programa de computador;
» Existem varios disponiveis;

» Mudam a teoria subjacente (por exemplo, classica ou construtiva), as
linguagens e as interfaces;

» Geralmente s3o gratuitos;

» Disponiveis para varias plataformas (Windows, Linux, iOS);

» Fazem a verificacdo mecanica da correcdo de uma prova;

» Funcionam como assistente interativo para elaboracdo de provas;
» Eventualmente permitem a extracdo de programas;

» Usam diversas linguagens e teorias.
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Motivacido

Questdes iniciais

Vantagens para:
» Matematicos;
» Cientistas da computac3o;
» Programadores;
» Engenheiros de software;
» Empresas de desenvolvimento de software e hardware;

» Usuarios de programas, componentes e aplicativos.
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Motivacido

Questdes iniciais

Para os matematicos:
» Formalizacio;
» Seguranca;
» Publicacio;
» Compartilhamento;

» Reutilizac3o.
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Motivacido

Questdes iniciais

» Prova de teoremas e desenvolvimento de software , o que uma coisa
tem a ver com a outra?

» N3o s3o coisas completamente diferentes? Teoria e pratica?

» Tem tudo a ver!
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Motivacido

Questdes iniciais

Prova?

» Argumentacdo incontestavel sobre a validade de uma proposicio.

» Argumentacio?

» Incontestavel?

» Proposicdo?
Dependendo da audiéncia e das linguagens utilizadas, uma prova pode ou
ndo ser aceita como valida. O desafio é propor uma linguagem que seja

simples o suficiente para convencer todas as audiéncias, incluindo e
principalmente as maquinas.
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Motivacido

Questdes iniciais

Teorema?
» Proposicdo n3o-trivial acerca de alguma definicdo ou conjunto de
definicdes.
» N3o-trivial?
» Definicio?

Exemplo: Vn,n? + n é par.
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Motivacido

Questdes iniciais

Teoria?
» Conjunto limitado de definigdes (uma ou mais);
» Conjunto, geralmente extenso, de teoremas (ou lemas) que dizem
respeito a(s) definicdo(Bes);
» Teoremas e lemas sdo propriedades n3o-triviais das definicdes e que,
por causa disso, necessitam ser demonstradas (provadas);
» As provas precisam ser formuladas em algum tipo de calculo;

» A simplicidade do calculo pode permitir que as provas sejam
verificadas automaticamente.

Exemplos: (i) Calculo Lambda e (ii) Linguagens Livres de Contexto.
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Motivacido

Questdes iniciais

Provar teoremas e desenvolver sofware?
» Correspondéncia de Curry-Howard;
» Deducdo Natural;

» Calculo Lambda.
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Motivacido

Questdes iniciais

Se alguns requisitos forem observados, a prova de um teorema se torna o
programa que atende a uma certa especificacdo.

» Provas < Programas;

» Proposicdes (ou Tipos) < Especificagdes.
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Motivacido

Questdes iniciais

Conseqiiéncia pratica:

» Provar um teorema é a mesma coisa que construir um programa!
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Motivacido

Questdes iniciais

Atividades usuais:

» Obter uma prova para um teorema, ou seja,
Prova = Teorema (Proposicdo);

» Construir um programa que atende uma especificacdo, ou seja,
Programa = Especificagdo (Tipo).
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Motivacido

Questdes iniciais

Correspondéncia de Curry-Howard:
» Provas sdo Programas;
» Programas sdo Provas;

» Proposicdes sdo Especificacbes;

v

Especificacdes sdo Proposicdes.
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Motivacido

Questdes iniciais

Desta forma, podemos:

» Construir uma especificacdo para um programa na forma de uma
proposicio;
» Construir uma prova para esta proposicio;

» Obter o programa a partir da prova.
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Motivacido

Questdes iniciais

Conseqiiéncias:
» Programas certificados;
» N3o ha necessidade de testes;
» Corretos por construcio;
» Maior confiabilidade.

Importancia decorre do uso generalizado e crescente de sistemas
computacionais, especialmente em aplicacdes que oferecem risco a vida ou
ao patriménio.
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Motivacido

Questdes iniciais

Requisitos:
» Conhecer Provadores de Teoremas;
» Conhecer a teoria subjacente;
» Experiéncia;

» Forca de vontade.
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Assistentes de Prova

Assistentes de Prova
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Assistentes de Prova

Caracteristicas

» Ferramentas de software que auxiliam o usuario na prova de teoremas
e no desenvolvimento de programas;

» A primeira iniciativa neste sentido data de 1967 (Automath, De
Bruijn);

» Diversos provadores de teoremas estdo disponiveis atualmente (Coq,
Agda, Mizar, HOL, Isabelle, Matita, Nuprl...);

» Vale a pena conferir “The Seventeen Provers of the World"

> Interatividade;

> Interface grafica;

» Verificacdo de provas e programas;

» Construcdo de provas e programas.
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http://www.cs.ru.nl/~freek/comparison/comparison.pdf

Assistentes de Prova

The Seventeen Provers of the World

The Seventeen Provers of the World

Compiled by Freek Wiedijk
(and with a Foreword by Dana Scott)

<trsektcs.ru.nl>
Radbond University Nijn

Abstract. We compar the stles of several prool ssistants for
omatics. We preset Pythagoras' proof of the irationality of v both
informal and formalized in (1) HOL, (2) Mizar, (3) PVS, (4) Cog, (5) Ot-
ter/luy, (6) Isabelle/Isar. (7) Alfo/Agda, (8) ACLZ (9) PhoX, (10) IMPS,
(11) Metamath, (12) Theoreraa, (13) Lego, (14) Nuprd, (15) Qmega, (16)
B method, (17) Minlog.

‘proof assistant._authorof proof page
informal Henk Barendregt 7

1 HOL Johu Harrison, Konrad Slind, Rob Arthan 18

2 Mizar Andrzej Trybulec 7

3 P Bart Jacobs, John Rushby

4 Coq Lausent Théry, Pierre Letouzey, Georges Gonthier

5 Otter/lyy  Michael Beeson, William McCune

6 Isabelle/Isar  Markus Wenzel, Larry Paulson

7 Alfa/Agda  Thierry Coguand

& ACL2 Ruben Gamboa

9 PhoX Cliristophe Raffalli, Paul Rozitre

10 IMPS William Farmer

11 Metamath  Norman Megill

12 Theorema  Walfgang Windsteiger, Bruno Buchberger, Markus

Rozenkranz
13 Lego Conor MeBride 118
14 Nuptl Paul Jackson
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Assistentes de Prova

Utilizacdo

© O usuario escreve uma sentenca (proposicdo) ou expressdo de tipo
(especificacdo) na linguagem da légica utilizada;
© Ele constréi (direta ou indiretamente):
» Uma prova do teorema;
» Um programa (termo) que satisfaz a especificacdo.
© Diretamente: a prova/termo é escrita na linguagem formal aceita pelo
assistente;
Q Indiretamente: a prova/termo é construida com a assisténcia de uma
linguagem de “taticas” interativa;
© Em qualquer caso, o assistente verifica que a prova/termo estdo de
acordo com o teorema/especificagio.
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Assistentes de Prova

Verificar e/ou construir

» Assistentes de provas verificam que provas/termos tenham sido
corretamente construidos;

> Isto é feito por meio de algoritmos de verificacdo de tipos simples;

» Construcdo automatizada de provas/termos pode existir em alguns
casos, com alguma abrangéncia, mas este ndo é o objetivo principal;

» Dai o nome “assistente de provas’;

» Prova automatica de teoremas pode ser buscada, devido 3
“irrelevancia da prova” (a particular prova ndo importa, o que importa
é a existéncia de uma prova);

» Desenvolvimento automatico de programas, por outro lado, ndo é

realista (o particular programa construido para atender uma
especificacdo importa, e muito).
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Assistentes de Prova

Principais beneficios

» Provas e programas podem ser mecanicamente verificados, poupando
tempo e esforco e aumentando a sua confiabilidade;

> A verificac3o é eficiente;

» Os resultados podem ser facilmente armazenados e recuperados para
uso futuro em diferentes contextos;

» Taticas ajudam o usudrio na construcdo de provas/programas;

» O usudrio ganha um entendimento mais profundo sobre a natureza das
suas provas/programas, possibilitando melhorias futuras.
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Assistentes de Prova

Aplicacdes

Formalizacdo e verificacdo de teoremas e teorias completas;

v

v

Verificacdo de programas de computador;

v

Desenvolvimento de software correto;

Revisdo automatica de provas longas e complexas submetidas para
periédicos especializados;

v

v

Verificacdo de componentes de hardware e de software.
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Assistentes de Prova

Desvantagens

» Falhas de infraestrutura podem reduzir a confianca nos resultados
(cédigo do assistente de provas, processadores de linguagens, sistema
operacional, hardware etc);

» Tamanho das provas formais;
» Reduzido niimero de pessoas utilizando assistentes de provas;
» Curva de aprendizado cresce muito lentamente;

» Semelhanca com cédigo computacional mantém os matematicos
afastados e desinteressados.
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Aplicactes
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Aplicacdes

Questdes iniciais

O mundo esta mudando:
» Empresas de software estdo usando Provadores de Teoremas;
» Elas estdo contratando profissionais que sabem usa-los;
» Competitividade, produtividade e qualidade;
» Aplicacdes importantes;

» Mercado emergente.
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Aplicacdes

Questdes iniciais

Ja mudou alguma coisa?
> Intel;
» Microsoft;
» Compiladores, sistemas operacionais, chips, smart cards etc;
» Visivel na Europa e nos EUA;
» Imperceptivel no Brasil;

» Oportunidades de carreira e de empreendimento.
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Aplicacdes

Introducdo

» Interesse grande e crescente em provas formais e desenvolvimento
certificado de programas nos altimos anos;
» Principais areas:
» Semantica de linguagens de programacio;
» Matematica em geral;
» Educacio.

» Projetos importantes tanto na academia quando na indistria;

» 100 teoremas mais importantes (95% formalizado até Novembro de
2019);

» Verifique “100 Theorems”;

» Caminho de sentido tnico.
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Aplicacdes

100 Theorems

Formalizing 100 Theorems

There used to exista onthe web, which is a
rather arbitrary fist (and most of the theorems seem rather elementary), but stilis nice
tolook at On the current page | will keep track of which theorems from this list have

been formalized. Currently the fraction that already has been formalized seems to be

95%

The page does not keep track of all formalizations of these theorems. It just shows
formalizations in systems that have formalized a significant number of theorems, or
that have formalized a theorem that none of the others have done. The systems that
this page refers to are (in order of the number of theorems that have been formalized,
50 the more interesting systems for mathematics are near the top):

nqthm/ACL2
p

NUPRL/MetaPRL

Theorems in the list which have not been formalized yet are in italics. Formalizations of

proofs are in italics t00. The difficult proofs in the list (according to John all
the others are not a serious challenge "given a week or two”) have been underiined
The formalizations under a theorem are in the order of the list of systems, and ot in
chronological order.
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Aplicacdes

Alguns Projetos Verificados Formalmente

Destaques:
» Teorema das Quatro Cores;
» “Odd Order Theorem”;
» Conjectura de Kepler;
» Teoria das Homotopias e Fundamentos Univalentes da Matematica;
» Certificacdo de Compilador;
» Certificacdo de Microkernel;

» Certificagdo de Seguranca Digital.
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Aplicacdes

Teorema das Quatro Cores

» Formulado em 1852, provado em 1976 e novamente em 1995;

» As duas provas fizeram uso de computadores em alguma extens3o,
mas n3o foram totalmente mecanizadas;

» Em 2005 Georges Gonthier (Microsoft Research) e Benjamin Werner
(INRIA) produziram um script de prova que foi totalmente verificado
por uma maquina;

» Marco na histéria da prova assistida por computador;
» 60.000 linhas de script Coq e 2.500 lemas;

» Produtos secundarios.
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Aplicacdes

Teorema das Quatro Cores

De acordo com a Wikipedia:

“In mathematics, the four color theorem, or the four color map
theorem, states that, given any separation of a plane into
contiguous regions, producing a figure called a map, no more
than four colors are required to color the regions of the map so
that no two adjacent regions have the same color. Adjacent
means that two regions share a common boundary curve
segment, not merely a corner where three or more regions meet.”
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Aplicacdes

Teorema das Quatro Cores
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Aplicacdes

Teorema das Quatro Cores

“Although this work is purportedly about using computer
programming to help doing mathematics, we expect that most of
its fallout will be in the reverse direction using mathematics to
help programming computers.”

Georges Gonthier
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Aplicacdes

“Odd Order Theorem”

» Também conhecido como Teorema de Feit-Thomson;

» “In mathematics, the Feit—-Thompson theorem, or odd order theorem,
states that every finite group of odd order is solvable” (Wikipedia);

» Importante na matematica (na classificacdo de grupos finitos) e na
criptografia;
» Conjecturado em 1911, provado em 1963;

» Provado formalmente por uma equipe liderada por Georges Gonthier
em 2012;

> Seis anos de dedicacdo exclusiva em tempo integral;

» Realizacdo importantissima na histéria da prova assistida por
computador;

» 150.000 linhas de script Coq e 13.000 teoremas;
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Aplicacdes

Ultimo Teorema de Fermat
Oportunidade

Enunciado em Coq:

Theorem Fermat:

V a b c n: nat,
(a>0)A (b>0)A (¢>0)— (a"n+b"n=c"n)— (n< 2).

» O Ultimo Teorema de Fermat é um dos cinco teoremas que ainda n3o
foi provado formalmente, da relacdo dos 100 mais importantes.
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Aplicacdes

Ultimo Teorema de Fermat
Oportunidade

De acordo com a Wikipedia:

» “In number theory Fermat’s Last Theorem (sometimes called Fermat’s
conjecture, especially in older texts) states that no three positive
integers a, b, and c satisfy the equation a™ + b™ = " for any integer
value of n greater than 2",

» “This theorem was first conjectured by Pierre de Fermat in 1637 in the
margin of a copy of Arithmetica where he claimed he had a proof that
was too large to fit in the margin. The first successful proof was
released in 1994 by Andrew Wiles, and formally published in 1995,
after 358 years of effort by mathematicians. The proof was described

as a 'stunning advance’ in the citation for his Abel Prize award in
2016".
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Aplicacdes

Certificacdo de Compilador

» CompCert, um compilador vertificado para um amplo subconjunto da
linguagem C e que gera cédigo para a maquina PowerPC;

» O cédigo objeto é certificado para ser compativel (semanticamente
equivalente) com o cédigo fonte em todos os casos;

» Aplicacdes em avidnica e outros sistemas criticos de software;

» CompCert n3o foi apenas verificado, mas totalmente desenvolvido em
Cogq;

» Trés homens-ano ao longo de um periodo de cinco anos;

» 42.000 linhas de cédigo Coq.
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Aplicacdes

Certificacdo de Microkernel

» Componente critico de sistemas operacionais, é executado em modo
privilegiado;
» E mais dificil de ser testado em todas as situacdes;

» selL4, escrito em C (10.000 linhas), foi totalmente verificado em
HOL /Isabelle;

» Sem interrup¢des, crashes ou execucdo de qualquer operacdo insegura
em qualquer situac3o;
» A prova tem 200.000 linhas;

» 11 pessoas-ano podendo chegar a 8, 100% de acréscimo sobre um
projeto ndo-certificado.
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Aplicacdes

Certificacdo de Seguranca Digital

» Plataforma de “smart card” JavaCard;

» Acumula dados pessoais tais como dados bancérios, de crédito, satde
etc;

» E usado para vérias aplicacdes de diversas empresas;

» Confiabilidade e integridade (dos dados pessoais) devem ser
asseguradas;

» Formalizacdo do comportamento e das propriedades da plataforma foi
realizada;

» Certificacdo completa, nivel mais alto foi alcancado;

» Parceria entre INRIA, Schlumberger e Gemalto.
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Questdes iniciais

O profissional do futuro precisa conhecer e
saber usar a teoria. Provadores de
Teoremas sdo apenas uma ferramenta.
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Coq
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Visao Geral

Coq é simultaneamente:

» Uma linguagem de programacdo funcional (que pode ser usada para
construir programas e realizar computacdes);

» Um assistente interativo de provas que possibilita a extracio de
cédigo;

» E justamente o uso combinado destes recursos que o torna uma
ferramenta muito poderosa.
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Visao Geral

Coq pode ser executado em linha de comando ou através de uma interface
grafica (CoqlDE ou Proof General).

» Coq implementa duas linguagens, Gallina e Vernacular ;

» Gallina é a linguagem usada para representar termos (provas e
programas) e proposicdes (teoremas e tipos);

» Gallina é baseada no Calculo de Construcées com Definicdes Indutivas;

» Vernacular é a linguagem de comando para interacdo com o usuério.
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Visao Geral

» Desenvolvido por Huet/Coquand no INRIA em 1984;

» Primeira vers3o disponibilizada em 1989, tipos indutivos foram
adicionados apenas em 1991;

» Desenvolvimento continuo e utilizacdo crescente desde ent3o;

» A légica utilizada é o Calculo de Constru¢es com Definices
Indutivas;

» Este calculo é implementado por meio de uma linguagem de
programacao funcional tipada com légica de alta ordem chamada
Gallina;
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Visao Geral

> A interacdo com o usudrio acontece via uma linguagem de comandos
chamada Vernacular,

» Utiliza uma légica construtiva e possui uma extensa biblioteca padrio
com muitas contribuicdes de usuérios;

» Ambiente extensivel;

» Verifique “Coq Home Page” para downloads, documentac3o,
comunidades, noticias € muito mais.
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Sessdo de usuario

Caso Direto

Uma prova pode ser construida direta ou indretamente .
No caso direto:

» O usuario deve construir manualmente o termo que representa a prova
da proposicdo em quest3o;
» O termo deve ser escrito na linguagem Gallina;

» Simples quando a proposicdo é simples, pode ficar muito complicado
quando a proposicdo for mais elaborada;

» Nestes casos, & mais facil construir a prova de forma indireta.
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Sessdo de usuario

Caso Indireto

» O objetivo (“goal”) inicial & o teorema ou a especificacdo suprida pelo
usuario;

» O contexto inicial é geralmente vazio;

» A aplicacdo de uma tatica, seja no “goal” corrente ou em uma das
premissas do contexto, substitui, respectivamente, o “goal” corrente
por zero ou mais novos “goals” ou modifica o contexto de forma
correspondente;

» Se aplicada ao “goal” corrente, isto cria a nocdo de uma pilha de
“goals”, os quais precisam ser todos provados (em ordem reversa);
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Sessdo de usuario

Caso Indireto

> Se aplicada a alguma premissa do contexto, o mesmo muda e pode
incorporar novas premissas;

» O processo é repetido para cada “goal”, até que n3o existe nenhum
novo “goal” a ser provado;

» A prova/expressdo € entdo construida, verificada e armazenada pelo
assistente de provas, derivando diretamente da seqiiénca de taticas
que foi utilizada.
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Uso das taticas

Regras de inferéncia mapeiam premissas em conclusdes;

Raciocinio direto, ou “Forward reasoning” é o processo de ir das
premissas em direcdo as conclusdes;

» Exemplo: de uma prova de a e uma prova de b é possivel provar a A b;

» Raciocinio inverso, ou “Backward reasoning” & o processo de ir das
conclusdes em direcdo as premissas;

» Exemplo: para provar a A b deve-se provar a e também b;
» “Forward reasoning” é usado nas premissas do contexto;
» “Backward reasoning” é usado nos “goals”;
» Cada regra de inferéncia estd associada a uma ou mais taticas;

» Uma tatica reduz o “goal” a novos “goals” (também conhecids como
“subgoals”), se for o caso, modifica o contexto ou simplesmente prova
o “goal” corrente.
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Uma interface grafica para uso do Coq:

» Menus, atalhos e preferéncias;

» Lado esquerdo: editor de scripts (seqiiéncia de defini¢des e
lemas/teoremas da teoria que se deseja formalizar);

» Lado direito em cima: contexto usado na prova (“goal” corrente e
conjunto de premissas disponiveis);

» Lado direito embaixo: mensagens do sistema para o usuario.
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CoqIDE

% Coglde
File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help |

BEX320FE0E> @

@ scrotct|
Melcome to CoqIDE, an Integrated Development Environment for C
ot e tusnsmg The Cod Proot Assictnt, vrsion 5.gla (une 201)

[Ready Jline: 1char: 1| Coglde started
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CoqIDE

File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compie Windows Help

BEX320F L2000

@misc_arith.v|

roof.

fLemna n_minus_1:
[forall n: nat,
h<e-=n1i<n
Pproof.

fintros n H.
ldestruct n.

- omega.

- omega.

laed..

[Leina; gt zero_ exists:
[forall 17 nat,

s,

lintros i H.

ldestruct 1.

|- omeg:

pvereg
reflexivity.
d.

lLenna_max_n_n:
orall n: nat,

linduction n.

simpl.
reflexivity.

=] [T subgoals
i : nat

H:si>0

fexasts 3

That, 51=5]

(1/1)

[Ready, proving gt zero_exists

tine:_66 char: 2] Coalde stiRd |
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[ subgoals
B2

Il : nat
2 : nat
HL : n

>1
H2 : nl < n2

(1/1)

~nl<nn2
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CoqIDE

Exemplo de sessdo, prova da proposicio:

Lemma example:
vV ab c: Prop,
(a— (b— <))— (b— (a— (bA <))).

» Seqiiéncia de taticas;

» Pode-se avancar (ctrl-arrow-down) ou retroceder (ctrl-arrow-up) tatica
por tatica;

» Thaticas ja processadas tornam-se verdes e ficam “travadas”;

» Observe a mudanca do “goal” e a geracdo de novos “subgoals™;

» Observe a mudanca do contexto.
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CoqIDE

Prova da Implicagdo (—)

> a—b

» Regra de inferéncia para a implicacdo;

» Admite-se a como premissa verdadeira e tenta-se provar b, ou
» Prova-se que a ndo é verdadeiro;

» Taticas intros e apply:

» intros para transferir a hipétese (a) para o contexto;

» apply para unificar a conclusdo de uma implicacdo do contexto (b em
a — b) com o “goal” corrente (b). Gera um novo “subgoal” relativo a
premissa (a).
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Coq

Regras de Inferéncia para a Implica¢do (—)

Introducdo / Regra da Prova Condicional (RPC):

[a]

(=1
a—b
Elimina¢do / Modus Ponens (MP):
a—b a g
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CoqIDE

Prova da Conjuncdo (A)

> aAb

» Regra de inferéncia para a conjuncdo;
» Deve-se provar a, e também

» Deve-se provar b;

» Tatica split:

» Divide o “goal” (a A b) corrente em dois novos “subgoals” (a e b);
» Cria uma pilha de “subgoals’ que devem ser provados individualmente

(a eb).
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Coq

Regras de Inferéncia para a Conjunc¢do (A)

Introdu¢do / Conjuncéo (C):

Eliminagcdo 1 / Separacdo (S51):

alb
a

(AEq)

Eliminagdo 2 / Separacdo (52).

a 2 b (NE2)
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Exemplo

Prova em Deducdo Natural

Teorema:
(a—(b—=¢c)— (b= (a—(bAC))

Prova:

[a — (b— ¢)] [a]

b= e =By
[0] C =5
L
a— (bAc) .

b— (a— (bAC))
(a—(b—c) = (b—(a— (bAC)))

(=1
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CoqIDE

Script que constrdi a prova

Lemma example:
vV ab c: Prop,
(a— (b— ¢))— (b— (a— (bA <))).
Proof.
intros a b ¢ H1 H2 H3.
split.
— exact H2.
— apply H1.
+ exact H3.
+ exact H2.
Qed.
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CoqIDE

Termo de prova

Print example.

example =

fun (abc: Prop) (Hl: a - b —c) (H2:Db) (H3: a)
= conj H2 (H1 H3 H2)

: Vabc: Prop,(a—>b—c)—=b—>a—>bAc
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CoqIDE

Termo de prova

» O termo anterior, do Calculo de Construces com Definicdes Indutivas
(baseado no Calculo Lambda Tipado) representa a prova da
proposicao original;

» Trata-se de uma fungdo que aceita como argumentos trés variaveis (a,
b e c) e trés provas (H1, H2 e H3) sobre estas trés variaveis;

» O corpo da fun¢do mostra como combinar estes argumentos para
gerar a prova de b A ¢;

» Em particular, ele faz a conjuncdo da premissa H2 (b) com o resultado
da aplicagdo da premissa H1 (a — b — ¢) na premissa H3 (a) e depois
novamente na premissa H2 (b).
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CoqIDE

¥ Coglde

File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help

BEX?49FEI0LHe>0

[=*scratch® |

emma_example:
forall a b c: Prop,
(a -> (b ->¢c)) -> (b ->(a -> (b /\ c))).
Proof.
intros a b ¢ H1 H2 H3.
split.
- exact H2.
- apply H1.
+ exact H3.
+ exact H2.
Qed.

Ready

4Lma: 1cChar 1| Cuqlde.s‘ﬁed
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CoqIDE

¥ Coglde

File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help

BEX?49FEI0LHe>0

[=*scratch® |

[Cemma example:
forall a b e: Prop,
(a -> (b ->¢c)) -> (b ->(a > (b /A )]
Proof.
intros a b ¢ H1 H2 H3.
split.
- exact H2.
- apply H1.
+ exact H3.
+ exact H2.
Qed.

[L subgoals

(1/1)
fforall abc : Prop, (a >b >¢)] ->b ->a ->b /\ ¢

Ready. proving example

_tinei 3 chan 43| Cuqlde.sﬁed
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CoqIDE

¥ Coqlde - o X
File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help
BX322F20¢50
E*scratch*l
[Cemma example: L subgoals
forall a b e: Prop, la : Prop
(@ -> (b ->¢c)) - (b ->(a -=(b/ cl)). b : Prop
|Proof. £ : Prop
lintros a b ¢ H1 H2 H3.| H1 :a >b >c¢
split. H2 : b
- exact H2. H3 : a
- apply H1. (1/1)
+ exact H3. EANE
+ exact H2. E
Qed.
Ready. proving example //;,Lina: 5Char: 23| Cuqlde.sﬁed
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CoqIDE

¥ Coqlde - o X
File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help
BX322F20¢50
E*scratch*l
[Cemma example: 2 subgoal
forall a b e: Prop, la : Prop
(@ -> (b ->¢c)) - (b ->(a -=(b/ cl)). b : Prop
proof. lc : Prop
fintros a b ¢ H1 H2 H3. Hl :a >b ->¢
split.] H2 : b
- exact H2. H3 : a
- apply H1. (1/2)
+ exact H3. H
+ exact H2. i (272)
Qed. lc
Ready. proving example jine: 6 Char 7| Cuqlde.sﬁed
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CoqIDE

¥ Coqlde - o X
File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help
BX322F20¢50
E*scratch*l
[Cemma example: L subgoals
forall a b e: Prop, la : Prop
(@ -> (b ->¢c)) - (b ->(a -=(b/ cl)). b : Prop
|Proof. £ : Prop
fintros a b ¢ H1 H2 H3. Hl :a >b ->¢
split. H2 i b
fexact H2. H3 : a
- apply H1. (1/1)
+ exact H3. H
+ exact H2.
Qed.
Ready. proving example jine: 7 char 2| Cuqlde.sﬁed
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CoqIDE

¥ Coqlde - o X

File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help

EXtrwuT i ¢ 0
[=*scratch® |

[Cemma example: [This subpreof 1s complete, but there are still unfocused goals:
forall a b e: Prop,
(a -> (b ->¢)) -> (b ->(a -> (b /A c))). lc
[Proaf.
fintros a b ¢ H1 H2 H3.
split.
- exact H2.|
- apply H1.

+ exact H3.

+ exact H2.
Qed.

Ready. proving example //;,Lina: 7 char: 1z| Cuqlde.sﬁed
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CoqIDE

¥ Coglde - [u] x
File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help
BX322F20¢50
E*scratch*l
[Cemma example: L subgoals
forall a b e: Prop, la : Prop
(@ -> (b ->¢c)) - (b ->(a -=(b/ cl)). b : Prop
|Proof. £ : Prop
fintros a b ¢ H1 H2 H3. Hl :a >b ->¢
split. H2 : b
- exact H2, H3 : a
-| apply H1. (1/1)
+ exact H3. Ha
+ exact H2. E
Qed.
Ready. proving example jine: 8 Char 2| Cuqlde.sﬁed
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CoqIDE

¥ Coqlde - o X
File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help
BX322F20¢50
E*scratch*l
[Cemma example: 2 subgoal
forall a b e: Prop, la : Prop
(@ -> (b ->¢c)) - (b ->(a -=(b/ cl)). b : Prop
|Proof. £ : Prop
fintros a b ¢ H1 H2 H3. Hl :a >b ->¢
split. H2 : b
- exact H2, H3 : a
- apply H1.| (172)
+ exact H3. ia
+ exact H2. i (272)
Qed.
Ready. proving example //;,Lina: 8 Char 1z| Cuqlde.sﬁed
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CoqIDE

¥ Coqlde - o X
File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help
BX322F20¢50
E*scratch*l
[Cemma example: L subgoals
forall a b e: Prop, la : Prop
(@ -> (b ->¢c)) - (b ->(a -=(b/ cl)). b : Prop
|Proof. £ : Prop
fintros a b ¢ H1 H2 H3. Hl :a >b ->¢
split. H2 : b
- exact H2, H3 : a
- apply H1. (1/1)
exact H3. ia

+ exact H2. E
Qed.
Ready. proving example jine: 9 char 4| Cuqlde.sﬁed
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CoqIDE

¥ Coqlde - o X

File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help

BX322F20¢50
E*scratch*l

[Cemma example: [This subpreof 1s complete, but there are still unfocused goals:
forall a b e: Prop,
(a -> (b ->¢)) -> (b ->(a -> (b /A c))). b
[Proaf.
fintros a b ¢ H1 H2 H3.
split.
- exact H2,
- apply H1.

+ exact H3.|

+ exact H2.
Qed.

Ready. proving example //;,Lina: 9 Char: 14| Cuqlde.sﬁed
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CoqIDE

¥ Coqlde - o X
File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help
BX322F 20 e50

E*scratch*l

[Cemma example: L subgoals

forall a b e: Prop, la : Prop

(@ -> (b ->¢c)) - (b ->(a -=(b/ cl)). b : Prop

|Proof. £ : Prop

fintros a b ¢ H1 H2 H3. Hl :a >b ->¢

split. H2 : b

- exact H2, W3t a

- apply H1. (1/1)

+ exact H3.

exact H2.

Qed.
Ready. proving example //;,Lina: 10 Char 4| Cuqlde.sﬁed
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CoqIDE

¥ Coglde

File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help

BEX?49FEI0LHe>0

[=*scratch® |

[Cemma example:
forall a b e: Prop,
(a -> (b ->¢)) -> (b ->(a -> (b /A c))).
[Proaf.
fintros a b ¢ H1 H2 H3.
split.
- exact H2,
- apply H1.
+ exact H3.
+ exact Hz.|
Qed.

o more subgoals.

Ready. proving example

Aune: 10 Char 14| Cuqlde.s‘ﬁed
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¥ Coqlde - o X
File Edit View Navigation Try Tactics Templates Queries Compile Windows Help
BEX?49FEI0LHe>0

[=*scratch® |

[Cemma example:
forall a b e: Prop,
(a -> (b ->¢)) -> (b ->(a -> (b /A c))).
[Proaf.
fintros a b ¢ H1 H2 H3.
split.
- exact H2,
- apply H1.
+ exact H3.
+ exact H2.
ed.|

[exanple 1s defined

Ready _jine: 11 char 5} cnqme.s@d
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Objetivos

Questdes iniciais

Objetivos:
» Despertar o interesse pelo assunto;

» Apresentar uma técnica inovadora que estd mudando a forma de se
fazer matematica e de se desenvolver software;

» Estudar Provadores de Teoremas e Coq em particular;
» Entender o que é formalizacdo matematica;
» Provar teoremas simples;

» Aprender como usar Coq para o desenvolvimento de software
certificado;

» Incentivar o estudo continuado e a atuacdo na area, com pesquisas e
publicacdes;

» Estimular a participacdo no nosso grupo de estudos.
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Objetivos

Questdes iniciais

Teorias envolvidas:
> Logica;
» Teoria de Provas;
» Deducio Natural,
» Calculo Lambda (n3o-tipado e tipado);
» Teoria de Tipos;
» Curry-Howard,;
» Construtivismo;
» Técnicas de prova (inducdo etc)

> etc.
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Objetivos

Questdes iniciais

Objetos de estudo:

v

Teorias (slide anterior);
> Coq;

v

Exemplos;

v

Exercicios;

v

Estudos de caso;

v

Slides, artigos e livros.

Muito estudo, muita persisténcia, muito tempo e muita dedicacdo.
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Objetivos

Questdes iniciais

Em resumo:
» N3o é facil;
» Aprendizado lento;
» Exige muita dedicacio;
> Area ativa de pesquisa;
» Aplicacdes comerciais e académicas de grande relevancia;
» Muitas oportunidades na academia e na indistria;
» Tendéncia irreversivel na matematica e na computacio;
» E o futuro (da matématica e do desenvolvimento de software);

» Grande oportunidade.
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Exemplo Completo

Exemplo Completo
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Exemplo Completo

Especificacdo de um Programa

Aloritmo de ordenacio

Como especificar um algoritmo de ordenagdo?

» Definir o dominio (listas de nimeros inteiros);

» Relacionar entrada, saida e requisitos:

Entrada: uma lista de nimeros inteiros (repeticdes sdo permitidas);
Saida: uma lista de nimeros inteiros;

Requisito 1: as listas possuem os mesmos elementos (permutacéo);
Requisito 2: a lista de saida deve estar “ordenada”.

v

v vy

» Escrever a proposicdo/especificacdo;
» Provar o teorema/construir o programa que implementa a
especificacdo.
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Exemplo Completo

Objetivo

» Construir um programa certificado que ordena uma lista de nameros
inteiros;
» Passos:
» Formular a especificacdo do programa na forma de uma proposicdo da
|6gica de predicados;
» Tratar a especificacdo como um teorema e construir a prova do mesmo;
» Extrair o programa certificado a partir da prova.
» Extraido do livro:
Interactive Theorem Proving and Program Development
Yves Bertot e Pierre Castéran
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https://www.labri.fr/perso/casteran/CoqArt/

Exemplo Completo

Observacdes gerais

» Muitos detalhes;
» N3o se preocupem em entender tudo;

» Busquem apenas uma intuicdo inicial do que estd sendo feito e como
esta sendo feito;

» Mais importante é ter uma visdo geral da dindmica e do tipo de
trabalho envolvido;

» A plena compreensdo vird depois, com o tempo e a pratica.
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Exemplo Completo

Script Coq

» Texto corrido;

» Processado de cima para baixo, esquerda para a direita;
» Mensagens de erros e interacdo com o usuario;

» Defini¢des (indutivas e ndo-indutivas);

» Funcdes (recursivas e ndo-recursivas);

» Lemas e teoremas (proposicdes provadas de forma interativa usando
um conjunto de taticas e regras de inferéncia; as provas sdo criadas
indiretamente).
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Exemplo Completo

Script Coq

» Novos nomes s3o introduzidos em cada nova definicdo, lema, teorema
ou outro;

» Utilizacdo nas etapas seguintes;

» (lema A é usado para provar B, que por sua vez é usado para provar C
e assim por diante)

» Computacdo e deducdo;
Lema ou teorema final;

Provas completas;

» Contexto;
» Inducdo;
» O script ndo é a proval

» Extracdo de cédigo.
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Exemplo Completo

Objetivo

Construir um programa certificado que ordena listas de niameros inteiros.
» Namero inteiro?
» Lista?
» Lista ordenada?
» Qual seria a especificacdo deste programa?
» Uma vez especificado, como construimos a prova?
» Da prova, como extraimos o programa certificado?

> Série de defini¢des (algumas indutivas outras ndo) e lemas.
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Exemplo Completo

Namero Natural

» Um tipo de dados definido de maneira indutiva:

» Existe pelo menos um caso base;
» Existe pelo menos um caso indutivo.

» Dois construtores apenas;

» Construtores sdo funcdes usadas para construir os valores do tipo que
esta sendo definido;

» A express3o a direita do “:” representa o tipo da funcdo;

» O construtor (fun¢do) O ndo tem argumentos e representa o valor
“zero” (caso base);

» O construtor (fungdo) S tem um Gnico argumento e representa
“sucessor” de um namero natural, que também é um namero natural
(caso indutivo);

» Os nameros naturais sdo representados em unario.
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Exemplo Completo

Namero Natural

Definicdo de namero natural em Coq:

Inductive nat: Type =
| 0: nat
| S: nat — nat.

Exemplos:
0 0)
) )
5 G0 ?)
S (s (0| (3)
()
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Exemplo Completo

Defini¢do de lista em Coq:
» Um tipo de dados definido de maneira indutiva:

» Existe pelo menos um caso base;
» Existe pelo menos um caso indutivo.

» Parametrizado em fun¢do do tipo do elemento (A);

» Dois construtores apenas:
» nil representa “lista vazia” (caso base);
» cons representa “acréscimo de elemento a esquerdasucessor’ (caso
indutivo).
» Tipo polimérfico (serve para qualquer tipo de elemento);

» Faz uso intensivo de “notacdes’.
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Exemplo Completo

Defini¢do de lista em Coq:
Inductive list (A : Type) : Type :=
| nil: list A

| cons: A — list A — list A.

Exemplos:
nil nil (]
cons 3 nil nil [3]
cons (3 (cons (4 (cons 5 mnil)))) | 3 :: 5 : nil | [3;4;5]

Marcus Ramos (I ERMAC) Introducdo Coq

12 e 13/11/2019 108 / 208



Exemplo Completo

Lista Ordenada

Definicdo de lista ordenada em Coq:

» Uma proposicdo definida de maneira indutiva:

» Existe pelo menos um caso base;

» Existe pelo menos um caso indutivo.
» Uma colecdo infinita de proposicBes definida de maneira indutiva;
» Usaremos niimeros inteiros (Z) no lugar de nimeros naturais (nat).

» Trés construtores:

» sortedO: lista vazia é ordenada por definicio;

» sortedl: lista com um Gnico elemento é ordenada por definicio;

» sorted2: um nimero menor ou igual que o cabeca de uma lista
ordenada, quando inserido no inicio da mesma, produz uma lista
igualmente ordenada;

» Os construtores de uma proposicio definida de maneira indutiva sdo
considerados axiomas , proposicbes que sio aceitas validas sem
provas.
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Exemplo Completo

Lista Ordenada

Definicdo de lista ordenada em Coq:

Inductive sorted : 1list Z — Prop :=

| sortedO: sorted nil
| sortedl:V z:Z, sorted (z:nil)
| sorted2:Vzlz2:Z,
vV 1:1list Z,
z1 < z2 — sorted (z2::1)

Exemplos:

— sorted (z1:z2::1).

Proposicao Construtores utilizados
sorted nil sorted0
sorted (3::nil) sortedl

sorted (2::3::nil)

sortedl e sorted2

sorted (1::2::3::nil)

sortedl, sorted2 e sorted2
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Exemplo Completo

Prova de Ordenacdo

Prova de que a lista 2::3::5::7::nil é ordenada:

Lemma sorted_example:
sorted (2::3::5::7:: nil).
Proof.
apply sorted2.
omega.
apply sorted2.
+ omega.
+ apply sorted2.
* omega.
* apply sortedl.
Qed.
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Exemplo Completo

Sublista Ordenada

Teorema auxiliar que prova que a remocio do elemento cabeca de uma
lista ordenada preserva a ordenacdo da lista restante:

Theorem sorted_inv :

Yz Z,

V 1:list Z,

sorted (z::1) — sorted 1.
Proof.

intros z 1 H.

inversion H.

apply sortedO.

exact H3.

Qed.
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Exemplo Completo

Namero de Ocorréncias

Funcdo recursiva que computa o nimero de ocorréncias de um mesmo
elemento numa lista:

Fixpoint nb_occ (z:Z) (1:1list Z): nat:=
match 1 with
| nil =0
| (z' = 1) =
match Z_eq_dec z z' with
| left _ = S (nb_occz 1)
| right _ = nb_occz 1’
end
end.
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Exemplo Completo

Permutacao

Proposicdo (predicado) que indica se uma lista é ou ndo é ordenada:

Definition permutation (1 1:1list Z) : Prop :=

Y z:.Z,

nb_occz1l =mnb_occz 1l

A palavra-chave “Definition” também é usada para introduzir funcées
ndo-recursivas . Se a funcdo for recursiva deve-se usar “Fixpoint”.
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Exemplo Completo

Insercdo

Funcdo recursiva que insere um ndmero inteiro numa lista ordenada, de
modo que a mesma continue ordenada:

Fixpoint insert (z:Z) (1:list Z): list Z :=
match 1 with
| nil = z :: nil
| consal =
match Z_le_gt_dec z a with
| left _ =z a1
| right _ = a :: (insert z 1')
end
end.
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Exemplo Completo

Em Resumo

Temos todos os elementos para formular a proposicdo que se deseja provar:

» Sabemos os que € um namero natural (e inteiro);

v

Sabemos o que é uma lista;

v

Sabemos o que é uma lista ordenada;

v

Sabemos o que é uma permutacio;

v

Sabemos inserir numa lista preservando a ordenacdo.

Portanto, podemos formular a especificacdo que desejamos provar.
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Exemplo Completo

Objetivo

Provar a proposicao:

Lemma sort_correct:

V1. list Z,

31" list Z,

permutationl 1’ A sorted 1'.

> A prova desta proposicdo garante a existéncia de uma lista ordenada
equivalente (com os mesmos elementos) para qualquer outra que se
considere;

» Um programa certificado pode ser extraido desta prova.
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Exemplo Completo

Script Coq da Prova

Proof.
induction 1.
— Jdnil.
split.
+ apply permutation_refl.
+ apply sortedO.
— destruct IH1 as [1' [H1 H2]].
3 (insert a 1).
split.
+ apply permutation_trans with (12:=a 1 1').
* apply permutation_cons.
exact H1.
* apply insert_permutation
+ apply insert_sorted.
exact H2.
Qed.

Marcus Ramos (I ERMAC) Introducdo Coq

12 e 13/11/2019 118 / 208



Exemplo Completo

sort_correct =
fun 1 : list Z =>

list_ind
(fun 10 : list Z => exists 1’ : list Z, permutation 10 1’ /\ sorted 1’)
(ex_intro (fun 1’ : list Z => permutation nil 1’ /\ sorted 1’) nil

(conj (permutation_refl nil) sorted0))
(fun (a : Z) (10 : list Z)
(IH1 : exists 1’ : list Z, permutation 10 1’ /\ sorted 1’) =>
match IH1 with
| ex_intro _ 1’ (conj H1 H2) =>
ex_intro (fun 1°0 : list Z => permutation (a :: 10) 1’0 /\ sorted 1’0)
(insert a 1)
(conj
(permutation_trans (a :: 10) (a :: 1’) (insert a 1°)
(permutation_cons a 10 1’ H1) (insert_permutation 1’ a))
(insert_sorted 1’ a H2))
end) 1
: forall 1 : list Z, exists 1’ : list Z, permutation 1 1° /\ sorted 1’
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Exemplo Completo

O Programa Extraido 1(4)

type _ Obj.t
let __ let rec £ _ = Obj.repr f in Obj.repr f
type ’a list =

| Nil

| Cons of ’a * ’a list
type comparison =

| Eq

| Lt

| 6t

(** val compOpp : comparison -> comparison **)
let compOpp = function
| Eq -> Eq

| Lt -> Gt

| 6t -> Lt

type sumbool =

| Left

| Right

type positive =

| XI of positive

| X0 of positive

| XH
type z =

| zo0

| Zpos of positive

| Zneg of positive
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Exemplo Completo

O Programa Extraido 2(4)

module Pos =
struct
(** val compare_cont : comparison -> positive -> positive -> comparison *x)
let rec compare_cont r x y =
match x with
| XI p ->
(match y with
| XI q -> compare_cont r p q
| X0 q -> compare_cont Gt p q
| XH -> Gt)
| X0 p ->
(match y with
| XI q -> compare_cont Lt p q
| X0 q -> compare_cont r p q

| XH -> Gt)
| XH ->
(match y with
| XH -> r
| _ -> L)

(** val compare : positive -> positive -> comparison **)
let compare =
compare_cont Eq
end
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Exemplo Completo

O Programa Extraido 3(4)

module Z =
struct
(% val compare : z -> z -> comparison *%)
let compare x y =
match x with

| 20 ->
(match y with
| 20 -> Eq

| Zpos _ -> Lt
| Zneg _ -> Gt)
| Zpos x? ->
(match y with
| Zpos y? -> Pos.compare x’ y’
| _ -> Gt)
| Zneg x’ ->
(match y with
| Zneg y’ -> compOpp (Pos.compare x’ y’)
| _ -> Lt)
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Exemplo Completo

O Programa Extraido 4(4)

(*x val z_le_dec : z -> z -> sumbool *x)
let z_le_dec x y =
match Z.compare x y with
| Gt -> Right
| _ -> Left
(*x val z_le_gt_dec : z -> z -> sumbool *x)
let z_le_gt_dec x y =
z_le_dec x y
(** val insert : z -> z list -> z list *x)
let rec insert z0 = function
| Nil -> Cons (z0, Nil)
| Cons (a, 1?) ->
(match z_le_gt_dec z0 a with
| Left -> Cons (z0, (Cons (a, 17)))
| Right -> Cons (a, (imsert z0 17°)))
(** val sort_correct : __ *x)
let sort_correct =
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Teoria

Teoria
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Introducdo

Formalizacdo Matematica

» Construcdo de provas assistida por maquina;
» Verificacdo mecanizada de provas;

» Velocidade, confiabilidade e reutilizac3o;

» Matematica e Ciéncia da Computacdo;

» Prova interativa de teoremas;

» Desenvolvimento certificado de hardware e software.
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Casos reais

Formalizacdo matematica é uma atividade madura:
» Usada ao longo dos anos;
» Diversidade de assistentes de provas e teorias subjacentes;
» Desenvolvimento da tecnologia dos assistentes de provas;
» Tamanho, complexidade e importancia de diferentes projetos;
» Orientacdo teérica e tecnoldgica;
» Indistria e academia;

» Uma tendéncia clara;

» Ponto sem volta.
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Quadro Geral

» Matematica “informal™:

» Diferentes niveis de abstracio podem esconder erros dificeis de serem
identificados;
» Notac3o ndo-uniforme também pode constituir um problema.

» Formalizacdo matematica (“matemdtica codificada no computador”) é
uma tendéncia clara na direcio do desenvolvimento teérico e da
representacdo da teoria;

» Raciocinio auxiliado por computador e o uso de assistentes interativos
de prova;

» Verificacdo mecanica de provas e programas, permitindo:

» Verificagdo de cada passo de inferéncia contra um conjunto de regras
de inferéncia da l6gica subjacente;
» Notacdo uniforme.
» Vantagens:
» Menos esforco e tempo;
» Maior confiabilidade.
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Requisitos

Requisitos tedricos para usar e entender o Coq:
> Logica;
» Deduc3o Natural,
» Calculo Lambda N3o-Tipado;
» Calculo Lambda Tipado;
» Correspondéncia de Curry-Howard;
» Teoria de Tipos;
» Construtivismo e BHK;
» Teoria de Tipos Intuicionistica de Martin Lof;

» Calculo de Construcdes com Definicdes Indutivas.
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Referéncias
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Referéncias

Referéncias

Estdo todas disponiveis na pagina do nosso grupo de estudos:
“Provadores de Teoremas e suas Aplicacbes”
http://marcusramos.com.br/univasf/provadores/

> Artigos;

» Livros;

» Slides;

» Links;

» Exercicios com solucdo;

> e muito mais.
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Referéncias

Recomendacdes especiais

» Introducdo ao Coq:
Software Foundations Vol. 1 - Logical Foundations
(Pierce et al)

» Coq:
Interactive Theorem Proving and Program Development
(Bertot & Castéran)

» Teoria do Coq (Calculo de Construgdes):
Type Theory and Formal Proof
(Nederpelt & Geuvers)
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https://www.labri.fr/perso/casteran/CoqArt/
https://www.cambridge.org/vi/academic/subjects/computer-science/programming-languages-and-applied-logic/type-theory-and-formal-proof-introduction?format=HB

Conclusoes
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Conclusées

Provadores de Teoremas sdo o futuro (e o presente):
» Da matematica;
» Do desenvolvimento de software.

Tanto na industria quanto na academia.
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Conclusées

Matematica

Principais caracteristicas do processo:
» Verificacdo mecanica de provas;
» Assisténcia na construcdo de provas;
» Reaproveitamento de scripts;
» Repositérios;
Principais beneficios derivados:
» Produtividade;
» Correcdo;
» Uniformidade;

» Agilidade na publicacdo de originais.
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Conclusées

Desenvolvimento de Software Certificado

Roteiro basico:
© Escreva as especificacdes como expressdes de tipo;

© Use uma légica poderosa o suficiente e certifique-se de que a
especificacdo esteja correta;

© Interprete a especificacio como um teorema;
© Construa a prova do teorema usando uma légica construtiva;
© Use o provador de teoremas para verificar a prova;

@ Converta a prova para um programa de computador usando o recurso
de extracao de cédigo.

Uso de métodos matematicos no lugar de métodos empiricos e subjetivos.
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Conclusées

Certificacdo de Software ja Desenvolvido

Roteiro basico:
© Construir um termo que represente o programa;
© Obter a expressdo de tipo deste termo;

© \Verificar se a mesma corresponde a especificacdo desejada.
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Conclusées

Computadores e Matematica

SOCOMGE . CON f NOHGERUTTUR

WILEY INK@EARTHLIMK.MET
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Conclusées

Computadores e Matematica

v

Nio é facil mas € muito recompensador;

v

Espero que vocés tenham gostado;

v

Me perguntem se quiserem mais referéncias;
» Me escrevam se tiverem perguntas ou sugestoes;

» Me avisem caso planejem trabalhar nesta area.

Obrigado!
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Exercicios

Exercicios
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Exercicios

Observacdes gerais

» Booleanos (bool), nimeros naturais (nat) e listas de naturais
(nat_list);

» Definicdes, exemplos e exercicios;

» Funcdes (linguagem funcional) e provas;

» Funcdes simples (ndo-recursivas e recursivas);
» Provas simples (diretas e por inducdo);

» Definicdes do préprio Coq;

» Utilizaremos o ProofWeb;

» N3o serd necessario instalar o Coq localmente;
» Assisténcia para davidas;

» Conferéncia dos resultados.
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Exercicios

ProofWeb

Versdo web do Coq:
» Pode ser usada via navegador;
» N3o precisa baixar nem instalar;
» Disponivel em http://proofweb.cs.ru.nl;
» Clicar em “Guest login”;
» Clicar em “Access the interface”;
» Alternativamente, é possivel se identificar e salvar os arquivos;
» Oferece também cursos na area;

» Suporta diversos assistentes de prova.
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Exercicios

ProofWeb 1(4

ProofiWeb is both a system for teaching logic and for using, proof assistants through the web.

Proofieb can be used in three ways. First, one can use the guest login, for which one does not even need to
register. Secondly. a user can be a student in a logic or proof assistants course. We are hosting courses free of
charge. If you are a teacher and would like to host your course on this server, send email to proofweb@cs.runl
Thirdly, if teachers do not want to trust us with their students' files, they can freely download the ProofWeb system
and run it on a server of their own

ProofWeb works well with many web browsers. but it does not work with all versions of Intemet Explorer
Proofileb was developed using the Firefox browser. which can be downloaded for free.
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Exercicios

ProofWeb 2(4

The Proofeb manual

The textbook by Huth and R

Course v
| Student login

Request a new ProofWeb course
Download and install your own ProofWeb server

Proofieb is a system for practising natural deduction on the computer. It is aimost, but not quite, entirely uniike
the Jape system. Proofieb is based on the Cog proof assistant and runs inside any modern web browser. To use
Proofieb one does not need to install software locally, not even a plugin: a web browser is all one needs. With
ProofVeb one runs logic exercises on a web server, just like gmail keeps all mail messages on its server. This
means that students will be able to access their exercises wherever they have a web browser, and that teachers
at any time can see the status of their students' work

Proofieb comes with a database of basic loaic exercises that are araded according to difficuity The ProofWeb
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Exercicios

ProofWeb 3(4

« Experiment with an empty buffer, select prover:

goq_
[ ACCESS THE I

« You are nof logged in as a registered user. Go back fo main page if guest access is not what you want
« Tasks
« Select a saved file to load:

00Mathias difficult
00Mathias eksempell
00Mathias ovelse2
00MathiasAssignment].1
0100011

1

1+1=trivial

1y

Lot

1314-bloeddrukmeter.v

0Ly
ElekirischeDeurbel v
bwsnlamp.v

IMathias ovelse
111
201503345j0aolucas.y
201508737 v

20150873 Tkeslleylima
201616140.v

25453
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ProofWeb 4(4)

Exercicios

¥ {+ 80 @ F File Display Templates Backward Forward Query Debug Help Logout

Welcome to Coq trunk (Nov. 2086)
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Exercicios

Observagdes ao utilizar o ProofWeb 1(2)

» Bullets -, +, * n3o s3o aceitos;

» O comando “Compute” deve ser substituido por “Eval red in” ou
“Eval vm_compute in™:

Compute (next_weekday friday).
Eval red in (next_weekday friday).
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Exercicios

Observagdes ao utilizar o ProofWeb 2(2)

» O argumento descrecente deve ser explicitado nas fun¢des recursivas
com mais de um argumento:

Fixpoint mult (x y: nat): nat:=

match x with

| 0=0

| Sz = plusy (mult zy)

end.

Fixpoint mult (x y: nat) {struct x}: nat:=
match x with

| 0=0

| Sz = plusy (mult zy)

end.
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Exercicios

Exercicios

Definic3o do tipo bool

Inductive bool: Type:=
| false: bool
| true: bool.

» Tipo finito;
» Possui apenas dois valores (false e true);

» Cada valor corresponde & um construtor.
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Exercicios

Exercicios

Definic3o do tipo bool

Check false.
Check true.

» Para verificar o tipo de um valor.
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Exercicios

Exemplo

Definicdo da funcdo negb

Negacdo booleana:

Definition negb (b: bool): bool:=
match b with

| false = true

| true = false

end.

» Nome da func3o, parametros e tipo do resultado;
» O comando match é usado para fazer analise de valores;

» Em funcdo da analise é possivel determinar o resultado.
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Exercicios

Exemplo

Definicdo da funcdo negb

Negacdo booleana:

Eval vm_compute in (negb false).
Eval vm_compute in (negb true).

» Para verificar o resultado da execu¢do da fun¢3o.
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Exercicios

Exemplo

Tabelas-verdade

false | true

Conjuncdo (a ADb): false | false | false
true | false | true

false | true
Disjungdo (a V b): false | false | true
true true | true

false | true
Implicacdo (a — b): false | true | true
true | false | true
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Exercicios

Exercicios

Conjuncdo booleana

» Escrever uma fungdo que implementa o operador légico “e” sobre
valores do tipo booleano.

Definition andb (x y:bool): bool := ...

» Testar com:

Check andb.

Eval vm_compute in (andb false true).
Eval vm_compute in (andb true true).
Eval vm_compute in (andb false false).
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Exercicios

Exercicios

Conjuncdo booleana

Solucdo:

Definition andb (x y:bool): bool :=
match x with

| true =y

| false = false

end.

ou

Definition andb (x y:bool): bool :=
match x with
| true = matchy with

| true = true

| false = false

end

| false = false
end.
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Exercicios

Exercicios

Disjuncdo booleana

» Escrever uma funcdo que implementa o operador légico “ou” sobre
valores do tipo booleano.

Definition orb (x y:bool): bool := ...
» Testar com:

Eval vm_compute in (orb false).
Eval vm_compute in (orb true false).
Eval vm_compute in (orb false true).
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Exercicios

Exercicios

Disjuncdo booleana

Solucdo:

Definition orb (x y:bool): bool :=
match x with

| true = true

| false =y

end.
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Exercicios

Exercicios

Implicacdo booleana

» Escrever uma fungdo que implementa o operador légico “implica”
sobre valores do tipo booleano.

Definition implyb (x y:bool): bool := ...

» Testar com:

implyb false false).
implyb false true).
implyb true false).
implyb true true).

Eval vm_compute in
Eval vm_compute in
Eval vm_compute in
Eval vm_compute in

~ e~~~
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Exercicios

Exercicios

Implicacdo booleana

Solucdo:

Definition implyb (x y:bool): bool :=
match x with

| false = true

| true =y

end.
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Exercicios

NotacGes

» Coq permite o uso de notacBes para melhorar a legibilidade dos
termos em substituicio & chamada de funcdes na notacio pré-fixada;

v

Cada notacdo é associada com uma funcdo;

» E possivel escolher simbolo, associatividade e precedéncia;

v

Exemplos:

Notation "x && y" := (andb x y) (at level 40, left associativity).
Notation " | | y = (orb x y) (at level 50, left associativity).
Notation " = (negb x).

Notation "x = y" = (implyb x y) (at level 70, right associativity).
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Exercicios

NotacGes

» Testar com:

Eval vm_compute in (~ false).

Eval vm_compute in (true && true).

Eval vm_compute in (true || (false && true)).
Eval vm_compute in (false = true).

Eval vm_compute in (true = false).
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Exercicios

Propriedades e Provas

Para provar o seguinte lema:

Lemma test_orb: orb (orb false false) true = true.

basta escrever:

Lemma test_orb: orb (orb false false) true = true.
Proof.

simpl.

reflexivity.

Qed.

» Proof. é usado para iniciar um script de prova;
» Qed. é usado para terminar um script de prova;

» A prova é construida indiretamente por meio do uso de taticas entre o
Proof. e o Qed.
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Exercicios

Tatica simpl

» Uso: simpl.

» Simplifica o “goal” corrente.
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Exercicios

Tatica reflexivity

> Uso: reflexivity.

» Prova o “goal” corrente se este for uma equagdo com o mesmo termo
em ambos os lados;

» Eventualmente também simplifica o “goal”.

Marcus Ramos (I ERMAC) Introducdo Coq 12 e 13/11/2019 164 / 208



Exercicios

Exercicios

Provar os seguintes lemas sobre propriedades das funcdes anteriores:

Lemma test_andb: andb (andb true false) true = false.
Lemma and_true: V x, andb true x = x.
Lemma imply_equiv: V a b, (implyb a b) = (orb (negb a) b).
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma test_andb: andb (andb true false) true = false.
Proof.

simpl.

reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Tatica intros

» Uso: intros <name>.

» Transfere variaveis (de quantificadores universais) e premissas (lado
esquerdo de implicacBes) para o contexto, indicando os respectivos

nomes.
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma and_true: V x, andb true x = x.
Proof.

intros x.

simpl.

reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Tatica destruct

» Uso: destruct <name>.

» Efetua andlise de casos na variavel de tipo indutivo <name>. Sio
gerados tantos novos “goals” quantos sejam os construtores do tipo
indutivo correspondente.
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma imply_equiv: V a b, (implyb a b) = (orb (negb a) b).
Proof.

intros a b.

destruct a.

simpl.

reflexivity.

simpl.

reflexivity.

Qed.

Com as notacdes, é possivel escrever também:

Lemma imply_equiv: Vab, (a =b) = (~ a || b).
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Exercicios

Exercicios

Definicdo do tipo nat

Inductive nat : Type :=
| 0: nat
| S: nat — nat.

» O primeiro construtor (0) é uma funcdo sem argumentos que
representa o natural zero;

» O segundo construtor (S) é uma fun¢do que aceita como argumento
um natural e retorna outro natural (sucessor);

» Tipo infinito;
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Exercicios

Exercicios

Definicdo do tipo nat

» Nimero natural é representado em unério;
» Possui infinitos valores (0, S 0, S (S 0), etc);
> 0O representa 0, S O representa 1, S (S 0) representa 2 e assim por
diante;
» Cada valor corresponde a aplicacio combinada de um par de
construtores; existem infinitas combinacdes.
Check 0.
Check (S 0).
Check (S (S 0)).
Check (S (S (S (0))))

» Para verificar o tipo de um valor.
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Exercicios

Exemplo

Definicdo da funcdo pred

Predecessor:
Definition pred (n : nat) : nat :=
match n with
| 0=0
| Sn' =n'
end.
» Nome da func3o, parametros e tipo do resultado;
» O comando match é usado para fazer analise de valores;

» Em funcdo da analise é possivel determinar o resultado.
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Exercicios

Exemplo

Definicdo da funcdo pred

Predecessor:

Eval vm_compute in (pred 0).
Eval vm_compute in (pred (S 0)).
Eval vm_compute in (pred (S (S (S 0)))).

» Para verificar o resultado da execucdo da funcio.
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Exercicios

Exercicios

Somar 2

» Escrever uma funcdo que soma 2 a um valor do tipo natural.

Definition plustwo (n : nat) : nat := ...

» Testar com:

Eval vm_compute in (plustwo 0).
Eval vm_compute in (plustwo (S (S 0))).
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Exercicios

Exercicios

Somar 2

Solucdo:

Definition plustwo (n : nat) : nat :=
match n with

| 0=5(50)

| Sn" =S (S(Sn') )

end.
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Exercicios

Exercicios

Somar dois nimeros naturais

» Escrever uma funcdo que soma dois niameros naturais quaisquer.

Fixpoint plus (n m: nat) {struct n} : nat := ...

» Testar com:

Eval vm_compute in (plus 0 (S 0)).
Eval vm_compute in (plus (S 0) (S 0)).

» Notar que Fixpoint deve ser usado no lugar de Definition se a
funcdo for recursiva.
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Exercicios

Exercicios

Somar dois nimeros naturais

Solucdo:

Fixpoint plus (n m: nat) {struct n} : nat :=
match n with

| 0=m

| Sn” =S (plusn' m)

end.

» A notac3o abaixo é muito utilizada:
Notation "a + b" := (plus a b) (at level 50, left associativity).

» Neste caso é possivel escrever, por exemplo:

Eval vm_compute in (0 + (S 0)).
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Exercicios

Propriedades e Provas

Para provar o seguinte lema:
Lemma plus_0_n : YV n, (plus 0 n) = n.
basta escrever:

Lemma plus_0_n : YV n, (plus 0 n) = n.
Proof.

intros n.

simpl.

reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Tatica induction

» Uso: induction <name>.
» Inicia uma prova por inducdo na varidvel <name>;

» Para isso, sdo gerados tantos novos “goals’ quantos sejam os
construtores do tipo indutivo <name>;

» Um principio de inducdo é usado.
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Exercicios

Tatica rewrite

» Uso: rewrite <name>.

» Substitui um termo do “goal” pelo lado esquerdo (ou direito) da
equacdo <name>;

» A reescrita pode ser feita da esquerda para a direita (—, default) ou
da direita para a esquerda (+);

» Reescreve um termo, fazendo para isso uma substituicio de subtermos.
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Exercicios

Propriedades e Provas

Para provar o seguinte lema:

Lemma plus_n_0:Vn:nat, n = plusn 0.

basta escrever:

Lemma plus_n_0:Vn:nat, n = plusn 0.
Proof.

intros n.

inductionn as [| n' IHn'].

reflexivity.

simpl.

rewrite < IHn'.

reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Propriedades e Provas

Informalmente:
Vn,n+0=mn

Prova por inducdo em n:

» Caso base (n =0): 0+0=0

» Caso indutivo (n = Sm):
» Deseja-se provar (m + 0 =m) = (Sm+0 = Sm);
» Hipétese de inducdo, m + 0 = m;
» Deve-se entdo provar Sm + 0 = Sm:

» Sabe-se que Sm + 0 = S(m + 0);
> Reescrevendo a hipétese de inducdo, temos Sm + 0 = Sm.
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Exercicios

Propriedades e Provas

Provar:
Yn,0+n=mn

ndo requer inducdo, porém provar:

Vn,n+0=mn

REQUER induco.
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Exercicios

Exercicios

Provar os seguintes lemas sobre propriedades das funcdes anteriores:

Lemma plus_Sn_m: Vnm:nat, Sn+m=S (n+ m).
Lemma plus_n_Sm: Vnm:nat, S(n+m) =n+ Sm.
Lemma plus_comm: V x y: nat, plus x y = plus y x.
Lemma plus_assoc: V a b c: nat, plus (plus a b) ¢ = plus a (plus b c).
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma plus_Sn_m: Vnm:nat, Sn+m=S (n+ m).
Proof.

intros nm.

simpl.

reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma plus_n_Sm: Vnm:nat,S(n+m) =n+ Sm.
Proof.
induction n.
intros m.
simpl.
reflexivity.
intros m.
simpl.

rewrite < IHn.
reflexivity.
Qed.
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma plus_comm: V x y: nat, x+y=y+x.
Proof.

intros x.

induction x.
introsy.

simpl.

rewrite < plus_n_0.
reflexivity.

intros y.

rewrite plus_Sn_m.
rewrite IHx.
rewrite plus_n_Sm.
reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma plus_assoc: V a b c: nat, plus (plus a b) ¢ = plus a (plus b c).
Proof.

intros a.

induction a.

simpl.

reflexivity.

intros b c.

rewrite plus_Sn_m.
rewrite plus_Sn_m.
rewrite IHa.

rewrite < plus_Sn_m.
reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Exercicios

Definicdo do tipo nat_list

Inductive nat_list: Type :=
| nil: natlist
| cons: nat — nat_list — nat_list.

» O primeiro construtor (nil) é uma fun¢do sem argumentos que
representa a lista vazia;

» O segundo construtor (cons) é uma fungdo que aceita como
argumento um natural, uma lista de naturais e retorna outra lista de
naturais (adiciona o elemento na frente);
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Exercicios

Exercicios

Definicdo do tipo nat_list

Inductive nat_list: Type :=
| nil: nat_list
| cons: nat — nat_list — nat_list.

» Tipo infinito;

» Possui infinitos valores (nil, cons 0 nil, cons (S 0) (cons O
nil), etc);

» nil representa [|, cons 0 nil representa [0], cons (S 0) (cons O
nil) representa [1;0] e assim por diante;

» Cada valor corresponde a aplicacio combinada de um par de
construtores; existem infinitas combinacdes.
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Exercicios

Exercicios

Definicdo do tipo nat

Check nil.
Check (cons 0 nil).
Check (cons (S 0) (cons 0 nil)).

» Para verificar o tipo de um valor.
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Exercicios

NotacGes

>

Lista vazia;

v

Lista com um anico elemento;

v

Lista com varios elementos;

v

Concatenacio de listas;

Acréscimo de elemento na frente de lista.

v

» Exemplos:

Notation "[ 1" :=nil.

Notation "[ n 1" := (cons n nil).

Notation"[ x ; y 5 .. ; z 1" := (cons x (cons y .. (cons z nil) ..)).
Notation "11 ++12" := (cat 11 12) (at level 50, left associativity).
Notation "x :: y" := cons x y.
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Exercicios

Exercicios

Comprimento de uma lista de naturais

» Escrever uma func¢do que retorna o nimero de elementos em uma lista
de nimeros naturais.

Fixpoint length (1 : nat_list) {struct 1}: nat :=

» Testar com:

n (length nil).

n (length (cons (S (S 0)) nil)).

n (length (cons 0 (cons (S (S 0)) nil)) ).
n (length []).

n (length [(S (S 0))]).

n (length [0 ;0;0]).

Eval vm_compute i
Eval vm_compute i
Eval vm_compute i
Eval vm_compute i
Eval vm_compute i
Eval vm_compute i

Py
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Exercicios

Exercicios

Comprimento de uma lista de naturais

Solucdo:

Fixpoint length (1 : nat_list) {struct 1}: nat :=
match 1 with

| nil =0

| consnl = S (lengthl)

end.
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Exercicios

Exercicios

Concatenacdo de duas listas de naturais

» Escrever uma funcio que retorna uma lista correspondente a
concatenac3o de duas outras listas de nimeros naturais.

Fixpoint cat (11 12 : nat_list) {struct 11}: nat_list := ...

» Testar com:

Eval vm_compute in (cat [ [SO0; S (S 0)]).
Eval vm_compute in (cat [] []).
Eval vm_compute in (cat [0 ; O] []).
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Exercicios

Exercicios

Concatenacdo de duas listas de naturais

Solucdo:

Fixpoint cat (11 12 : nat_list) {struct 11}: nat_list :=
match 11 with

| nil = 12

| consnl = consn (catl' 12)

end.
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Exercicios

Exercicio

Provar o seguinte lema sobre propriedades das funcdes anteriores:

Lemma length_cat: V 11 12 : nat_list,
length (cat 11 12) = length 11 + length 12.
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Exercicios

Exercicio

Solucdo:

Lemma length_cat: V 11 12 : nat_list,
length (cat 11 12) = length 11 + length 12.
Proof.

intros 11 12.

induction 11.

simpl.

reflexivity.

induction n.

simpl.

rewrite — IH11.

reflexivity.

simpl.

rewrite — IH11.

reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Exercicio

Definir uma funcdo que retorna o reverso de uma lista de nameros naturais:

Definition rev (1: nat_list): nat_list:= ...
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Exercicios

Exercicio

Solucdo:

Fixpoint rev (1: nat_list): nat_list:=
match 1 with

| nil = nil

| cons x 1" = cat (revl’) (cons x nil)
end.
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Exercicios

Exercicios

Provar os seguintes lemas sobre propriedades das funcdes anteriores:

Lemma cat_nil:

V 1: nat_list, cat 1 nil = 1.

Lemma cat_assoc:

¥ 1112 13: nat_list, cat (cat 11 12) 13 = cat 11 (cat 12 13).
Lemma cat_rev:

¥ 11 12: nat_list, rev (cat 11 12) = cat (rev 12) (rev 11).
Lemma rev_involutive:

vV 1: nat_list, rev (revl) = 1.
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma cat_nil:

¥V 1. nat_list, cat 1 nil = 1.
Proof.

induction 1.

simpl.

reflexivity.

simpl.

rewrite IHI.

reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma cat_assoc:
¥ 11 12 13: nat_list, cat (cat 11 12) 13 = cat 11 (cat 12 13).
Proof.
induction 11.
simpl.
reflexivity.
intros 12 13.
simpl.

rewrite IHI1.
reflexivity.
Qed.
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma cat_rev:

¥ 11 12: nat_list, rev (cat 11 12) = cat (rev 12) (rev 11).
Proof.

induction 11.
simpl.

intros 12.

rewrite cat_nil.
reflexivity.
intros 12.

simpl.

rewrite IHI11.
rewrite cat_assoc.
reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Exercicios

Solucdo:

Lemma rev_involutive:
vV 1: nat_list, rev (revl) = 1.
Proof.

induction 1.

simpl.

reflexivity.

simpl.

rewrite rev_cat.
simpl.

rewrite IHI.
reflexivity.

Qed.
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Exercicios

Conclusdes

» Vimos apenas algumas taticas basicas (simpl, reflexivity, intros,
destruct, induction e rewrite);

» Existem muitas outras taticas e muitas variacdes das mesmas;

» Vimos apenas os tipos bool, nat e nat_list;

» Existem muitos outros e variacdes (incluindo tipos polimérficos);

» Existe uma biblioteca padrdo bastante extensa e pronta para ser usada;

» N3o discutimos nada sobre a teoria (Calculo Lambda, Teoria de Tipos,
Logica Construtiva, Curry-Howard etc);

» Conforme se aprofunda no Coq, torna-se necessario conhecer a teoria
subjacente (Calculo de Construgdes com Definigdes Indutivas);

» O aprendizado efetivo s6 vem com o estudo da teoria e a pratica do
uso da ferramenta na formalizagdo matematica e/ou no
desenvolvimento de software certificado.
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Exercicios

Conclusdes

Obrigado mais uma vez!
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