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Introducdo

Célculo Lambda N3o-Tipado

Aspectos positivos :

» Simples, conciso e elegante;

v

Confluéncia e unicidade de formas normais j3;

v

Resoluc3o de equacdes recursivas por meio de pontos fixos;

» Turing-completo.
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Introducdo

Célculo Lambda N3o-Tipado

Aspectos negativos :
» Excessivamente liberal (contra-intuitivo em alguns aspectos);
» Auto-aplicagdo é permitida (zx) porém é contra-intuitiva;
» A existéncia de formas normais ndo é garantida, existe a possibilidade
de calculos infinitos;

» Todo termo possui um ponto fixo, 0 que ndo corresponde ao que se
conhece do comportamento usual das fun¢des (algumas possuem,
outras ndo).
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Introducdo

Célculo Lambda Tipado

Solucdo para preservar os aspectos positivos eliminando os aspectos
negativos:
» Introducdo da nocdo de tipos;
» Um tipo restringe a coleco de valores que podem ser fornecidos ou
retornados de uma funcdo;
» Serve para prevenir as anomalias citadas anteriormente;
» N&o é uma ideia original de Church, uma teoria de tipos foi formulada
anteriormente por Bertrand Russell; a ideia de Church é uma
simplificacdo da teoria de Russell.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 6 / 142



Introducdo

Célculo Lambda Tipado

Conseqiiéncias

» Elimina os problemas do Célculo Lambda N3o-Tipado:
> A auto-aplicacdo ndo é possivel (termos com auto-aplicacdo ndo sdo
validos no Calculo Lambda Tipado);
» Todo termo possui uma forma normal 8 (toda computacdo é finita);
» Nem todo termo possui um ponto fixo.
» Os aspectos positivos do Calculo Lambda N3o-Tipado sdo preservados
no Calculo Lambda Tipado.
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Introducdo

Célculo Lambda Tipado

Conseqiiéncias

» E mais limitado que o Calculo Lambda N&o-Tipado e possui poder
reduzido (pois nem todas as fun¢des computaveis podem ser
representadas no Calculo Lamba Tipado);

» N3o se presta para a formalizacdo da matematica, como era o objetivo
de Church, mas possui diversas aplicacdes importantes na computac3o;

» E realizado em uma série de sistemas, com complexidade crescente; o
mais simples é o chamado “Simply Typed Lambda Calculus” (A —); o
mais complexo é o chamado “Calculus of Constructions” (AC);

» O "Cubo de Barendregt” representa a relacdo que existe entre todos
estes sistemas;
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Cubo de Barendregt

Cubo de Barendregt

Descoberto e descrito por Henk Barendregt em 1992.
Possui quatro sistemas independentes:

@ ) — Simply Typed Lambda Calculus (STLC);
@ )2 Second Order Typed Lambda Calculus (STLC + Terms Dependent on Types);
© )w (STLC + Types Dependent on Types);
@ )P (STLC + Types Dependent on Terms);
e quatro combinacdes:
@ )w (STLC + Terms Dependent on Types + Types Dependent on Types);
©Q \P2 (STLC + Types Dependent on Terms + Terms Dependent on Types);
@ )\Pw (STLC + Types Dependent on Terms + Types Dependent on Types);

© )\C Calculus of Constructions (STLC + Terms Dependent on Types + Types
Dependent on Terms + Types Dependent on Types).
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Cubo de Barendregt

Cubo de Barendregt

Aw AC

A2 AP2

Aw | APw

A= AP
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Cubo de Barendregt

Célculo Lambda Tipado

Conseqiiéncias

» Todos estes sistemas apresentam as boas caracteristicas do Calculo
Lambda Tipado e preservam as vantagens do Calculo Lambda
N3o-Tipado;

» Eles possuem poder crescente e se prestam, no caso geral, para usos
diversos e relevantes na I6gica e na matematica;

» Os aspectos negativos do Calculo Lambda N&o-Tipado estdo ausentes
de todos eles.
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Cubo de Barendregt

Calculus of Constructions with Definitions

Além do Cubo de Barendredgt:

» Um sistema tipado ainda mais poderoso do que o A\C' (Calculus of
Constructions), incorpora o uso defini¢cdes, em particular definicdes
indutivas;

» Este sistema, denotado AD, é o sistema utilizado no assistente de
provas Coq, o que lhe confere grande poder e flexibilidade.
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Simply Typed Lambda Calculus

Tipos Simples

Seja V= {«a, 3,7, ...} um conjunto infinito de identificadores de tipo (“type
variables”). Cada identificador de tipo representa um tipo primitivo ou
basico (como nat, list, int ou float). O conjunto T de todos os
tipos simples é definido como:

» Sea e VentioaeT;

» Seo,7€Tentdo (0 - 7)€T
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Simply Typed Lambda Calculus

Tipos Simples

Exemplos de tipos simples:
>
> (B—1)
(@ —=(8—7))
(= B) =)
((@=7) = (B—=1))
O “Simply Typed Lambda Calculus” é um Calculo Lambda com um dnico

construtor de tipos, o —. Conhecido como “function” ou “arrow type”, ele é
usado para representar o tipo das fun¢des.

v

v

v

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 14 / 142



Simply Typed Lambda Calculus

Associatividade

Para evitar o uso execessivo e desnecessério de parénteses, a seguinte
convencio serd adotada:

» O tipo funcdo é associativo a direita;

» A aplicacdo continua associativa a esquerda.
Desta forma,

> a] — ag — ag — ay denota (a1 — (ag — (a3 — ay)));

» z1x97314 denota (((z1x2)x3)T4).
Estas convencdes se encaixam naturalmente com as regras de inferéncia de
tipos que serdo vistas a seguir.
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Simply Typed Lambda Calculus

“Typing Statement”

A notacdo
M:o
é usada para denotar o fato de que o termo lambda M possui o tipo o.

» Admite-se que cada identificador de tipo pode ser atribuido para uma
quantidade ilimitada de variaveis;

» Considera-se que cada variavel possui um Gnico tipo (sex :ocex: 7
entdo o = 7).

Um termo M é dito tipavel se existir um tipo o tal que M : o.
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Simply Typed Lambda Calculus

Regras de Inferéncia

Para inferir o tipo de termos lambda do STLC no caso geral, é necessario
adotar as seguintes regras que expressam, de forma natural, a relacdo entre
os tipos dos elementos componentes e o tipo do termo resultante:

» Aplicacdo: se M :0 —+7e N : o0 entdo MN : T;
» Abstracdo: se x: 0 e M : 7 entdo \e.M : 0 — T.
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Simply Typed Lambda Calculus

Exemplos

@ Sez:o, entio \z.x: 0 — o
Q Sex:q,y:Pez:v entio Az \yz:a— [ —;

O A aplicagdo yx s6 pode ser tipada se y for do tipo funcdo (por
exemplo, o — 7) e o tipo de x corresponder ao tipo do dominio de y
(ou seja, o). Se este for o caso, entdo yx : T;

Q A auto-aplicagdo ndo pode ser tipada (por exemplo zz). Por qué?
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Simply Typed Lambda Calculus

Associatividade

As associatividades descritas anteriormente n3o sdo acidentais. Elas se
complementam de maneira a tornar natural os “typing statements” das
abstracdes e das aplicacdes correspondentes.

Por exemplo, considere f : (p — (0 — 7)), x: p e y : 0. Entdo:
>» f:p—o>o—Te
> foy:T

(notar que ndo foram usados parénteses em nenhum dos casos acima)
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Estilos de Church e de Curry

Tipagem de um termo

Existem duas formas diferentes para se determinar o tipo de um termo
lambda:

» Tipagem no estilo de Church (ou tipagem explicita):

» Os tipos das variaveis sio definidos inicialmente;
» Os demais tipos podem ser calculados sem dificuldade.

» Tipagem no estilo de Curry (tipagem implicita):

» N3o atribui tipos para as varidveis inicialmente;
» Os tipos sdo determinados conforme a analise do termo e subtermos.
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Estilos de Church e de Curry

Estilo de Church

Exemplos:
» Suponha z:a —waey: (o — a) = 5;
Entdo, yz : 5;
Suponha, ainda, z: S eu:;
Entdo, Azu.z : B — v — [;
Continuando, a aplica¢do (Azu.z)(yx) é permitida e
(Azu.z)(yzx) : v — B;
» Suponhaquez:a—>f8—~v—>08,y:aez:f;
Entdo, zyz : v — 4.
Todos os termos foram tipados, partindo-se dos tipos inicialmente
informados para as variaveis x, vy, z e u.
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Estilos de Church e de Curry

Estilo de Curry

Exemplos:
(desta vez os tipos das varidveis ndo serdo informados a priori)
» Seja M = (\zy.zy);
Entdo, uma possivel atribuicdo de tiposseriax:a — 3, y:a e
M:(a—=B)—a—p
Ainda, pode-se considerar z : aa > 8 = a, y: a e
M:(a—=8—a)—=>a— (8= a);
Existem vérias possibilidades;
» Seja M = (A\zu.z)(yzx);
Como atribuir tipos para z,y,z,u e M?
Sera necessério realizar inferéncias sobre a forma como variaveis e
subtermos s3o usados;
Detalhes no préximo slide.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 22 / 142



Estilos de Church e de Curry

Estilo de Curry

M = (A\zu.z)(yx)
Inferéncias iniciais:
© Como se trata de uma aplicac3o, entdo devemos supor
(Azu.z) : A — B e (yx) : A, para algum A e algum B; portanto,
M : B;
Q (A\zu.z): A — Bimplica z : A e Au.z : B; como este altimo é uma
abstracdo, entdo devem existir C' e D taisque v: C, z: D,
Au.z : C — D e, portanto, B = (C — D);
O Além disso, (yz) também é uma aplicagdo; logo, devem existir E' e F'
taisquey: E — F,z:Ee (yx): F.
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Estilos de Church e de Curry

Estilo de Curry

M = (Azu.z)(yx)
Conclustes até o momento:
Q z: F,
Qy:E—-F,
© z:Aez:D;portanto, A= D,
Q u:C,
Q© B=(C— D),
O (yz): Ae (yx: F); portanto, A=D = F}
@ M : C — A (substituindo-se B por C' — D e D por A).
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Estilos de Church e de Curry

Estilo de Curry

M = (Azu.z)(yx)
Em resumo:

Q z: F,
Qy:F— A
Q 2: A,
Q u:C,
O (yz): 4,
QO M:C— A
Logo, apenas trés tipos sdo necessarios (A, C e E). Mas quais tipos?
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Estilos de Church e de Curry

Estilo de Curry

M = (Azu.z)(yx)
Como A,C e E denotam tipos genéricos, podemos instanciar estas
variaveis de forma a obter diversas atribuicdes de tipos. Algumas
possibilidades sdo apresentadas a seguir:
QO SeA=q,C=6§e FE=p, entdo:
z:By:B—>a,z:a,u:d, M:56— q
Q Se A=p5,C=ve E=a— a, entdo:
rra—ay:(a—=a)—=Bz:Buy, M:v— 6
(esta atribuicdo coincide com o exemplo anterior no estilo de Church)
Q SeAd=a—3,C=a—aeFE = q, entdo:
rroya—sa—pzra=sfuia—a M (a—a) = a—p.
De qualquer forma, existe uma atribuicdo de tipos e M é tipavel.
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Estilos de Church e de Curry

Julgamento e Contexto

Uma férmula do tipo I' - e : ¢ denota um julgamento .

» A parte I que esta do lado esquerdo do simbolo - é chamada de
contexto , e contém as declaracdes e os tipos das variaveis livres
usadas na expressdo lambda da direita (e);

» A parte que esta do lado direito do simbolo - & um termo lambda
com o seu respectivo tipo (e : t).

Por convencio, em um termo lambda os tipos das variaveis ligadas s3o
indicados nas respectivas declaraces, ao passo que os tipos das variaveis
livres s3o indicados no contexto. Diz-se que “e tem o tipo ¢ no contexto
.
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Estilos de Church e de Curry

Exemplo

Considere novamente o termo (Azu.z)(yx). Neste termo, as variaveis z e u
sdo ligadas e x e y sdo livres. Considerando que os tipos sejam
z:f,uvy,x:a— aey: (a— a)— (3, entdo a anotagdo dos tipos das
variaveis neste termos pode ser representada como:

ria—oy:(a—a)—= Az fAu:y.z)(yz) vy — B
Esta expressdo pode ser lida como “no contexto:
ria—=oy:(a—=a)—p

o termo:
(Az: B u:v.2)(yx)

possui o tipo:
y—B
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Estilos de Church e de Curry

NotacGes alternativas

Alguns autores (como por exemplo Hindley e Seldin 2008) utilizam
notacdes alternativas, com o uso de superescritos, para fazer a anotacdo de
tipos em um termo lambda. As representacdes sdo, no entanto,
equivalentes:

»ria—a,y: (a—a) = BF Az BAuy.2)(yx) iy — B

> (()\Zﬁ')\u"f.zﬁ)ﬁ—y‘/—)ﬁ(y(a—>a)—>ﬁxa—>a)ﬁ)'y—>ﬁ
Algumas simplificaces sdo admitidas quando ndo houver risco de
ambigiiidade:

> (()\Zﬁ')\uy.z)ﬁ—w—w(y(a—m)—wxa—m)ﬁ)w—w

> (()\Z')\u'z)ﬁ—wéﬁ(y(a—m)—)Bxa—)a)B)w—w

> (()\Z')\u'z)ﬁ—w—w(y(a—m)—)Bxa—)a))'y—)B
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Regras de Derivacdo

Terminologia

» Uma afirmacdo (“statement”) possui a forma M : o onde M é um
termo lambda tipado e o & um tipo simples; numa afirmacdo, M é
chamado de sujeito (“subject”) e o de tipo (“type”);

» Uma declaragdo (“declaration”) € uma afirmagdo em que o sujeito é
uma variavel;

» Um contexto (“context”) é uma lista de declaragdes com diferentes
sujeitos;

» Um julgamento (“judgement”) possui a forma ' M : 0, onde T é
um contexto e M : o € uma afirmac3o.
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Regras de Derivacdo

Terminologia

Exemplos:

» (Az:a.y): S éuma afirmagdo; (A\x : a.y) é o sujeito e [ é o tipo;

» (Az:.y) : f ndo é uma declaragdo pois o sujeito ndo € uma variavel;

» x:« éuma declaracdo pois o sujeito & uma variavel,

> 1,29 a— B,x3: (8 — a) — B & um contexto formado por
trés variaveis;

»ria—a,y: (a—a) > BF Az BAu:y.2)(yz) vy — B éum
julgamento .
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Regras de Derivacdo

Sistema de Derivacao

» Como determinar se um termo é tipavel?
E simples e foi antecipado.

» Como determinar o tipo de um termo?
E simples também. Ha uma Gnica resposta do estilo de Church e
multiplas respostas no estilo de Curry.

Um conjunto de regras formais denominado Sistema de Derivacdo é chave
neste processo. Por meio de um Sistema de Derivacdo é possivel
determinar se o julgamento I' = M : o é derivavel , ou seja, se M possui o
tipo o no contexto I'.
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Regras de Derivacdo

Sistema de Derivacao

Formato geral de uma regra:

( premissa 1 premissa n
nome

conclus3o

» Se as premissas sdo todas verdadeiras, entdo a conclusdo pode ser
aceita;

» A linha horizontal separa as premissas das conclusdes;
» Miultiplas regras podem ser combinadas em uma arvore;

» Podem ser usadas de cima para baixo ou de baixo para cima.
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Regras de Derivacdo

Sistema de Derivacao

O sistema é composto por trés regras:

(var) rz:o0€l
I'tFz:0o
I'-M:0—>71 I'-N:o
I'-MN:1

(appl)

Lz:obM:T
I'tX:0M:0—>71

(abst)
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Regras de Derivacdo

Sistema de Derivacao

Exemplo:
yra—=pLey:a—p,z:a) z:a€(y:a—f,z:a)
Evar)l)y:a—>,8,z:al—y:a—>ﬁ (var) y:a—Bz:akz:«
app

y:a—Bz:atyz: B
y:a—>PEAzayz:a—
DEXy:a—BAz:ayz: (a—=B) > a— 0

(abst)
(abst)
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Regras de Derivacdo

Sistema de Derivacao

A derivacdo do exemplo anterior, feita com o uso exclusivo das regras do
sistema apresentado, serve simultaneamente para:

» Construir o julgamento;
» Justificar o julgamento.

Ainda no exemplo anterior, diz-se que, no contexto vazio, o termo:
Ay a— Bz ayz

possui o tipo:
(a—=p)—=a—=p

» Termos que s3o tipaveis com o auxilio de um sistema de derivacdo sio
ditos legais .
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Regras de Derivacdo

Relacdo entre — e =

» Deve-se notar a similaridade que existe entre as regras do STLC e as
regras da Deducdo Natural;

> A regra appl estd em correspondéncia direta com a regra Modus
Ponens (eliminacdo da implica¢do);

» A regra abst estd em correspondéncia direta com a Regra da Prova
Condicional (introdugdo da implicacdo);

» Por isso, existe uma conexdo muito forte entre o tipo fungdo — (no
STLC) e a implicagdo = (na Deducdo Natural); esta conexdo sera
explorada mais adiante.
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Problemas

Tipos de Problemas

S3o de trés naturezas diferentes os problemas encontrados numa teoria de
tipos:
© Tipabilidade (“well-typedness” ou “typability”): 7+ M :?
Determinar se existe um contexto e um tipo tais que o termo seja
legal, ou provar o contrario.
» Atribuicdo de Tipos (“type assignment”): E uma variante que ocorre

quando o contexto é dado, restando apenas determinar o tipo:
r-M:?

?
© \Verificacdo de Tipos (“type checking”): T'H M : o
Simplesmente verificar que o termo M possui o tipo o no contexto I'.

© Construgdo de Termo (“term finding”, “term construction” ou
“inhabitation”): T'F7: 0o
Encontrar um termo M que possua o tipo o no contexto I' ou provar
que o mesmo n3do existe. Caso particular ) -7 : 0.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 38 / 142



Problemas

Tipos de Problemas

» A Tipabilidade e a Atribuicdo de Tipos sdo problemas simples e de
facil solucdo, usando o Sistema de Derivacdes e inferéncias adequadas;

» A Construcido de Termo, ou seja, encontrar um termo cujo tipo seja o,
equivale ao problema de terminar se existe uma prova para o; a
solucdo pode n3o ser trivial;

» Todos os problemas sdo decidiveis no STLC;

» Nos sistemas mais elaborados, no entanto, a Construcdo de Termos é
indecidivel em muitos casos.
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Problemas

Tipabilidade

Exemplo:
Determinar um contexto e um tipo para o termo

M=X\y:a— Bz ayz

Em outras palavras, é possivel afirmar que existe um contexto I" e um tipo
ptalque ' M : p? Em caso afirmativo, determinar I" e p.

» Como M possui apenas variaveis ligadas, podemos considerar I' = 0),
uma vez que o contexto é usado apenas para atribuir tipos para as
variaveis livres de M.
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Problemas

Tipabilidade

Passo 1 (sem contexto):

y:a—p Az Quyz ...
Ay a— BAz:ayz: ..

(abst)
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Problemas

Tipabilidade

Passo 2 (sem contexto):

Z: Yz ...
y:a— Az iouyz ...
Ay:a— Bz ayz: ..

(abst)

(abst)
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Problemas

Tipabilidade

Passo 3 (sem contexto):

s Z:..
zia  (epPl) . Yz .

abs
y:a— (abst) Az ouyz ...

Ay :a— BAz:ayz: ..

(abst)
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Problemas

Tipabilidade

Passo 4 (final, sem contexto):

y:a—f Z:a
yz: B

y:a— Aziayz:ia—f

AM:a—pAzayz: (a—p) >a—f

(appl)

(abst)

(abst)
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Problemas

Tipabilidade

Passo 4 (completo, parte i):

y:a—pfe(y:a—p) ( )z:ae(z:a)
y:a—>BFy:a—p a2 a

(var)

(appl)
y:a—B,z:akyz: 6
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Problemas

Tipabilidade

Passo 4 (completo, parte ii):

z:abkz:a y:a— B,z:akyz: 6

(abst)
y:a—PEAXziayz:a— 0
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Problemas

Tipabilidade

Passo 4 (completo, parte iii):

y:a—pBEy:a—pP)
y:a—=>PBFy:a—p y:a—pEAzayz:a— 6

(var)

(abst)
DEXy:a—BAz:ayz: (a—=8) s a— 0
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Problemas

Verificacdo de Tipos

Exemplo:
Determinar se o seguinte julgamento é legal:

r:a—=ay:(a—=a)—=>BEAz:I:v2)(yz):v— B
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Problemas

Verificacdo de Tipos

Passo 1 (sem contexto):

(Az:BAu:vy.2) .. (yzx) : ...
Az:BAu:v.2)(yx) : v — B

(appl)
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Problemas

Verificacdo de Tipos

Passo 2 (sem contexto):

z:p AU Y20
Az:BAu:vy.2) .. (yzx) : ...
Az : BAu:vy.2)(yx) : vy — B

(abst)

(appl)
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Problemas

Verificacdo de Tipos

Passo 3 (sem contexto):

(abet) z: ...
(abst) z:f3 AU Y.z
(apD) Az :BAu:vy.2) .. (yzx) : ...

(Az: BAu:v.2)(yx) : v —
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Problemas

Verificacdo de Tipos

Passo 4 (sem contexto):

(abst) Z: ..
(abst) z: AU Y20 (appl) Y. T
(appl) Az :BAu:y.2) ... (ya) : ...

Az : BAu:vy.2)(yx) : vy — B
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Problemas

Verificacdo de Tipos

Passo 5 (final, sem contexto):

y:(a—a) =0 Tia— o

(appl)
(yz) : B8
u:y z:p
] (abst) - -
(abst) z:p Aucy.ziy—f

Nz:BAu:vy.z):—=vy—p (yz): B
Az : BAu:vy.2)(yx) : vy — B

(appl)
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Problemas

Construcdo de Termo

Exemplo:
Seja 0 = A — B — A. Determinar se existe um termo M tal que
0FDM:o.
» Um termo que possui determinado tipo é dito um habitante
(“inhabitant”) daquele tipo;

» Logo,o problema da Construcdo de Termo é determinar se um tipo é
habitado.
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Problemas

Construcdo de Termo

Passo 1 (sem contexto):

L A ..:B— A
..:A—-B— A

(abst)
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Problemas

Construcdo de Termo

Passo 2 (sem contexto):

..: B L A
..:B— A
.:A—-B— A

(abst)

A

(abst)
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Problemas

Construcdo de Termo

Passo 3 (final, sem contexto):

y: B x: A
x: A Ay:Bax:B— A
M:AMN:Bx:A—-B— A

(abst)

(abst)
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Problemas

Relacdo entre — e =

Considere o tipo A — B — A e a proposicdo A= B = A:

» O termo que possui o tipo A - B — A (Az: A.\y : B.x) é também
uma prova da proposicdo A = B = A, pois a arvore de deducio
natural da proposicdo pode ser facilmente obtida a partir da arvore de
inferéncia de tipos do termo;

» A funcdo que aceita como argumentos uma prova de A e uma prova
de B, e retorna como resultado a prova de A, é uma prova de que a
proposicio A = B = A & uma tautologia;

» Interpretacdo PAT (“propositions-as-types” ou “proofs-as-terms”);
» Correspondéncia de Curry-Howard;

» O termo lambda tipado (no caso, Az : A.\y : B.x) codifica,
simultaneamente, uma proposicdo (A = B = A) e a respectiva prova
(inferida a partir da arvore de derivacdo do termo em questdo).
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Problemas

Relacdo entre — e =

Sendo, vejamos novamente o exemplo anterior.
A partir do termo tipado (e apenas dele) \x : A.\y : B.x é possivel inferir:

» O tipo do mesmo:
A—-B— A

» A arvore de inferéncia de tipos:

y: B x: A
x: A Ay:Bx:B— A
M:AMN:Bx:A—-B— A

(abst)
(abst)
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Problemas

Relacdo entre — e =

> A substituicdo de — por = resulta na proposicdo que o termo prova:
A=B=A

» A eliminacdo dos termos da arvore resulta na prova da proposicdo (em
termos da Deducdo Natural):

B A
(abst) A o B=A
A= B=A
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Propriedades Gerais

DefinicGes

© Dominio Se I' =1 : 01, ..., 2y : 0y, entdo o dominio(I"), ou
simplesmente dom(I"), é a lista z1, ..., zp;
© Subcontexto I & um subcontexto de um contexto I', ou IV C T, se

todas as declaracdes que ocorrem em IV também ocorrem em I', na
mesma ordem:;

© Permutacdo I' é uma permutacdo de um contexto I' se todas as
declaracdes de I ocorrem em I e vice-versa;

© Projecdo Se I' é um contexto e ¢ é um conjunto de variaveis, ent3o a
projecdo de I" sobre ¢ , ou I' | ¢, é o subcontexto I'' de I" com
dom(I")=dom(T") N ¢.
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Propriedades Gerais

DefinicGes

Exemplo.
Sejall=y:0,21:p1,22: p2,2:T,T3: P3.
Ent3o:

© Dominio dom(f) = (); dom(T") = (y, x1, 22, 2, x3);
© Subcontexto ) C (z1:p1,2:7) CT;

© Permutacdo s : po,x1:p1,2:T,23: P3,Y : 0 € uma permutacdo de
I

©Q Projecio I' [ {z,u,x1} =1 :p1,2: 7.
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Propriedades Gerais

Lemas e Teoremas

» A seguir sdo relacionados uma série de resultados fundamentais sobre
o STLC;

» Os enunciados sdo intuitivos, na sua maioria, e as provas n3o serio
apresentadas;

> As provas podem ser encontradas em Nederpelt and Geuvers 2014.
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Propriedades Gerais

Lema das Variaveis Livres

“Free Variables Lemma”

SeT'+ L: o, entdo FV (L) C dom(I")
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Propriedades Gerais

Alargamento, Estreitamento e Permutacdo

O Alargamento (“Thinning”)
Sejam I e I'” dois contextos tais que I CT”. Se I" + M : o, entdo
" M:o;

@ Estreitamento (“Condensing”)
SeI'FM:o,entdo ' | FV(M)+ M : o;

© Permutagdo (“Permutation”)
Sel'M : 0, eI é&uma permutacio de I', entdo IV - M : 0.
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Propriedades Gerais

Lema da Geracdo

“Generation Lemma”
Q Sel'Fz:0,entdoxr:o0cT;

© Sel' MN : 7, entdo existe um tipoo talque ' M :0 - T e
I'EN:o;

Q Sel'F Az :0.M : p, entdo existe um tipo T talque ',z : o F M : T e
p=0—T.
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Propriedades Gerais

Lema do Subtermo

“Subterm Lemma”

Se o termo M é legal, entdo todo subtermo de M também é legal.
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Propriedades Gerais

Unicidade de Tipos

“Uniqueness of Types”

Se'FFM:0el’'FM:7,entdiooc =1.
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Propriedades Gerais

Decidibilidade

No STLC os seguintes problemas sdo decidiveis:
© Tipabilidade (“well-typedness”) ? - M :?
» Atribuicdo de Tipos (“type assignment”) '+ M : 7
?
© \Verificacdo de Tipos (“type checking”) ' M : o

© Construcdo de Termo (“term finding") T'H7: 0
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Substituicdo e Reducédo-8

Substituicdo no Calculo Lambda N3o-Tipado

(Ay.P)[z := N] = \z.(PY7#[x := NJ), se Az.PY~% for um a-variante
de \y.P tal que z ¢ FV(N)

Observacio:
O termo Az.PY7% & uma conversio-a do termo A\y.P em que a variavel y

é substituida pela variavel z. Ou seja, \z.PY7% =, \y.P.
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Substituicdo e Reducédo-8

Substituicdo no Calculo Lambda N3o-Tipado

Observe-se a similaridade entre a definicdo de Hindley & Seldin com a
definicdo de Nederpelt & Geuvers:
O (1la) corresponde ao caso (a);
@ (1b) corresponde ao caso (b);
© (2) corresponde ao caso (c);
Q (3) corresponde simultaneamente aos casos (d), (e), (f) e (g):
> x =y
(Ay.P)ly := N) = Az.(PY7*|y := N|) = \2.PV ™=
» xFyex g FV(P):
(Ay.P)[z :== N] = Az.(PY %[z :== N]) = A\z.PV7#
» xZy € FV(P)ey g FV(N):
(Ay.P)[z := N] = Az.(PY7#[z := N])
»c#y x€FV(P)eye FV(N):
(Ay.P)[z :== N] = \z.(PY7%[z := N])

Ocorre sempre uma conversdo-«, mesmo que isto ndo seja necessario.
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Substituicdo e Reducédo-8

Substituicdo no Calculo Lambda Tipado

Basta introduzir uma pequena modificacdo na regra (3), para especificar o
tipo da variavel:

(la) z[z = N] = N;

(1b) ylz =Nl =y sex Zy;

2) (PQ)[J? = N] = (Plz := N])(Q[z := NJ);

3) (A\y:0.P)lx :=N]=Az:0.(PY"*[x:= NJ]), se \z: 0.PY"* for um
a-variante de Ay : 0.P tal que z ¢ FV(N)

—~
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Substituicdo e Reducédo-8

Lema da Substituicdo

“Substitution Lemma”

Suponha que:
I'z:oT"+-M: 1

e também que:
I'FN:o

Entdo,
"7+ Mz :=N]:7

A substituicdo de uma variavel por um termo do mesmo tipo preserva o
tipo do termo original onde foi feita a substituicdo.
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Substituicdo e Reducédo-8

Reducdo-£

Um dnico passo (—3):

(1) (base) (Ax: 0.M)N —g M[z := N]

(2) (compatibilidade) se M — 3 NN, entdo, para qualquer termo L:
» ML —5 NL;

» LM —3 LN,
> Az :T.M =g Az :T.N
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Substituicdo e Reducédo-8

Reducdo-£

Zero ou mais passos (—3):

M — 5 N se e somente se existir n > 0 e termos My e M, tais que:
» My= M,
» M, =N,
» Para todo 0 < i < n,M; =g M;;1.

Em outras palavras,
M = M, -8 M, -8 Mo B . 78 M, _q —B M,=N

Note que —»g estende —3: se M —3 N, entdo M —3 N; o contrario ndo
é necessariamente verdadeiro.
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Substituicdo e Reducédo-8

Propriedades da Redu¢do-f

> Reflexiva : para todo M, M —3 M;

» Transitiva : para todo L,M e N, se L -»g M e M —g N, entdo
L —g N.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 76 / 142



Substituicdo e Reducédo-8

lgualdade-3

M =g N se e somente se existir n > 0 e termos My e M, tais que:

> My = M,
» M, =N,
» Para todo 0 <@ < n, M; =g M1 ou M1 —g M;.
Note que =3 estende — 3 em ambas as direcdes: se M —3 N, ou

N—»/gM, entéoMng.
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Substituicdo e Reducédo-8

Propriedades da lgualdade-

E uma relacdo de equivaléncia:
» Reflexiva : para todo M, M =45 M;
» Simétrica : para todo M e N, se M =g N, entdo N =g M;
» Transitiva : para todo L, M e N, se L =3 M e M =g N, entdo
L =4 N.
Outros resultados:
» Se M —g L1 e M —g Lo, entdo L1 =g Lo;
» Se L1 -3 N e Ly g N, entdo L1 =g Ls.
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Substituicdo e Reducédo-8

Teorema de Church-Rosser

E valido no STLC da mesma forma que no Calculo Lambda N&o-Tipado. O
motivo é que os tipos ndo sdo levados em consideracdo na definicdo da
reducdo-{5.
“Church-Rosser Theorem” (também conhecido como Teorema da
Confluéncia)

» Seja M um termo lambda e suponha que M —3 Ny e M —3 No;

» Entdo, existe um termo N3 tal que N1 —3 N3 e Ny —3 N3.
O resultado da computacdo, se existir (no caso do Célculo Lambda
N3o-Tipado), independe da ordem em que as reducdes sdo feitas. No caso
do STLC, como o resultado sempre existe, indica que a ordem da
computacdo n3o é importante.
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Substituicdo e Reducédo-8

Teorema de Church-Rosser

Corolario:
» Sejam M e N dois termos lambda e suponha que M =3 N;
» Entdo, existe um termo L tal que M —g L e N —»3 L.
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Substituicdo e Reducédo-8

Lema da Reducdo do Sujeito

“Subject Reduction Lemma”

Suponha que:

I'HL:p
e também que:

L—»/gL/
Entdo,

'L :p

A reducdo-/3 ndo modifica o tipo do termo.
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Substituicdo e Reducédo-8

Teorema da Normalizacdo Forte

“Strong Normalization Theorem”

Todo termo lambda tipado legal M é normalizavel fortemente. Em outras
palavras, toda computacdo é finita.
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Substituicdo e Reducédo-8

Conseqiiéncias

As principais caracteristicas do Calculo Lambda Tipado (STLC) podem ser
provadas a partir dos resultados apresentados anteriormente:

» Nenhum termo contém auto-aplicacio;
» Todo termo possui forma normal-3 (toda computacdo é finita);

» Nem todo termo possui um ponto fixo.

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 83 / 142



Exercicios

Exercicio 2.1

Para cada um dos termos abaixo, determinar se 0 mesmo pode ser tipado
com um tipo simples. Em caso afirmativo, qual o tipo do termo e das
variaveis envolvidas? Em caso negativo, provar a sua resposta.

(a) zzy
(b

—
(@]

—
o
~— N~

—
o
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Exercicios

Exercicio 2.1

Solucdo

(a) zzy
zxy = (xx)y
x: x:
(appl) T Y
(appl) = =
(zz)y : _

Como o termo contém uma auto-aplicacdo (zz), ele ndo pode ser
tipado.
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Exercicios

Exercicio 2.1

Solucdo

(b) zyy

T :
(appl) Ty Y
(appl) R
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Exercicios

Exercicio 2.1

Solucdo

(b) zyy
z:a— (a—f) TERe
xy:a— [ /TRNe}
zyy: B

(appl)

(appl)
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Exercicios

Exercicio 2.1

Solucdo

(c) zyx

(appl) ETE T
(appl) YT
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Exercicios

Exercicio 2.1

Solucdo

(c) zyx

z:p— (= p) yip
Ty :a— [ T
zyr :
Como a variavel z ndo pode ter dois tipos diferentes, segue que o
termo n3o é tipavel.

(appl)

(appl)
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Exercicios

Exercicio 2.1

Solucdo

(d) z(zy)

(appl)
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Exercicios

Exercicio 2.1

Solucdo

(d) z(zy)
Tip—« y:ip
T:a—f (appl) Ty :
(appl)
z(zy) : B
Basta agora fazer § =p = «:
Tia— TRRe
rioa—a (P Ty«
(appl)
z(zy) : «
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Exercicios

Exercicio 2.1

Solucdo

(e) z(yx)

(appl) 2L~ T

(appl)
z(yzx)
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Exercicios

Exercicio 2.1

Solucdo

(e) z(yx)
yip— z:p
z:a— 3 (appl) YT :
z(yx) : B

Basta agora fazer p = a — f:

(appl)

y:(a—p) =« T:a—f
T:a—f3 (appl) YT : Q0

z(yx) : B

(appl)
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Exercicios

Exercicio 2.2

Para cada um dos termos abaixo, determinar o tipo do mesmo.
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Exercicios

Exercicio 2.2

Solucdo

y:aky:a
x:BEAy:ay):a—a«a
D (Mx:BAy:ay): B —a—

(abst)

(abst)
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Exercicios

Exercicio 2.2

Solucdo

(b) 1= Aay.zy
T:a— 0 Y«
(appl)
(abst) y:akzoy: B
r:a—=pBFA\y:axy):a—p
(abst)

Az :a—BAy:axy): (a—pB)—a—p
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Exercicios

Exercicio 2.2

Solucdo

(c) 2= Avy.x(zy)

Tia— Yo
TY

ria—a (@P)

y:abx(ry): «
z:a—=ak (Ay:ax(ry))a—

(appl)
(abst)

abs
(o0 D (Az:a—ady:azx(zy): (a—a) > a—«
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Exercicios

Exercicio 2.2

Comentario

Observar que o tipo (o — a) — o« — « também pode ser empregado para
os termos 0 e 1:

(a) 0= A\xy.y: basta fazer 8 = a — «;

(b) 1= Azy.zy: basta fazer 5 = «.

» Os termos 0,1 e 2 podem ser tipados da mesma forma, com o tipo
(a—=a) = a— o

» Todos os demais Numerais de Church também podem ser tipados da
mesma forma, o que é de se esperar pelo que os mesmos representam
(nGmeros naturais).
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Exercicios

Exercicio 2.3

Para cada um dos termos abaixo, determinar o tipo do mesmo.
(a) K= \ay.x
(b) S = Axyz.xz(yz2)
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Exercicios

Exercicio 2.3

Solucdo

(a) K= \ay.x

y:BFz:a«
x:abF(Ay:Bx):f—=a
DAz :ady:pa):a—F—a

(abst)

(abst)
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Exercicios

Exercicio 2.3

Solucdo

(b) S = Axyz.xz(yz2)

z:a— (B8 — o) z:ia y:a—f zia
(appl) : (appl) :
(appl) rz: B8 —o0o yz:
z:akxz(yz):o
(abst)
(abst) y:a—=>BFM):a—o

(abst) z:a=>B—oo)FQy:a—=BM):(a—=8)>a—0o
abs

IFMz:a—=(B—oo)dy:a—BM): (a=>p—>0)=>(a—=p)oa—0o

com M = Az : a.xz(yz).

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 101 / 142



Exercicios

Exercicio 2.4

Faca a tipagem de cada um dos seguintes termos e das respectivas
variaveis:

(a) A\zyz.z(yz)

(b) Azyz.y(zz)z

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 102 / 142



Exercicios

Exercicio 2.4

Solucdo

(a) A\zyz.z(yz)

(appl) - TE ~ -
(appl) =
(abst) " ey?)
(abst) y:_FQzr_z(y2):
(abst) _F(wy Az x(yz))
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Exercicios

Exercicio 2.4

Solucdo

(a) \zyz.z(yz)

y:a— zZ:«

z:B =7 (appl) yz: [

z:abx(yz) iy

(appl)
(abst)

yra— FAz:ax(yz))a—y
z:8=>vFQy:a—BArz:az(yz):(a—=B) 2 a—y
DEAz: =y y:a— Brxz:ax(yz): (B—=7) = (a—=B) > a—y

(abst)

(abst)
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Exercicios

Exercicio 2.4

Solucdo

(b) Azyz.y(zz)z

Yy (appl) x—m—z—
(appl) —= _
(appl) y@2): T
(abst) z:_bFyl@z)e: _
(abst) y: Qe ylez)e):
(abst) z: FQwy: Az y(@z)r):

OFAz: _Ay: _Az:_y(zz)z):
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Exercicios

Exercicio 2.4

Solucdo

(b) Axyz.y(zz)z

. rz:a—pf Z:«
B (a—=B) =y (appl) xz: [
y(zz): (a = B) = v T:a— 3

<

(appl)

(appl)

rak :
(abst) z:abylzz)z:y

y:B=(a—=p)=>vF Az ay(zz)r) :a—y
z:a—=BFAy: B (a—=pB) >y ziay@)r): (B—(a—=B8)—7y) 2 a—y
DAz :a—BAy: 8= (a—B) >y z:ay(z)z) : 7

(abst)
(abst)

comT=(a—=0)—=> (L= (a—=pF)—=7y) —a—1.
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Exercicios

Exercicio 2.6

Obtenha um contexto e um tipo para o seguinte termo:

Az ((a = B) = a).x(Az : a.y)
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Exercicios

Exercicio 2.6

Solucdo

z:akFy:
(abst) =
( l)x:(a—)ﬁ)—>a AMrayia—
i r:i(a—=p)—sakz(Az:ay):
(abst)

Az (= ) = ax(Az: a.y)
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Exercicios

Exercicio 2.6

Solucdo

(abst) z:aby:p
(appl)x:(aéﬂ)%a Aiay:a— B
(abst) rz:i(a—=p) = atz(Az:ay)

A (a— f) v azx(Az:ay): (a— = a) =«

Como a variavel y é livre, entdo o tipo da mesma precisa ser definido pelo
contexto:

y:fEAX: (a— ) = azx(Az:ay): (a— 0 —a) =«
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Exercicios

Exercicio 2.8

Obtenha tipos para as variaveis x,y e z de tal forma que:

Ary.y(Azyz) i (v = B) = (v = B) = 8) = 8
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Exercicios

Exercicio 2.8

Solucdo

N3o é dificil inferir que:
> x:y—fe
»y:(y—>pB) =B
Resta, portanto, determinar o tipo de z.
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Exercicios

Exercicio 2.8

Solucdo

(appl) y:(y—B)— B z:vy— B
Z:_Fym;/@’
(appl) y:(y=B8) =8 (abst) IR
a
(abst) " y:(y—=>B8) = Bryrz: _yx): B

ziy—=BEXNy: (v = B) = Byz: _yz): (v — B) = B) =B
DXz iy = BAy: (v = B) = By(hz: _yx): (v = B) = (v —=B) = B) = B

(abst)
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Exercicios

Exercicio 2.8

Solucdo

(appl) y:(y—=>B)—B z:y—f
(abst) ___ LSl
(app]) y:(y—=>pB)— 8 Azt vy .yz: v =B
y:(y—=B) = BryAz: v yz): B
(abst)

z:y = BEXNy: (v = B) = ByAz: vy yz): (v —=B) = B)— B

b.
) e 7 S By (15 B) = Byl 7 we) (= B > (5 B = B) = B
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Exercicios

Exercicio 2.9

Prove que os seguintes julgamentos s3o legais:

() z:d—=d—ay:y—a,z:a— FEI:0A:v.z2(yv) 1§ — 7 —
g

b) z:0=d—=ay:y—=a,z:a—BFAu:d :v.z(zuu) : 6 —
Y=
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Exercicios

Exercicio 2.9

Solucdo

() z:0=>d—-ay:y—oa,z:a— BEI: 0N y.z(yv) 1§ — 7 —
B

(opp) B v
app
(appl) £ Yo -
v: Fz(yv):
(abst) - v ( ) -
(abst) w: o v .z(yv)

FAu: o :__.z(yv) :
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Exercicios

Exercicio 2.9

Solucdo

() z:d—=d—ay:y—a,z:a— fEI:0A:v.2(yv) 1§ — 7 —
B
Yy — vy
zia—p (o) YU
viykz(yv): B
u:dkA:yz(yv) iy — B
y:y—=aoa,z:a— BRI N yz(yv) 0 =y — B

(appl)
(abst)

(abst)
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Exercicios

Exercicio 2.9

Solucdo

b) z: 0 »>d—ay:y—a,z:a—BFAu:d :vz(zuu) : 6 —

ghndls
x: (T
(appl) TR - w:
(appl) U =
(appl) =
v: Fz(zuu):
(abst) = =
u:  FXv: z(zuu)
(abst) = = =

FAu: dv:  z(zuu)
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Exercicios

Exercicio 2.9

Solucdo

b) z: 0 »>d—ay:y—a,z:a—BFAu:d :vz(zuu) : 6 —

ghndls
r:0 >0 > u:d
(appl)
Tu:d >« u:d
z:a— 3 (appl) TUU :
(appl)
(abot) vy b z(zuu): B
(abst) w:dkv:yz(zuu) vy — 0

x:0—=0—>a,z:a—=BFA:d i yz(euu) 6 >y —
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Exercicios

Exercicio 2.10

Prove que os seguintes termos s3o legais:
(a) zz(yz)

(b) Az: (o= B) — B.x(yz)

(c) Ay a2 B = v.z2(zyy)

(d) Az:a— Buy(rz)z
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Exercicios

Exercicio 2.10

Solucdo

(a) =z(y2)

(appl) ——= - = (am)

S
¥

(appl)
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Exercicios

Exercicio 2.10

Solucdo

(a) =z(y2)

x:a— (8—=7) Z:ia y:a— Z:a
(appl) (appl)

(2): B =~ (yz): B
(x2)(yz) v

(appl)
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Exercicios

Exercicio 2.10

Solucdo

(b) Az : (= B) — B.x(yz)

(appl) #
zi(a—B) =B W) i

(((;Z;Z; z:(a—=B) > BFa(yz):
y: ,z: FXx:(a—B)— Bax(yz):

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 122 / 142



Exercicios

Exercicio 2.10

Solucdo

(b) Az : (a— B) = B.x(yz)

(appl) y:y—a— B z:1y
z:(a—p)—p (yz) raa— B
z:(a—B)—= BFzx(yz): B
y:y—oa—Bziyk A (a— B) = Balyz): (a—p) = B)—pB

(appl)
(abst)
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Exercicios

Exercicio 2.10

Solucdo

(c) M\y:adz: B — v.z(zyy)

: TRe
(appl) Ty Yo
z:B8—7 (appl) Yy -
(appl) =
28—y a(eyy) s
(abst)
(abt) yrabkdz:p—yz(zyy):

z:_FXyradz: f—v.z(zyy)

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 124 / 142



Exercicios

Exercicio 2.10

Solucdo

(c) M\y:adz: B — v.z(zyy)

r:a—a—f Y
(appl)
Ty o — [ [TRNe"
(appl)
z: 8= ryy : B
(appl)
(abot) z: 8=k z(zyy) v

yrakXz: 8 —y.z(zyy): (B —7) =
ria—sa— Ry adz: o yz(zyy)ia— (B—=7) =y

(abst)
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Exercicios

Exercicio 2.10

Solucdo

(d) Ax:a— Buy(zz)z

x:a—p z:
Tz _

E (appl)

[
(cpeh) y(rz): Z

x:ia— BFy(xzz)z:
y: ,z: FXXx:ra— pylxz)z:

(appl)
(abst)

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 126 / 142



Exercicios

Exercicio 2.10

Solucdo

(d) Ax:a— By(rz)z

( l)x:a—)ﬁ Z:«
y:8—>a—y pp xz:
(appl)
y(zz) ta— 7y Z:«
(appl)
(abst) x:a— Bhylxz)z:y

y:B—oa—=v,z:abdx:a— Ly(rz)z: (a—= ) >y

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 127 / 142



Exercicios

Exercicio 2.11

Obtenha um termo para cada um dos seguintes tipos, considerando o
contexto vazio:

(a) (a—wa—y)—wa—=>0—7y
(b) (=) —=a)=(a—=7y) >
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Exercicios

Exercicio 2.11

Solucdo

(a) (a—wa—y)—wa—=>0—7y

z:BF v
yrakbFAz:8. =y
r:a—=a—=yFAyadz: 8 ta—= =7y

(abst)

(abst)
(abst)

Aia—sa—=v y:arz: B (a—a—=y)>a—=> B>y
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Exercicios

Exercicio 2.11

Solucdo

(a) (a—wa—y)—wa—=>0—7y

(appl) x:a—)aﬁ’y [T ,
(appl) Ty — (TR
(abst) z:fBlFayy:y
yrakbAz:Bayy: B — v
(abst)

z:a—a—-yEAyradz:fayy:a— o>y

(abst)
Mia—sa—=y yadz:Payy: (a—>a—=y) >a— L=y
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Exercicios

Exercicio 2.11

Solucdo

(b) (e —=7v) 2 a)=>(a—vy)— =7y

Z:,BF_:')/

(abst)
y:a—=ykFXz:8_ _i(a—=vy)—>B8—7x

(abst)
(abst) z:i(@a=y)vabdyamydzif_(aay) 2By

Mi(a—=y) dadya—ydz: B (=) —a) > (a—sy) =By
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Exercicios

Exercicio 2.11

Solucdo

(b) (=)= a)=(a—=y) =By

z: (=) = a yro—y
yro—y (appl) Ty o
z: B y(zy) vy
y:a—=vEAz:Bylzy): B—y
z:(a—=v) sabAy:a—yAz: By(zy): (a—v) > B -7y

(appl)
(abst)

(abst)

(abst) Az (a—=7) 2 ady:a—=yArz: Byley): (a—=v) = a) = (a—=7y) = 8=y

Marcus Ramos (UNIVASF) Calculo Lambda Tipado 30 de marco de 2019 132 / 142



Exercicios

Observacado

Nos exercicios 2.12, 2.13 (c) e 2.14 (a seguir) é usada a seguinte
estratégia:

» Se existe um termo M do tipo 3,

» Entdo sempre existe um termo N do tipo o« — 3, para qualquer tipo
a.

Basta fazer N = Am : .M. Note que N : a — 5.
Em outras palavras,

» Se o tipo 8 é habitado,
» Entdo o tipo o — 3 também é habitado, para qualquer a.

Novamente, perceba-se a similaridade com o operador |6gico implicacdo
(=): se a conclusdo é verdadeira, entdo a implicacdo também é verdadeira,
ndo importando a hipétese.
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Exercicios

Exercicio 2.12

Construa um termo de cada um dos seguintes tipos:
(a) ((a—=p)—a)—=(a—a—p) >«
b) (a—=p)—a)—=(a—>a—p)—=p
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Exercicios

Exercicio 2.12

Solucdo

@) r=(a—=p)—a)=(a—a—p) =«
Sejam:

>z (a—p) > ae

> yia—a— S
Entdo:

A (a— f) 5 ady:a— a— fa(dm:aymm) T

Note que:
> ymm : f3,
> Amc:aymm:a— e

» z(Am : c.ymm) : a.
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Exercicios

Exercicio 2.12

Solucdo

(b) ((a—=p)—a)—=(a—a—p)—p
Sejam:

»r:(a—p) > ae

> yia—a— p.
Entdo:

Az (o= B) =5 ady:a— a— Bylz(dm : coymm))(z(Am : cymm)) : 7

Note que:
> ymm: B,
> Am:aymm:a— 3,
> z(Am: aymm) : «,
> y(z(Am:a.ymm)) :a— [e
> y(z(Am : ccymm))(z(Am : cuymm)) : 5.
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Exercicios

Exercicio 2.13

Obtenha um termo do tipo 7 no contexto I' para de cada um dos seguintes
casos:

@) r=(a—=p)—wa—y,I'=x:a—=0—7y
b)yr=a—=(a—=p) -y, I'=r:a—>—>a—7y
@ r=la=7)=>B=2a)=nl=z:(8-27) 27y
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Exercicios

Exercicio 2.13

Solucdo

@) r=(a—=p)—wa—y,I'=x:a—= 07y
Sejam:
»y:a—fe
> 2.
Entdo:
F'Fly:a—= Bz axy: T
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Exercicios

Exercicio 2.13

Solucdo

(b) r=a—=(a=f)2yI'=z:a=faa—2y
Sejam:
> yiae
> 2:a— (.
Entdo:
FFAy:adrz:a— B.(zy)(zy)y: 7
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Exercicios

Exercicio 2.13

Solucdo

(c)r=(a—=vy)—>B—a)=yT=x:(—7) —~
Sejam:

>y,

> z:ve

> w: B — a.

Entdo:
FEAy:adz: vy \w:—=ax(dm:B.z): T
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Exercicios

Exercicio 2.14

Obtenha um termo do tipo:
T=a— 3=y

no contexto:
F=z:(y—=p0)—wa—y
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Exercicios

Exercicio 2.14

Solucdo

»rr=a—- oy I'=r:(y—=>0) 2a—7y

Sejam:
>y,
> 2:f.

Entdo:

Xy :adz:Bax(dIm:v.z)y: T
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