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Introdução

Cálulo Lambda Não-Tipado

Aspetos positivos :

◮
Simples, oniso e elegante;

◮
Con�uênia e uniidade de formas normais β;

◮
Resolução de equações reursivas por meio de pontos �xos;

◮
Turing-ompleto.
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Introdução

Cálulo Lambda Não-Tipado

Aspetos negativos :

◮
Exessivamente liberal (ontra-intuitivo em alguns aspetos);

◮
Auto-apliação é permitida (xx) porém é ontra-intuitiva;

◮
A existênia de formas normais não é garantida, existe a possibilidade

de álulos in�nitos;

◮
Todo termo possui um ponto �xo, o que não orresponde ao que se

onhee do omportamento usual das funções (algumas possuem,

outras não).
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Introdução

Cálulo Lambda Tipado

Solução para preservar os aspetos positivos eliminando os aspetos

negativos:

◮
Introdução da noção de tipos ;

◮
Um tipo restringe a oleção de valores que podem ser forneidos ou

retornados de uma função;

◮
Serve para prevenir as anomalias itadas anteriormente;

◮
Não é uma ideia original de Churh, uma teoria de tipos foi formulada

anteriormente por Bertrand Russell; a ideia de Churh é uma

simpli�ação da teoria de Russell.
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Introdução

Cálulo Lambda Tipado

Conseqüênias

◮
Elimina os problemas do Cálulo Lambda Não-Tipado:

◮
A auto-apliação não é possível (termos om auto-apliação não são

válidos no Cálulo Lambda Tipado);

◮
Todo termo possui uma forma normal β (toda omputação é �nita);

◮
Nem todo termo possui um ponto �xo.

◮
Os aspetos positivos do Cálulo Lambda Não-Tipado são preservados

no Cálulo Lambda Tipado.
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Introdução

Cálulo Lambda Tipado

Conseqüênias

◮
É mais limitado que o Cálulo Lambda Não-Tipado e possui poder

reduzido (pois nem todas as funções omputáveis podem ser

representadas no Cálulo Lamba Tipado);

◮
Não se presta para a formalização da matemátia, omo era o objetivo

de Churh, mas possui diversas apliações importantes na omputação;

◮
É realizado em uma série de sistemas, om omplexidade resente; o

mais simples é o hamado �Simply Typed Lambda Calulus� (λ →); o

mais omplexo é o hamado �Calulus of Construtions� (λC);

◮
O �Cubo de Barendregt� representa a relação que existe entre todos

estes sistemas;
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Cubo de Barendregt

Cubo de Barendregt

Desoberto e desrito por Henk Barendregt em 1992.

Possui quatro sistemas independentes:

1 λ → Simply Typed Lambda Calulus (STLC);

2 λ2 Seond Order Typed Lambda Calulus (STLC + Terms Dependent on Types);

3 λw (STLC + Types Dependent on Types);

4 λP (STLC + Types Dependent on Terms);

e quatro ombinações:

5 λw (STLC + Terms Dependent on Types + Types Dependent on Types);

6 λP2 (STLC + Types Dependent on Terms + Terms Dependent on Types);

7 λPw (STLC + Types Dependent on Terms + Types Dependent on Types);

8 λC Calulus of Construtions (STLC + Terms Dependent on Types + Types

Dependent on Terms + Types Dependent on Types).
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Cubo de Barendregt

Cubo de Barendregt
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Cubo de Barendregt

Cálulo Lambda Tipado

Conseqüênias

◮
Todos estes sistemas apresentam as boas araterístias do Cálulo

Lambda Tipado e preservam as vantagens do Cálulo Lambda

Não-Tipado;

◮
Eles possuem poder resente e se prestam, no aso geral, para usos

diversos e relevantes na lógia e na matemátia;

◮
Os aspetos negativos do Cálulo Lambda Não-Tipado estão ausentes

de todos eles.
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Cubo de Barendregt

Calulus of Construtions with De�nitions

Além do Cubo de Barendredgt:

◮
Um sistema tipado ainda mais poderoso do que o λC (Calulus of

Construtions), inorpora o uso de�nições, em partiular de�nições

indutivas;

◮
Este sistema, denotado λD, é o sistema utilizado no assistente de

provas Coq, o que lhe onfere grande poder e �exibilidade.
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Simply Typed Lambda Calulus

Tipos Simples

Seja V = {α, β, γ, ...} um onjunto in�nito de identi�adores de tipo (�type

variables�). Cada identi�ador de tipo representa um tipo primitivo ou

básio (omo nat, list, int ou float). O onjunto T de todos os

tipos simples é de�nido omo:

◮
Se α ∈ V então α ∈ T;

◮
Se σ, τ ∈ T então (σ → τ) ∈ T
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Simply Typed Lambda Calulus

Tipos Simples

Exemplos de tipos simples:

◮ γ

◮ (β → γ)

◮ (α → (β → γ))

◮ ((α → β) → γ)

◮ ((α → τ) → (β → γ))

O �Simply Typed Lambda Calulus� é um Cálulo Lambda om um únio

onstrutor de tipos, o →. Conheido omo �funtion� ou �arrow type�, ele é

usado para representar o tipo das funções.
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Simply Typed Lambda Calulus

Assoiatividade

Para evitar o uso exeessivo e desneessário de parênteses, a seguinte

onvenção será adotada:

◮
O tipo função é assoiativo à direita;

◮
A apliação ontinua assoiativa à esquerda.

Desta forma,

◮ α1 → α2 → α3 → α4 denota (α1 → (α2 → (α3 → α4)));

◮ x1x2x3x4 denota (((x1x2)x3)x4).

Estas onvenções se enaixam naturalmente om as regras de inferênia de

tipos que serão vistas a seguir.
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Simply Typed Lambda Calulus

�Typing Statement�

A notação

M : σ

é usada para denotar o fato de que o termo lambda M possui o tipo σ.

◮
Admite-se que ada identi�ador de tipo pode ser atribuído para uma

quantidade ilimitada de variáveis;

◮
Considera-se que ada variável possui um únio tipo (se x : σ e x : τ
então σ ≡ τ).

Um termo M é dito tipável se existir um tipo σ tal que M : σ.
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Simply Typed Lambda Calulus

Regras de Inferênia

Para inferir o tipo de termos lambda do STLC no aso geral, é neessário

adotar as seguintes regras que expressam, de forma natural, a relação entre

os tipos dos elementos omponentes e o tipo do termo resultante:

◮
Apliação: se M : σ → τ e N : σ então MN : τ ;

◮
Abstração: se x : σ e M : τ então λx.M : σ → τ .
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Simply Typed Lambda Calulus

Exemplos

1

Se x : σ, então λx.x : σ → σ;

2

Se x : α, y : β e z : γ, então λx.λy.z : α → β → γ;

3

A apliação yx só pode ser tipada se y for do tipo função (por

exemplo, σ → τ) e o tipo de x orresponder ao tipo do domínio de y

(ou seja, σ). Se este for o aso, então yx : τ ;

4

A auto-apliação não pode ser tipada (por exemplo xx). Por quê?
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Simply Typed Lambda Calulus

Assoiatividade

As assoiatividades desritas anteriormente não são aidentais. Elas se

omplementam de maneira a tornar natural os �typing statements� das

abstrações e das apliações orrespondentes.

Por exemplo, onsidere f : (ρ → (σ → τ)), x : ρ e y : σ. Então:

◮ f : ρ → σ → τ e

◮ fxy : τ

(notar que não foram usados parênteses em nenhum dos asos aima)
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Estilos de Churh e de Curry

Tipagem de um termo

Existem duas formas diferentes para se determinar o tipo de um termo

lambda:

◮
Tipagem no estilo de Churh (ou tipagem explíita):

◮
Os tipos das variáveis são de�nidos iniialmente;

◮
Os demais tipos podem ser alulados sem di�uldade.

◮
Tipagem no estilo de Curry (tipagem implíita):

◮
Não atribui tipos para as variáveis iniialmente;

◮
Os tipos são determinados onforme a análise do termo e subtermos.
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Estilos de Churh e de Curry

Estilo de Churh

Exemplos:

◮
Suponha x : α → α e y : (α → α) → β;

Então, yx : β;
Suponha, ainda, z : β e u : γ;
Então, λzu.z : β → γ → β;

Continuando, a apliação (λzu.z)(yx) é permitida e

(λzu.z)(yx) : γ → β;

◮
Suponha que x : α → β → γ → δ, y : α e z : β;
Então, xyz : γ → δ.

Todos os termos foram tipados, partindo-se dos tipos iniialmente

informados para as variáveis x, y, z e u.
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Estilos de Churh e de Curry

Estilo de Curry

Exemplos:

(desta vez os tipos das variáveis não serão informados à priori)

◮
Seja M ≡ (λxy.xy);
Então, uma possível atribuição de tipos seria x : α → β, y : α e

M : (α → β) → α → β

Ainda, pode-se onsiderar x : α → β → α, y : α e

M : (α → β → α) → α → (β → α);
Existem várias possibilidades;

◮
Seja M ≡ (λzu.z)(yx);
Como atribuir tipos para x, y, z, u e M?

Será neessário realizar inferênias sobre a forma omo variáveis e

subtermos são usados;

Detalhes no próximo slide.
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Estilos de Churh e de Curry

Estilo de Curry

M ≡ (λzu.z)(yx)

Inferênias iniiais:

1

Como se trata de uma apliação, então devemos supor

(λzu.z) : A → B e (yx) : A, para algum A e algum B; portanto,

M : B;

2 (λzu.z) : A → B implia z : A e λu.z : B; omo este último é uma

abstração, então devem existir C e D tais que u : C, z : D,

λu.z : C → D e, portanto, B ≡ (C → D);

3

Além disso, (yx) também é uma apliação; logo, devem existir E e F

tais que y : E → F , x : E e (yx) : F .
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Estilos de Churh e de Curry

Estilo de Curry

M ≡ (λzu.z)(yx)

Conlusões até o momento:

1 x : E,

2 y : E → F ,

3 z : A e z : D; portanto, A ≡ D,

4 u : C,

5 B ≡ (C → D),

6 (yx) : A e (yx : F ); portanto, A ≡ D ≡ F ;

7 M : C → A (substituindo-se B por C → D e D por A).
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Estilos de Churh e de Curry

Estilo de Curry

M ≡ (λzu.z)(yx)
Em resumo:

1 x : E,

2 y : E → A,

3 z : A,

4 u : C,

5 (yx) : A,

6 M : C → A.

Logo, apenas três tipos são neessários (A,C e E). Mas quais tipos?
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Estilos de Churh e de Curry

Estilo de Curry

M ≡ (λzu.z)(yx)

Como A,C e E denotam tipos genérios, podemos instaniar estas

variáveis de forma a obter diversas atribuições de tipos. Algumas

possibilidades são apresentadas a seguir:

1

Se A = α,C = δ e E = β, então:

x : β, y : β → α, z : α, u : δ, M : δ → α;

2

Se A = β,C = γ e E = α → α, então:

x : α → α, y : (α → α) → β, z : β, u : γ, M : γ → β;

(esta atribuição oinide om o exemplo anterior no estilo de Churh)

3

Se A = α → β,C = α → α e E = α, então:

x : α, y : α → α → β, z : α → β, u : α → α, M : (α → α) → α → β.

De qualquer forma, existe uma atribuição de tipos e M é tipável.
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Estilos de Churh e de Curry

Julgamento e Contexto

Uma fórmula do tipo Γ ⊢ e : t denota um julgamento .

◮
A parte Γ que está do lado esquerdo do símbolo ⊢ é hamada de

ontexto , e ontém as delarações e os tipos das variáveis livres

usadas na expressão lambda da direita (e);

◮
A parte que está do lado direito do símbolo ⊢ é um termo lambda

om o seu respetivo tipo (e : t).

Por onvenção, em um termo lambda os tipos das variáveis ligadas são

indiados nas respetivas delarações, ao passo que os tipos das variáveis

livres são indiados no ontexto. Diz-se que �e tem o tipo t no ontexto

Γ�.
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Estilos de Churh e de Curry

Exemplo

Considere novamente o termo (λzu.z)(yx). Neste termo, as variáveis z e u

são ligadas e x e y são livres. Considerando que os tipos sejam

z : β, u : γ, x : α → α e y : (α → α) → β, então a anotação dos tipos das

variáveis neste termos pode ser representada omo:

x : α → α, y : (α → α) → β ⊢ (λz : β.λu : γ.z)(yx) : γ → β

Esta expressão pode ser lida omo �no ontexto:

x : α → α, y : (α → α) → β

o termo:

(λz : β.λu : γ.z)(yx)

possui o tipo:

γ → β
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Estilos de Churh e de Curry

Notações alternativas

Alguns autores (omo por exemplo Hindley e Seldin 2008) utilizam

notações alternativas, om o uso de superesritos, para fazer a anotação de

tipos em um termo lambda. As representações são, no entanto,

equivalentes:

◮ x : α → α, y : (α → α) → β ⊢ (λz : β.λu : γ.z)(yx) : γ → β

◮ ((λzβ .λuγ .zβ)β→γ→β(y(α→α)→βxα→α)β)γ→β

Algumas simpli�ações são admitidas quando não houver riso de

ambigüidade:

◮ ((λzβ .λuγ .z)β→γ→β(y(α→α)→βxα→α)β)γ→β

◮ ((λz.λu.z)β→γ→β(y(α→α)→βxα→α)β)γ→β

◮ ((λz.λu.z)β→γ→β(y(α→α)→βxα→α))γ→β
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Regras de Derivação

Terminologia

◮
Uma a�rmação (�statement�) possui a forma M : σ onde M é um

termo lambda tipado e σ é um tipo simples; numa a�rmação, M é

hamado de sujeito (�subjet�) e σ de tipo (�type�);

◮
Uma delaração (�delaration�) é uma a�rmação em que o sujeito é

uma variável;

◮
Um ontexto (�ontext�) é uma lista de delarações om diferentes

sujeitos;

◮
Um julgamento (�judgement�) possui a forma Γ ⊢ M : σ, onde Γ é

um ontexto e M : σ é uma a�rmação.
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Regras de Derivação

Terminologia

Exemplos:

◮ (λx : α.y) : β é uma a�rmação ; (λx : α.y) é o sujeito e β é o tipo;

◮ (λx : α.y) : β não é uma delaração pois o sujeito não é uma variável;

◮ x : α é uma delaração pois o sujeito é uma variável;

◮ x1 : α, x2 : α → β, x3 : (β → α) → β é um ontexto formado por

três variáveis;

◮ x : α → α, y : (α → α) → β ⊢ (λz : β.λu : γ.z)(yx) : γ → β é um

julgamento .
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Regras de Derivação

Sistema de Derivação

◮
Como determinar se um termo é tipável?

É simples e foi anteipado.

◮
Como determinar o tipo de um termo?

É simples também. Há uma únia resposta do estilo de Churh e

múltiplas respostas no estilo de Curry.

Um onjunto de regras formais denominado Sistema de Derivação é have

neste proesso. Por meio de um Sistema de Derivação é possível

determinar se o julgamento Γ ⊢ M : σ é derivável , ou seja, se M possui o

tipo σ no ontexto Γ.
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Regras de Derivação

Sistema de Derivação

Formato geral de uma regra:

premissa 1 ... premissa n

(nome)
onlusão

◮
Se as premissas são todas verdadeiras, então a onlusão pode ser

aeita;

◮
A linha horizontal separa as premissas das onlusões;

◮
Múltiplas regras podem ser ombinadas em uma árvore;

◮
Podem ser usadas de ima para baixo ou de baixo para ima.
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Regras de Derivação

Sistema de Derivação

O sistema é omposto por três regras:

x : σ ∈ Γ
(var)

Γ ⊢ x : σ

Γ ⊢ M : σ → τ Γ ⊢ N : σ
(appl)

Γ ⊢ MN : τ

Γ, x : σ ⊢ M : τ
(abst)

Γ ⊢ λx : σ.M : σ → τ
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Regras de Derivação

Sistema de Derivação

Exemplo:

y : α → β ∈ (y : α → β, z : α)
(var)

y : α → β, z : α ⊢ y : α → β

z : α ∈ (y : α → β, z : α)
(var)

y : α → β, z : α ⊢ z : α
(appl)

y : α → β, z : α ⊢ yz : β
(abst)

y : α → β ⊢ λz : α.yz : α → β
(abst)

∅ ⊢ λy : α → β.λz : α.yz : (α → β) → α → β
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Regras de Derivação

Sistema de Derivação

A derivação do exemplo anterior, feita om o uso exlusivo das regras do

sistema apresentado, serve simultaneamente para:

◮
Construir o julgamento;

◮
Justi�ar o julgamento.

Ainda no exemplo anterior, diz-se que, no ontexto vazio, o termo:

λy : α → β.λz : α.yz

possui o tipo:

(α → β) → α → β

◮
Termos que são tipáveis om o auxílio de um sistema de derivação são

ditos legais .
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Regras de Derivação

Relação entre → e ⇒

◮
Deve-se notar a similaridade que existe entre as regras do STLC e as

regras da Dedução Natural;

◮
A regra appl está em orrespondênia direta om a regra Modus

Ponens (eliminação da impliação);

◮
A regra abst está em orrespondênia direta om a Regra da Prova

Condiional (introdução da impliação);

◮
Por isso, existe uma onexão muito forte entre o tipo função → (no

STLC) e a impliação ⇒ (na Dedução Natural); esta onexão será

explorada mais adiante.
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Problemas

Tipos de Problemas

São de três naturezas diferentes os problemas enontrados numa teoria de

tipos:

1

Tipabilidade (�well-typedness� ou �typability�): ? ⊢ M : ?

Determinar se existe um ontexto e um tipo tais que o termo seja

legal, ou provar o ontrário.

◮
Atribuição de Tipos (�type assignment�): É uma variante que oorre

quando o ontexto é dado, restando apenas determinar o tipo:

Γ ⊢ M : ?

2

Veri�ação de Tipos (�type heking�): Γ
?
⊢ M : σ

Simplesmente veri�ar que o termo M possui o tipo σ no ontexto Γ.

3

Construção de Termo (�term �nding�, �term onstrution� ou

�inhabitation�): Γ ⊢ ? : σ
Enontrar um termo M que possua o tipo σ no ontexto Γ ou provar

que o mesmo não existe. Caso partiular ∅ ⊢ ? : σ.
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Problemas

Tipos de Problemas

◮
A Tipabilidade e a Atribuição de Tipos são problemas simples e de

fáil solução, usando o Sistema de Derivações e inferênias adequadas;

◮
A Construção de Termo, ou seja, enontrar um termo ujo tipo seja σ,

equivale ao problema de terminar se existe uma prova para σ; a

solução pode não ser trivial;

◮
Todos os problemas são deidíveis no STLC;

◮
Nos sistemas mais elaborados, no entanto, a Construção de Termos é

indeidível em muitos asos.
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Problemas

Tipabilidade

Exemplo:

Determinar um ontexto e um tipo para o termo

M ≡ λy : α → β.λz : α.yz

Em outras palavras, é possível a�rmar que existe um ontexto Γ e um tipo

ρ tal que Γ ⊢ M : ρ? Em aso a�rmativo, determinar Γ e ρ.

◮
Como M possui apenas variáveis ligadas, podemos onsiderar Γ ≡ ∅,
uma vez que o ontexto é usado apenas para atribuir tipos para as

variáveis livres de M .
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Problemas

Tipabilidade

Passo 1 (sem ontexto):

y : α → β λz : α.yz : ...
(abst)

λy : α → β.λz : α.yz : ...
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Problemas

Tipabilidade

Passo 2 (sem ontexto):

y : α → β

z : α yz : ...
(abst)

λz : α.yz : ...
(abst)

λy : α → β.λz : α.yz : ...
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Problemas

Tipabilidade

Passo 3 (sem ontexto):

y : α → β

z : α
y : ... z : ...

(appl) yz : ...
(abst)

λz : α.yz : ...
(abst)

λy : α → β.λz : α.yz : ...
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Problemas

Tipabilidade

Passo 4 (�nal, sem ontexto):

y : α → β

z : α

y : α → β z : α
(appl)

yz : β
(abst)

λz : α.yz : α → β
(abst)

λy : α → β.λz : α.yz : (α → β) → α → β
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Problemas

Tipabilidade

Passo 4 (ompleto, parte i):

y : α → β ∈ (y : α → β)
(var)

y : α → β ⊢ y : α → β

z : α ∈ (z : α)
(var)

z : α ⊢ z : α
(appl)

y : α → β, z : α ⊢ yz : β
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Problemas

Tipabilidade

Passo 4 (ompleto, parte ii):

z : α ⊢ z : α y : α → β, z : α ⊢ yz : β
(abst)

y : α → β ⊢ λz : α.yz : α → β
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Problemas

Tipabilidade

Passo 4 (ompleto, parte iii):

y : α → β ∈ (y : α → β)
(var)

y : α → β ⊢ y : α → β y : α → β ⊢ λz : α.yz : α → β
(abst)

∅ ⊢ λy : α → β.λz : α.yz : (α → β) → α → β
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Problemas

Veri�ação de Tipos

Exemplo:

Determinar se o seguinte julgamento é legal:

x : α → α, y : (α → α) → β ⊢ (λz : β.λu : γ.z)(yx) : γ → β
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Problemas

Veri�ação de Tipos

Passo 1 (sem ontexto):

(λz : β.λu : γ.z) : ... (yx) : ...
(appl)

(λz : β.λu : γ.z)(yx) : γ → β
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Problemas

Veri�ação de Tipos

Passo 2 (sem ontexto):

z : β λu : γ.z : ...
(abst)

(λz : β.λu : γ.z) : ... (yx) : ...
(appl)

(λz : β.λu : γ.z)(yx) : γ → β
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Problemas

Veri�ação de Tipos

Passo 3 (sem ontexto):

z : β

u : γ z : ...
(abst)

λu : γ.z : ...
(abst)

(λz : β.λu : γ.z) : ... (yx) : ...
(appl)

(λz : β.λu : γ.z)(yx) : γ → β
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Problemas

Veri�ação de Tipos

Passo 4 (sem ontexto):

z : β

u : γ z : ...
(abst)

λu : γ.z : ...
(abst)

(λz : β.λu : γ.z) : ...

y : ... x : ...
(appl)

(yx) : ...
(appl)

(λz : β.λu : γ.z)(yx) : γ → β
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Problemas

Veri�ação de Tipos

Passo 5 (�nal, sem ontexto):

y : (α → α) → β x : α → α
(appl)

(yx) : β

z : β

u : γ z : β
(abst)

λu : γ.z : γ → β
(abst)

(λz : β.λu : γ.z) : β → γ → β (yx) : β
(appl)

(λz : β.λu : γ.z)(yx) : γ → β
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Problemas

Construção de Termo

Exemplo:

Seja σ ≡ A → B → A. Determinar se existe um termo M tal que

∅ ⊢ M : σ.

◮
Um termo que possui determinado tipo é dito um habitante

(�inhabitant�) daquele tipo;

◮
Logo,o problema da Construção de Termo é determinar se um tipo é

habitado.
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Problemas

Construção de Termo

Passo 1 (sem ontexto):

... : A ... : B → A
(abst)

... : A → B → A
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Problemas

Construção de Termo

Passo 2 (sem ontexto):

... : A
... : B ... : A

(abst)
... : B → A

(abst)
... : A → B → A
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Problemas

Construção de Termo

Passo 3 (�nal, sem ontexto):

x : A

y : B x : A
(abst)

λy : B.x : B → A
(abst)

λx : A.λy : B.x : A → B → A
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Problemas

Relação entre → e ⇒

Considere o tipo A → B → A e a proposição A ⇒ B ⇒ A:

◮
O termo que possui o tipo A → B → A (λx : A.λy : B.x) é também

uma prova da proposição A ⇒ B ⇒ A, pois a árvore de dedução

natural da proposição pode ser failmente obtida a partir da árvore de

inferênia de tipos do termo;

◮
A função que aeita omo argumentos uma prova de A e uma prova

de B, e retorna omo resultado a prova de A, é uma prova de que a

proposição A ⇒ B ⇒ A é uma tautologia;

◮
Interpretação PAT (�propositions-as-types� ou �proofs-as-terms�);

◮
Correspondênia de Curry-Howard;

◮
O termo lambda tipado (no aso, λx : A.λy : B.x) odi�a,

simultaneamente, uma proposição (A ⇒ B ⇒ A) e a respetiva prova

(inferida a partir da árvore de derivação do termo em questão).
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Problemas

Relação entre → e ⇒

Senão, vejamos novamente o exemplo anterior.

A partir do termo tipado (e apenas dele) λx : A.λy : B.x é possível inferir:

◮
O tipo do mesmo:

A → B → A

◮
A árvore de inferênia de tipos:

x : A

y : B x : A
(abst)

λy : B.x : B → A
(abst)

λx : A.λy : B.x : A → B → A
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Problemas

Relação entre → e ⇒

◮
A substituição de → por ⇒ resulta na proposição que o termo prova:

A ⇒ B ⇒ A

◮
A eliminação dos termos da árvore resulta na prova da proposição (em

termos da Dedução Natural):

A
B A

(abst)
B ⇒ A

(abst)
A ⇒ B ⇒ A
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Propriedades Gerais

De�nições

1

Domínio Se Γ ≡ x1 : σ1, ..., xn : σn, então o domínio(Γ), ou
simplesmente dom(Γ), é a lista x1, ..., xn;

2

Subontexto Γ′
é um subontexto de um ontexto Γ, ou Γ′ ⊆ Γ, se

todas as delarações que oorrem em Γ′
também oorrem em Γ, na

mesma ordem;

3

Permutação Γ′
é uma permutação de um ontexto Γ se todas as

delarações de Γ′
oorrem em Γ e vie-versa;

4

Projeção Se Γ é um ontexto e φ é um onjunto de variáveis, então a

projeção de Γ sobre φ , ou Γ ↾ φ, é o subontexto Γ′
de Γ om

dom(Γ′)=dom(Γ) ∩ φ.
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Propriedades Gerais

De�nições

Exemplo.

Seja Γ ≡ y : σ, x1 : ρ1, x2 : ρ2, z : τ, x3 : ρ3.
Então:

1

Domínio dom(∅) = (); dom(Γ) = (y, x1, x2, z, x3);

2

Subontexto ∅ ⊆ (x1 : ρ1, z : τ) ⊆ Γ;

3

Permutação x2 : ρ2, x1 : ρ1, z : τ, x3 : ρ3, y : σ é uma permutação de

Γ;

4

Projeção Γ ↾ {z, u, x1} = x1 : ρ1, z : τ .
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Propriedades Gerais

Lemas e Teoremas

◮
A seguir são relaionados uma série de resultados fundamentais sobre

o STLC;

◮
Os enuniados são intuitivos, na sua maioria, e as provas não serão

apresentadas;

◮
As provas podem ser enontradas em Nederpelt and Geuvers 2014.
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Propriedades Gerais

Lema das Variáveis Livres

�Free Variables Lemma�

Se Γ ⊢ L : σ, então FV (L) ⊆ dom(Γ)
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Propriedades Gerais

Alargamento, Estreitamento e Permutação

1

Alargamento (�Thinning�)

Sejam Γ′
e Γ′′

dois ontextos tais que Γ′ ⊆ Γ′′
. Se Γ′ ⊢ M : σ, então

Γ′′ ⊢ M : σ;

2

Estreitamento (�Condensing�)

Se Γ ⊢ M : σ, então Γ ↾ FV (M) ⊢ M : σ;

3

Permutação (�Permutation�)

Se Γ ⊢ M : σ, e Γ′
é uma permutação de Γ, então Γ′ ⊢ M : σ.
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Propriedades Gerais

Lema da Geração

�Generation Lemma�

1

Se Γ ⊢ x : σ, então x : σ ∈ Γ;

2

Se Γ ⊢ MN : τ , então existe um tipo σ tal que Γ ⊢ M : σ → τ e

Γ ⊢ N : σ;

3

Se Γ ⊢ λx : σ.M : ρ, então existe um tipo τ tal que Γ, x : σ ⊢ M : τ e

ρ ≡ σ → τ .
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Propriedades Gerais

Lema do Subtermo

�Subterm Lemma�

Se o termo M é legal, então todo subtermo de M também é legal.
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Propriedades Gerais

Uniidade de Tipos

�Uniqueness of Types�

Se Γ ⊢ M : σ e Γ ⊢ M : τ , então σ ≡ τ .
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Propriedades Gerais

Deidibilidade

No STLC os seguintes problemas são deidíveis:

1

Tipabilidade (�well-typedness�) ? ⊢ M : ?

◮
Atribuição de Tipos (�type assignment�) Γ ⊢ M : ?

2

Veri�ação de Tipos (�type heking�) Γ
?
⊢ M : σ

3

Construção de Termo (�term �nding�) Γ ⊢ ? : σ
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Substituição e Redução-β

Substituição no Cálulo Lambda Não-Tipado

(1a) x[x := N ] ≡ N ;

(1b) y[x := N ] ≡ y, se x 6≡ y;

(2) (PQ)[x := N ] ≡ (P [x := N ])(Q[x := N ]);

(3) (λy.P )[x := N ] ≡ λz.(P y→z[x := N ]), se λz.P y→z
for um α-variante

de λy.P tal que z 6∈ FV (N)

Observação:

O termo λz.P y→z
é uma onversão-α do termo λy.P em que a variável y

é substituída pela variável z. Ou seja, λz.P y→z ≡α λy.P .
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Substituição e Redução-β

Substituição no Cálulo Lambda Não-Tipado

Observe-se a similaridade entre a de�nição de Hindley & Seldin om a

de�nição de Nederpelt & Geuvers:

1

(1a) orresponde ao aso (a);

2

(1b) orresponde ao aso (b);

3

(2) orresponde ao aso ();

4

(3) orresponde simultaneamente aos asos (d), (e), (f) e (g):

◮ x ≡ y:

(λy.P )[y := N ] ≡ λz.(P y→z[y := N ]) ≡ λz.P y→z

◮ x 6≡ y e x 6∈ FV (P ):
(λy.P )[x := N ] ≡ λz.(P y→z[x := N ]) ≡ λz.P y→z

◮ x 6≡ y, x ∈ FV (P ) e y 6∈ FV (N):
(λy.P )[x := N ] ≡ λz.(P y→z[x := N ])

◮ x 6≡ y, x ∈ FV (P ) e y ∈ FV (N):
(λy.P )[x := N ] ≡ λz.(P y→z[x := N ])

Oorre sempre uma onversão-α, mesmo que isto não seja neessário.
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Substituição e Redução-β

Substituição no Cálulo Lambda Tipado

Basta introduzir uma pequena modi�ação na regra (3), para espei�ar o

tipo da variável:

(1a) x[x := N ] ≡ N ;

(1b) y[x := N ] ≡ y, se x 6≡ y;

(2) (PQ)[x := N ] ≡ (P [x := N ])(Q[x := N ]);

(3) (λy : σ.P )[x := N ] ≡ λz : σ.(P y→z[x := N ]), se λz : σ.P y→z
for um

α-variante de λy : σ.P tal que z 6∈ FV (N)
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Substituição e Redução-β

Lema da Substituição

�Substitution Lemma�

Suponha que:

Γ′, x : σ,Γ′′ ⊢ M : τ

e também que:

Γ′ ⊢ N : σ

Então,

Γ′,Γ′′ ⊢ M [x := N ] : τ

A substituição de uma variável por um termo do mesmo tipo preserva o

tipo do termo original onde foi feita a substituição.
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Substituição e Redução-β

Redução-β

Um únio passo (→β):

(1) (base) (λx : σ.M)N →β M [x := N ]

(2) (ompatibilidade) se M →β N , então, para qualquer termo L:
◮ ML →β NL;
◮ LM →β LN ;

◮ λx : τ.M →β λx : τ.N
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Substituição e Redução-β

Redução-β

Zero ou mais passos (։β):

M ։β N se e somente se existir n ≥ 0 e termos M0 e Mn tais que:

◮ M0 ≡ M ,

◮ Mn ≡ N ,

◮
Para todo 0 ≤ i < n,Mi →β Mi+1.

Em outras palavras,

M ≡ M0 →β M1 →β M2 →β ... →β Mn−1 →β Mn ≡ N

Note que ։β estende →β: se M →β N , então M ։β N ; o ontrário não

é neessariamente verdadeiro.
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Substituição e Redução-β

Propriedades da Redução-β

◮
Re�exiva : para todo M , M ։β M ;

◮
Transitiva : para todo L,M e N , se L ։β M e M ։β N , então

L ։β N .
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Substituição e Redução-β

Igualdade-β

M =β N se e somente se existir n ≥ 0 e termos M0 e Mn tais que:

◮ M0 ≡ M ,

◮ Mn ≡ N ,

◮
Para todo 0 ≤ i < n,Mi →β Mi+1 ou Mi+1 →β Mi.

Note que =β estende ։β em ambas as direções: se M ։β N , ou

N ։β M , então M =β N .
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Substituição e Redução-β

Propriedades da Igualdade-β

É uma relação de equivalênia:

◮
Re�exiva : para todo M , M =β M ;

◮
Simétria : para todo M e N , se M =β N , então N =β M ;

◮
Transitiva : para todo L,M e N , se L =β M e M =β N , então

L =β N .

Outros resultados:

◮
Se M ։β L1 e M ։β L2, então L1 =β L2;

◮
Se L1 ։β N e L2 ։β N , então L1 =β L2.
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Substituição e Redução-β

Teorema de Churh-Rosser

É válido no STLC da mesma forma que no Cálulo Lambda Não-Tipado. O

motivo é que os tipos não são levados em onsideração na de�nição da

redução-β.

�Churh-Rosser Theorem� (também onheido omo Teorema da

Con�uênia)

◮
Seja M um termo lambda e suponha que M ։β N1 e M ։β N2;

◮
Então, existe um termo N3 tal que N1 ։β N3 e N2 ։β N3.

O resultado da omputação, se existir (no aso do Cálulo Lambda

Não-Tipado), independe da ordem em que as reduções são feitas. No aso

do STLC, omo o resultado sempre existe, india que a ordem da

omputação não é importante.
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Substituição e Redução-β

Teorema de Churh-Rosser

Corolário:

◮
Sejam M e N dois termos lambda e suponha que M =β N ;

◮
Então, existe um termo L tal que M ։β L e N ։β L.
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Substituição e Redução-β

Lema da Redução do Sujeito

�Subjet Redution Lemma�

Suponha que:

Γ ⊢ L : ρ

e também que:

L ։β L′

Então,

Γ ⊢ L′ : ρ

A redução-β não modi�a o tipo do termo.
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Substituição e Redução-β

Teorema da Normalização Forte

�Strong Normalization Theorem�

Todo termo lambda tipado legal M é normalizável fortemente. Em outras

palavras, toda omputação é �nita.

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Tipado 30 de março de 2019 82 / 142



Substituição e Redução-β

Conseqüênias

As prinipais araterístias do Cálulo Lambda Tipado (STLC) podem ser

provadas a partir dos resultados apresentados anteriormente:

◮
Nenhum termo ontém auto-apliação;

◮
Todo termo possui forma normal-β (toda omputação é �nita);

◮
Nem todo termo possui um ponto �xo.
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Exeríios

Exeríio 2.1

Para ada um dos termos abaixo, determinar se o mesmo pode ser tipado

om um tipo simples. Em aso a�rmativo, qual o tipo do termo e das

variáveis envolvidas? Em aso negativo, provar a sua resposta.

(a) xxy

(b) xyy

() xyx

(d) x(xy)

(e) x(yx)
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Exeríios

Exeríio 2.1

Solução

(a) xxy

xxy ≡ (xx)y

x : _ x : _
(appl) xx : _ y : _

(appl)
(xx)y : _

Como o termo ontém uma auto-apliação (xx), ele não pode ser

tipado.
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Exeríios

Exeríio 2.1

Solução

(b) xyy

x : _ y : _
(appl) xy : _ y : _

(appl) xyy : _
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Exeríios

Exeríio 2.1

Solução

(b) xyy

x : α → (α → β) y : α
(appl)

xy : α → β y : α
(appl)

xyy : β
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Exeríios

Exeríio 2.1

Solução

() xyx

x : _ y : _
(appl) xy : _ x : _

(appl) xyx : _
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Exeríios

Exeríio 2.1

Solução

() xyx

x : ρ → (α → β) y : ρ
(appl)

xy : α → β x : α
(appl)

xyx : β

Como a variável x não pode ter dois tipos diferentes, segue que o

termo não é tipável.
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Exeríios

Exeríio 2.1

Solução

(d) x(xy)

x : _
x : _ y : _

(appl) xy : _
(appl)

x(xy) : _
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Exeríios

Exeríio 2.1

Solução

(d) x(xy)

x : α → β

x : ρ → α y : ρ
(appl) xy : α

(appl)
x(xy) : β

Basta agora fazer β ≡ ρ ≡ α:

x : α → α
x : α → α y : α

(appl) xy : α
(appl)

x(xy) : α
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Exeríios

Exeríio 2.1

Solução

(e) x(yx)

x : _
y : _ x : _

(appl) yx : _
(appl)

x(yx) : _

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Tipado 30 de março de 2019 92 / 142



Exeríios

Exeríio 2.1

Solução

(e) x(yx)

x : α → β

y : ρ → α x : ρ
(appl) yx : α

(appl)
x(yx) : β

Basta agora fazer ρ ≡ α → β:

x : α → β
y : (α → β) → α x : α → β

(appl) yx : α
(appl)

x(yx) : β
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Exeríios

Exeríio 2.2

Para ada um dos termos abaixo, determinar o tipo do mesmo.

(a) 0 ≡ λxy.y

(b) 1 ≡ λxy.xy

() 2 ≡ λxy.x(xy)
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Exeríios

Exeríio 2.2

Solução

(a) 0 ≡ λxy.y

y : α ⊢ y : α
(abst)

x : β ⊢ (λy : α.y) : α → α
(abst)

∅ ⊢ (λx : β.λy : α.y) : β → α → α
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Exeríios

Exeríio 2.2

Solução

(b) 1 ≡ λxy.xy

x : α → β y : α
(appl)

y : α ⊢ xy : β
(abst)

x : α → β ⊢ (λy : α.xy) : α → β
(abst)

∅ ⊢ (λx : α → β.λy : α.xy) : (α → β) → α → β
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Exeríios

Exeríio 2.2

Solução

() 2 ≡ λxy.x(xy)

x : α → α
x : α → α y : α

(appl) xy : α
(appl)

y : α ⊢ x(xy) : α
(abst)

x : α → α ⊢ (λy : α.x(xy)) : α → α
(abst)

∅ ⊢ (λx : α → α.λy : α.x(xy)) : (α → α) → α → α
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Exeríios

Exeríio 2.2

Comentário

Observar que o tipo (α → α) → α → α também pode ser empregado para

os termos 0 e 1:

(a) 0 ≡ λxy.y: basta fazer β ≡ α → α;

(b) 1 ≡ λxy.xy: basta fazer β ≡ α.

◮
Os termos 0, 1 e 2 podem ser tipados da mesma forma, om o tipo

(α → α) → α → α;

◮
Todos os demais Numerais de Churh também podem ser tipados da

mesma forma, o que é de se esperar pelo que os mesmos representam

(números naturais).
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Exeríios

Exeríio 2.3

Para ada um dos termos abaixo, determinar o tipo do mesmo.

(a) K ≡ λxy.x

(b) S ≡ λxyz.xz(yz)
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Exeríios

Exeríio 2.3

Solução

(a) K ≡ λxy.x

y : β ⊢ x : α
(abst)

x : α ⊢ (λy : β.x) : β → α
(abst)

∅ ⊢ (λx : α.λy : β.x) : α → β → α
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Exeríios

Exeríio 2.3

Solução

(b) S ≡ λxyz.xz(yz)

x : α → (β → σ) z : α
(appl)

xz : β → σ

y : α → β z : α
(appl)

yz : β
(appl)

z : α ⊢ xz(yz) : σ
(abst)

y : α → β ⊢ M) : α → σ
(abst)

x : α → (β → σ) ⊢ (λy : α → β.M) : (α → β) → α → σ
(abst)

∅ ⊢ (λx : α → (β → σ).λy : α → β.M) : (α → β → σ) → (α → β) → α → σ

om M ≡ λz : α.xz(yz).
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Exeríios

Exeríio 2.4

Faça a tipagem de ada um dos seguintes termos e das respetivas

variáveis:

(a) λxyz.x(yz)

(b) λxyz.y(xz)x
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Exeríios

Exeríio 2.4

Solução

(a) λxyz.x(yz)

x : _

y : _ z : _
(appl) yz : _

(appl)
z : _ :⊢ x(yz) : _

(abst)
y : _ ⊢ (λz : _.x(yz)) : _

(abst)
x : _ ⊢ (λy : _.λz : _.x(yz)) : _

(abst)
∅ ⊢ (λx : _.λy : _.λz : _.x(yz)) : _
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Exeríios

Exeríio 2.4

Solução

(a) λxyz.x(yz)

x : β → γ

y : α → β z : α
(appl)

yz : β
(appl)

z : α ⊢ x(yz) : γ
(abst)

y : α → β ⊢ (λz : α.x(yz)) : α → γ
(abst)

x : β → γ ⊢ (λy : α → β.λz : α.x(yz)) : (α → β) → α → γ
(abst)

∅ ⊢ (λx : β → γ.λy : α → β.λz : α.x(yz)) : (β → γ) → (α → β) → α → γ
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Exeríios

Exeríio 2.4

Solução

(b) λxyz.y(xz)x

y : _

x : _ z : _
(appl) xz : _

(appl)
y(xz) : _ x : _

(appl)
z : _ ⊢ y(xz)x : _

(abst)
y : _ ⊢ (λz : _.y(xz)x) : _

(abst)
x : _ ⊢ (λy : _.λz : _.y(xz)x) : _

(abst)
∅ ⊢ (λx : _.λy : _.λz : _.y(xz)x) : _
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Exeríios

Exeríio 2.4

Solução

(b) λxyz.y(xz)x

y : β → (α → β) → γ

x : α → β z : α
(appl)

xz : β
(appl)

y(xz) : (α → β) → γ x : α → β
(appl)

z : α ⊢ y(xz)x : γ
(abst)

y : β → (α → β) → γ ⊢ (λz : α.y(xz)x) : α → γ
(abst)

x : α → β ⊢ (λy : β → (α → β) → γ.λz : α.y(xz)x) : (β → (α → β) → γ) → α → γ
(abst)

∅ ⊢ (λx : α → β.λy : β → (α → β) → γ.λz : α.y(xz)x) : τ

om τ ≡ (α → β) → (β → (α → β) → γ) → α → γ.
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Exeríios

Exeríio 2.6

Obtenha um ontexto e um tipo para o seguinte termo:

λx : ((α → β) → α).x(λz : α.y)
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Exeríios

Exeríio 2.6

Solução

x : (α → β) → α

z : α ⊢ y : _
(abst)

λz : α.y : α → _

(appl)
x : (α → β) → α ⊢ x(λz : α.y) : _

(abst)
λx : (α → β) → α.x(λz : α.y) : _
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Exeríios

Exeríio 2.6

Solução

x : (α → β) → α

z : α ⊢ y : β
(abst)

λz : α.y : α → β
(appl)

x : (α → β) → α ⊢ x(λz : α.y) : α
(abst)

λx : (α → β) → α.x(λz : α.y) : (α → β → α) → α

Como a variável y é livre, então o tipo da mesma preisa ser de�nido pelo

ontexto:

y : β ⊢ λx : (α → β) → α.x(λz : α.y) : (α → β → α) → α
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Exeríios

Exeríio 2.8

Obtenha tipos para as variáveis x, y e z de tal forma que:

λxy.y(λz.yx) : (γ → β) → ((γ → β) → β) → β
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Exeríios

Exeríio 2.8

Solução

Não é difíil inferir que:

◮ x : γ → β e

◮ y : (γ → β) → β

Resta, portanto, determinar o tipo de z.
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Exeríios

Exeríio 2.8

Solução

y : (γ → β) → β

y : (γ → β) → β x : γ → β
(appl)

z : _ ⊢ yx : β
(abst)

λz : _.yx : _ → β
(appl)

y : (γ → β) → β ⊢ y(λz : _.yx) : β
(abst)

x : γ → β ⊢ λy : (γ → β) → β.y(λz : _.yx) : ((γ → β) → β) → β
(abst)

∅ ⊢ λx : γ → β.λy : (γ → β) → β.y(λz : _.yx) : (γ → β) → ((γ → β) → β) → β

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Tipado 30 de março de 2019 112 / 142



Exeríios

Exeríio 2.8

Solução

y : (γ → β) → β

y : (γ → β) → β x : γ → β
(appl)

z : γ ⊢ yx : β
(abst)

λz : γ .yx : γ → β
(appl)

y : (γ → β) → β ⊢ y(λz : γ .yx) : β
(abst)

x : γ → β ⊢ λy : (γ → β) → β.y(λz : γ .yx) : ((γ → β) → β) → β
(abst)

∅ ⊢ λx : γ → β.λy : (γ → β) → β.y(λz : γ .yx) : (γ → β) → ((γ → β) → β) → β
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Exeríios

Exeríio 2.9

Prove que os seguintes julgamentos são legais:

(a) x : δ → δ → α, y : γ → α, z : α → β ⊢ λu : δ.λv : γ.z(yv) : δ → γ →
β

(b) x : δ → δ → α, y : γ → α, z : α → β ⊢ λu : δ.λv : γ.z(xuu) : δ →
γ → β
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Exeríios

Exeríio 2.9

Solução

(a) x : δ → δ → α, y : γ → α, z : α → β ⊢ λu : δ.λv : γ.z(yv) : δ → γ →
β

z : _
y : _ v : _

(appl) yv : _
(appl)

v : _ ⊢ z(yv) : _
(abst)

u : _ ⊢ λv : _.z(yv) : _
(abst)

⊢ λu : _.λv : _.z(yv) : _
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Exeríios

Exeríio 2.9

Solução

(a) x : δ → δ → α, y : γ → α, z : α → β ⊢ λu : δ.λv : γ.z(yv) : δ → γ →
β

z : α → β
y : γ → α v : γ

(appl) yv : α
(appl)

v : γ ⊢ z(yv) : β
(abst)

u : δ ⊢ λv : γ.z(yv) : γ → β
(abst)

y : γ → α, z : α → β ⊢ λu : δ.λv : γ.z(yv) : δ → γ → β
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Exeríios

Exeríio 2.9

Solução

(b) x : δ → δ → α, y : γ → α, z : α → β ⊢ λu : δ.λv : γ.z(xuu) : δ →
γ → β

z : _

x : _ u : _
(appl) xu : _ u : _

(appl) xuu : _
(appl)

v : _ ⊢ z(xuu) : _
(abst)

u : _ ⊢ λv : _.z(xuu) : _
(abst)

⊢ λu : _.λv : _.z(xuu) : _
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Exeríios

Exeríio 2.9

Solução

(b) x : δ → δ → α, y : γ → α, z : α → β ⊢ λu : δ.λv : γ.z(xuu) : δ →
γ → β

z : α → β

x : δ → δ → α u : δ
(appl)

xu : δ → α u : δ
(appl) xuu : α

(appl)
v : γ ⊢ z(xuu) : β

(abst)
u : δ ⊢ λv : γ.z(xuu) : γ → β

(abst)
x : δ → δ → α, z : α → β ⊢ λu : δ.λv : γ.z(xuu) : δ → γ → β
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Exeríios

Exeríio 2.10

Prove que os seguintes termos são legais:

(a) xz(yz)

(b) λx : (α → β) → β.x(yz)

() λy : α.λz : β → γ.z(xyy)

(d) λx : α → β.y(xz)z
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Exeríios

Exeríio 2.10

Solução

(a) xz(yz)

x : _ z : _
(appl)

(xz) : _

y : _ z : _
(appl)

(yz) : _
(appl)

(xz)(yz) : _
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Exeríios

Exeríio 2.10

Solução

(a) xz(yz)

x : α → (β → γ) z : α
(appl)

(xz) : β → γ

y : α → β z : α
(appl)

(yz) : β
(appl)

(xz)(yz) : γ

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Tipado 30 de março de 2019 121 / 142



Exeríios

Exeríio 2.10

Solução

(b) λx : (α → β) → β.x(yz)

x : (α → β) → β

y : _ z : _
(appl)

(yz) : _
(appl)

x : (α → β) → β ⊢ x(yz) : _
(abst)

y : _, z : _ ⊢ λx : (α → β) → β.x(yz) : _
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Exeríios

Exeríio 2.10

Solução

(b) λx : (α → β) → β.x(yz)

x : (α → β) → β

y : γ → α → β z : γ
(appl)

(yz) : α → β
(appl)

x : (α → β) → β ⊢ x(yz) : β
(abst)

y : γ → α → β, z : γ ⊢ λx : (α → β) → β.x(yz) : ((α → β) → β) → β
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Exeríios

Exeríio 2.10

Solução

() λy : α.λz : β → γ.z(xyy)

z : β → γ

x : _ y : α
(appl) xy : _ y : α

(appl) xyy : _
(appl)

z : β → γ ⊢ z(xyy) : _
(abst)

y : α ⊢ λz : β → γ.z(xyy) : _
(abst)

x : _ ⊢ λy : α.λz : β → γ.z(xyy) : _
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Exeríios

Exeríio 2.10

Solução

() λy : α.λz : β → γ.z(xyy)

z : β → γ

x : α → α → β y : α
(appl)

xy : α → β y : α
(appl)

xyy : β
(appl)

z : β → γ ⊢ z(xyy) : γ
(abst)

y : α ⊢ λz : β → γ.z(xyy) : (β → γ) → γ
(abst)

x : α → α → β ⊢ λy : α.λz : β → γ.z(xyy) : α → (β → γ) → γ
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Exeríios

Exeríio 2.10

Solução

(d) λx : α → β.y(xz)z

y : _
x : α → β z : _

(appl) xz : _
(appl)

y(xz) : _ z : _
(appl)

x : α → β ⊢ y(xz)z : _
(abst)

y : _, z : _ ⊢ λx : α → β.y(xz)z : _
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Exeríios

Exeríio 2.10

Solução

(d) λx : α → β.y(xz)z

y : β → α → γ

x : α → β z : α
(appl)

xz : β
(appl)

y(xz) : α → γ z : α
(appl)

x : α → β ⊢ y(xz)z : γ
(abst)

y : β → α → γ, z : α ⊢ λx : α → β.y(xz)z : (α → β) → γ
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Exeríios

Exeríio 2.11

Obtenha um termo para ada um dos seguintes tipos, onsiderando o

ontexto vazio:

(a) (α → α → γ) → α → β → γ

(b) ((α → γ) → α) → (α → γ) → β → γ
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Exeríios

Exeríio 2.11

Solução

(a) (α → α → γ) → α → β → γ

z : β ⊢ _ : γ
(abst)

y : α ⊢ λz : β._ : β → γ
(abst)

x : α → α → γ ⊢ λy : α.λz : β._ : α → β → γ
(abst)

λx : α → α → γ.λy : α.λz : β._ : (α → α → γ) → α → β → γ
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Exeríios

Exeríio 2.11

Solução

(a) (α → α → γ) → α → β → γ

x : α → α → γ y : α
(appl) xy : α → γ y : α

(appl)
z : β ⊢ xyy : γ

(abst)
y : α ⊢ λz : β.xyy : β → γ

(abst)
x : α → α → γ ⊢ λy : α.λz : β.xyy : α → β → γ

(abst)
λx : α → α → γ.λy : α.λz : β.xyy : (α → α → γ) → α → β → γ
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Exeríios

Exeríio 2.11

Solução

(b) ((α → γ) → α) → (α → γ) → β → γ

z : β ⊢ _ : γ
(abst)

y : α → γ ⊢ λz : β._ : (α → γ) → β → γ
(abst)

x : (α → γ) → α ⊢ λy : α → γ.λz : β._ : (α → γ) → β → γ
(abst)

λx : (α → γ) → α.λy : α → γ.λz : β._ : ((α → γ) → α) → (α → γ) → β → γ
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Exeríios

Exeríio 2.11

Solução

(b) ((α → γ) → α) → (α → γ) → β → γ

y : α → γ

x : (α → γ) → α y : α → γ
(appl) xy : α

(appl)
z : β ⊢ y(xy) : γ

(abst)
y : α → γ ⊢ λz : β.y(xy) : β → γ

(abst)
x : (α → γ) → α ⊢ λy : α → γ.λz : β.y(xy) : (α → γ) → β → γ

(abst)
λx : (α → γ) → α.λy : α → γ.λz : β.y(xy) : ((α → γ) → α) → (α → γ) → β → γ
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Exeríios

Observação

Nos exeríios 2.12, 2.13 () e 2.14 (a seguir) é usada a seguinte

estratégia:

◮
Se existe um termo M do tipo β,

◮
Então sempre existe um termo N do tipo α → β, para qualquer tipo

α.

Basta fazer N ≡ λm : α.M . Note que N : α → β.

Em outras palavras,

◮
Se o tipo β é habitado,

◮
Então o tipo α → β também é habitado, para qualquer α.

Novamente, pereba-se a similaridade om o operador lógio impliação

(⇒): se a onlusão é verdadeira, então a impliação também é verdadeira,

não importando a hipótese.

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Tipado 30 de março de 2019 133 / 142



Exeríios

Exeríio 2.12

Construa um termo de ada um dos seguintes tipos:

(a) ((α → β) → α) → (α → α → β) → α

(b) ((α → β) → α) → (α → α → β) → β
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Exeríios

Exeríio 2.12

Solução

(a) τ ≡ ((α → β) → α) → (α → α → β) → α

Sejam:

◮ x : (α → β) → α e

◮ y : α → α → β.

Então:

λx : (α → β) → α.λy : α → α → β.x(λm : α.ymm) : τ

Note que:

◮ ymm : β,

◮ λm : α.ymm : α → β e

◮ x(λm : α.ymm) : α.
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Exeríios

Exeríio 2.12

Solução

(b) ((α → β) → α) → (α → α → β) → β

Sejam:

◮ x : (α → β) → α e

◮ y : α → α → β.

Então:

λx : (α → β) → α.λy : α → α → β.y(x(λm : α.ymm))(x(λm : α.ymm)) : τ

Note que:

◮ ymm : β,

◮ λm : α.ymm : α → β,

◮ x(λm : α.ymm) : α,

◮ y(x(λm : α.ymm)) : α → β e

◮ y(x(λm : α.ymm))(x(λm : α.ymm)) : β.
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Exeríios

Exeríio 2.13

Obtenha um termo do tipo τ no ontexto Γ para de ada um dos seguintes

asos:

(a) τ ≡ (α → β) → α → γ,Γ ≡ x : α → β → γ

(b) τ ≡ α → (α → β) → γ,Γ ≡ x : α → β → α → γ

() τ ≡ (α → γ) → (β → α) → γ,Γ ≡ x : (β → γ) → γ
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Exeríios

Exeríio 2.13

Solução

(a) τ ≡ (α → β) → α → γ,Γ ≡ x : α → β → γ

Sejam:

◮ y : α → β e

◮ z : α.

Então:

Γ ⊢ λy : α → β.λz : α.xy : τ
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Exeríios

Exeríio 2.13

Solução

(b) τ ≡ α → (α → β) → γ,Γ ≡ x : α → β → α → γ

Sejam:

◮ y : α e

◮ z : α → β.

Então:

Γ ⊢ λy : α.λz : α → β.(xy)(zy)y : τ
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Exeríios

Exeríio 2.13

Solução

() τ ≡ (α → γ) → (β → α) → γ,Γ ≡ x : (β → γ) → γ

Sejam:

◮ y : α,

◮ z : γ e

◮ w : β → α.

Então:

Γ ⊢ λy : α.λz : γ.λw : β → α.x(λm : β.z) : τ
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Exeríios

Exeríio 2.14

Obtenha um termo do tipo:

τ ≡ α → β → γ

no ontexto:

Γ ≡ x : (γ → β) → α → γ

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Tipado 30 de março de 2019 141 / 142



Exeríios

Exeríio 2.14

Solução

◮ τ ≡ α → β → γ,Γ ≡ x : (γ → β) → α → γ

Sejam:

◮ y : α,

◮ z : β.

Então:

Γ ⊢ λy : α.λz : β.x(λm : γ.z)y : τ
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