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Introdução

Caraterístias

Sistema formal para representação de omputações.

◮
Baseado na de�nição e apliação de funções;

◮
Funções são an�nimas (não estão assoiadas à identi�adores);

◮
Funções são tratadas omo objetos de ordem mais elevada, podendo

ser passados omo argumentos e retornados de outras funções;

◮
Simpliidade: possui apenas dois �omandos�;

◮
Permite a ombinação de operadores e funções básias na geração de

operadores mais omplexos;
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Introdução

Caraterístias

◮
Modelo alternativo para a representação de omputações (usando

funções no lugar de máquinas);

◮
Equivalente à Maquina de Turing;

◮
Mesmo na versão pura (sem onstantes), permite a representação de

uma ampla gama de operações e tipos de dados, entre números

inteiros e variáveis lógias;

◮
Versões não-tipada e tipada.
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Introdução

História

◮
Alonzo Churh, 1903-1995, Estados Unidos;

◮
Inventou o Cálulo Lambda na déada de 1930;

◮
Resultado das suas investigações aera dos fundamentos da

matemátia;

◮
Pretendia formalizar a matemátia através da noção de funções ao

invés da teoria de onjuntos;

◮
Apesar de não onseguir suesso, seu trabalho teve grande impato

em outras áreas, espeialmente na omputação.
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Introdução

Apliações

Modelo matemátio para:

◮
Teoria, espei�ação e implementação de linguagens de programação

baseadas em funções, espeialmente as linguagens funionais;

◮
Veri�ação de programas;

◮
Representação de funções omputáveis;

◮
Teoria da Computabilidade;

◮
Teoria de Tipos;

◮
Teoria das Provas;

◮
Assistentes interativos de provas (ex: Coq).

Foi usado na demonstração da indeidibilidade de diversos problemas da

matemátia, antes mesmo dos formalismos baseados em máquinas.
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Introdução

Motivação

Considere a expressão x− y. Ela pode ser formalizada, na notação

matemátia usual, através de funções om um únio parâmetro:

◮ f(x) = x− y, ou

◮ g(y) = x− y.

ou, ainda:

◮ f : x 7→ x− y, ou

◮ g : y 7→ x− y.

Por exemplo:

◮ f(0) = 0− y, ou

◮ f(1) = 1− y.
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Introdução

Motivação

Representação dessas funções na linguagem lambda:

◮ f = λx.x− y, ou

◮ g = λy.x− y.

A apliação da função a um argumento é representada pela justaposição da

função ao argumento:

◮ (λx.x− y)(0) = 0− y, ou

◮ (λx.x− y)(1) = 1− y.
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Introdução

Motivação

Funções om múltiplos parâmetros:

◮ h(x, y) = x− y, ou

◮ k(y, x) = x− y.

Podem ser representadas na linguagem lambda omo:

◮ h = λxy.x− y, ou

◮ k = λyx.x− y.
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Introdução

Motivação

Tais funções, no entanto, podem também ser representadas omo funções

que retornam outras funções omo valores:

h∗ = λx.(λy.(x− y))

De fato, para ada a temos:

h∗(a) = (λx.(λy.(x− y))(a) = λy.(a− y)

Para ada par a e b temos:

(h∗(a))(b) = ((λx.(λy.(x− y))(a))(b) = (λy.(a− y))(b) = a− b = h(a, b)

Portanto h∗ representa h e, de forma geral, todas as funções om múltiplos

parâmetros podem ser representadas através da ombinação de funções

om um únio parâmetro.
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Introdução

Funções omputáveis

No Cálulo Lambda, diz-se que uma função F : N → N é omputável se e

somente se existir uma expressão-lambda f tal que:

∀x, y ∈ N, F (x) = y ⇔ fx =β y

(=β é hamada �igualdade beta�, serve para estabeleer a equivalênia

entre termos de uma equação envolvendo termos lambda e será introduzida

mais adiante)

Trata-se apenas de uma das formas possíveis de se de�nir omputabilidade,

omo é o aso da Máquina de Turing, de outras máquinas, e das funções

reursivas. A equivalênia desses formalismos foi demonstrada.
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Linguagem lambda

De�nição

Um λ-termo (também hamado de expressão lambda) é de�nido de forma

indutiva sobre um onjunto de identi�adores {x, y, z, u, v...} que

representam variáveis:

◮
Uma variável (também hamada �átomo�) é um λ-termo;

◮
Apliação: se M e N são λ-termos, então (MN) é um λ-termo;

representa a apliação de M a N ;

◮
Abstração: se M é um λ-termo e x é uma variável, então (λx.M) é
um λ-termo; representa a função que retorna M om o parâmetro x;

A linguagem lambda é omposta por todos os λ-termos que podem ser

onstruídos sobre um erto onjunto de identi�adores; trata-se de uma

linguagem om apenas dois operadores ou �omandos�: apliação de função

à argumentos (hamada de função) e abstração (de�nição de função).
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Linguagem lambda

Gramátia

V → u | v |x | y | z |w | ...

T → V

T → (TT )

T → (λV.T )
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Linguagem lambda

Exemplos

São exemplos de λ-termos:

◮ x

◮ (xy)

◮ (λx.(xy))

◮ ((λy.y)(λx.(xy)))

◮ (x(λx.(λx.x)))

◮ (λx.(yz))
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Linguagem lambda

Assoiatividade e preedênia

Para reduzir a quantidade de parênteses, modi�amos a gramátia:

V → u | v |x | y | z |w | ...

T → V

T → TT

T → λV.T

que assim se torna ambígüa. Por exemplo, onsidere o termo λx.xx. Este
termo representa ((λx.x)x) ou (λx.(xx))?
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Linguagem lambda

Assoiatividade e preedênia

Para reduzir a quantidade de parênteses e evitar ambigüidades, são usadas

as seguintes onvenções:

◮
Apliações tem prioridade sobre abstrações;

◮
Apliações são assoiativas à esquerda;

◮
Abstrações são assoiativas à direita.

Por exemplo:

◮ λx.PQ denota (λx.(PQ)) � e não ((λx.P )Q);

◮ MNPQ denota (((MN)P )Q) � e não (M(N(PQ)));

◮ λxyz.M denota (λx.(λy.(λz.M)))

O símbolo ≡ é usado para denotar a equivalênia sintátia de λ-termos.
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Linguagem lambda

Exemplos

◮ xyz(yx) ≡ (((xy)z)(yx))

◮ λx.(uxy) ≡ (λx.((ux)y))

◮ λu.u(λx.y) ≡ (λu.(u(λx.y)))

◮ (λu.vuu)zy ≡ (((λu.((vu)u))z)y)

◮ ux(yz)(λv.vy) ≡ (((ux)(yz))(λv.(vy)))

◮ (λxyz.xz(yz))uvw ≡ (λx.(λy.(λz.((xz)(yz)))))u)v)w)
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Linguagem lambda

Comprimento

O �omprimento� de um λ-termo M � lgh(M) � é o número total de

oorrênias de átomos em M .

◮
Para todo átomo a, lgh(a) = 1;

◮ lgh(MN) = lgh(M) + lgh(N);

◮ lgh(λx.M) = 1 + lgh(M)

Se M ≡ x(λy.yux) então lgh(M) = 5.
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Linguagem lambda

Oorrênia

Sejam P e Q dois λ-termos. A relação P �oorre� em Q (ou ainda, P está

ontido em Q, Q ontém P ou P é subtermo de Q) é de�nida de forma

indutiva:

◮ P oorre em P ;

◮
Se P oorre em M ou em N , então P oorre em (MN);

◮
Se P oorre em M ou P ≡ x então P oorre em (λx.M).

No termo ((xy)(λx.(xy))) existem duas oorrênias de (xy) e três de x.
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Linguagem lambda

Exemplos

◮
As oorrênias de xy em λxy.xy são λxy.xy ≡ (λx.(λy.( xy

︸︷︷︸
))).

◮
As oorrênias de uv em x(uv)(λu.v( uv

︸︷︷︸
))uv são

((((x(uv))(λu.(v( uv
︸︷︷︸

))))u)v).

◮
O termo λu.u não oorre em λu.uv pois λu.uv ≡ (λu.(uv)).
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Linguagem lambda

Esopo

Para uma partiular oorrênia de λx.M em P , a oorrênia de M é

hamada de �esopo� da oorrênia de λx à esquerda.

Exemplo: seja

P ≡ (λy.yx(λx.y(λy.z)x))vw

◮
O esopo do λy mais à esquerda é yx(λx.y(λy.z)x);

◮
O esopo do λx é y(λy.z)x;

◮
O esopo do λy mais à direita é z.
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Linguagem lambda

Variáveis livres e ligadas

A oorrênia de uma variável x em um termo P é dita:

◮
�Ligada� se ela está no esopo de um λx em P ;

◮
�Ligada e ligadora� se e somente se ela é o x em λx;

◮
�Livre� aso ontrário.
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Linguagem lambda

Variáveis livres e ligadas

◮
Se x tem pelo menos uma oorrênia ligadora em P , x é hamada de

�variável ligada� de P ;

◮
Se x tem pelo menos uma oorrênia livre em P , x é hamada

�variável livre� de P ;

◮
O onjunto de todas as variáveis livres de P é denotado FV (P );

◮
Um termo que não ontém variáveis livres é hamado �fehado�.
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Linguagem lambda

Variáveis livres e ligadas

Para determinar FV (P ):

◮ FV (σ) = {σ} se σ é variável;

◮ FV (σ) = ∅ se σ é onstante;

◮ FV ((MN)) = FV (M) ∪ FV (N);

◮ FV ((λx.M)) = FV (M)− {x}.
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Linguagem lambda

Exemplo

Considere o termo xv(λyz.yv))))w) ≡

(((xv)(λy.(λz.(yv))))w)

◮
O x mais à esquerda é livre;

◮
O v mais à esquerda é livre;

◮
O y mais à esquerda é ligado e ligador;

◮
O únio z é ligado e ligador;

◮
O y mais à direita é ligado mas não é ligador;

◮
O v mais à direita é livre;

◮
O únio w é livre.
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Linguagem lambda

Exemplo

Considere o termo P ≡

(λy.yx(λx.y(λy.z)x))vw

◮
Todos os quatro y são ligados;

◮
Os y mais à esquerda e mais à direita são ligadores;

◮
O x mais à esquerda é livre;

◮
O x entral é ligado e ligador;

◮
O x mais à direita é ligado mas não ligador;

◮ z, v e w são livres.

◮
Logo, FV (P ) = {x, z, v, w}; x, nesse aso, é uma variável ligada e

também livre de P .
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Substituições

De�nição

Para todo M,N, x, [N/x]M é de�nido omo o resultado da substituição

de toda oorrênia livre de x em M por N , juntamente om a mudança de

variáveis ligadas aso isso seja neessário para evitar olisões.

a. [N/x]x ≡ N ;

b. [N/x]a ≡ a, para todo átomo a 6≡ x;

. [N/x](PQ) ≡ ([N/x]P [N/x]Q);

d. [N/x](λx.P ) ≡ λx.P ;

e. [N/x](λy.P ) ≡ λy.P , se x /∈ FV (P );

f. [N/x](λy.P ) ≡ λy.[N/x]P , se x ∈ FV (P ) e y /∈ FV (N);

g. [N/x](λy.P ) ≡ λz.[N/x][z/y]P , se x ∈ FV (P ) e y ∈ FV (N).

Nos asos (e)-(g), y 6≡ x; no aso (g), z é a primeira variável /∈ FV (NP ).
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Substituições

Substituição de variável ligada

Considere (i) λy.x e (ii) λw.x. Trata-se da mesma função (função

onstante que retorna x), porém om diferentes argumentos.

i. Suponha [w/x](λy.x). Então, [w/x](λy.x) ≡ λy.w, pela apliação da

regra (f), pois x ∈ FV (x) e y /∈ FV (w);

ii. Suponha [w/x](λw.x). Se a substituição fosse feita também pela

regra (f), então [w/x](λw.x) ≡ λw.w. Mas λw.w é a função

identidade, e não a função onstante. Para evitar esse problema, a

apliação da regra (g) produz

[w/x](λw.x) ≡ λz.[w/x][z/w]x ≡ λz.[w/x]x ≡ λz.w, e nesse aso

obtemos a mesma função onstante. Observe que, nesse aso,

x ∈ FV (x) e w ∈ FV (w).
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Substituições

Exeríios

Avaliar as seguintes substituições onforme as regras anteriormente

apresentadas:

◮ [(uv)/x](λx.zy)

◮ [(λy.xy)/x](λy.x(λx.x))

◮ [(uv)/x](λy.x(λw.vwx))

◮ [(λy.vy)/x](y(λv.xv))

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Não-Tipado 5 de dezembro de 2018 30 / 116



Substituições

Soluções dos exeríios

[(uv)/x](λx.zy)

◮
Apliação da regra (d): λx.zy
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Substituições

Soluções dos exeríios

[(λy.xy)/x](λy.x(λx.x))

◮
Reesrita om todos os parênteses: [(λy.(xy))/x](λy.(x(λx.x)))

◮
Apliação da regra (f), pois x ∈ FV (x(λx.x)) e y /∈ FV (λy.(xy)):
λy.([λy.(xy)/x](x(λx.x)))

◮
Apliação da regra (): λy.([λy.(xy)/x]x)([λy.(xy)/x](λx.x))

◮
Apliação da regra (a): λy.(λy.(xy))([λy.(xy)/x](λx.x))

◮
Apliação da regra (e), pois x /∈ FV (x): λy.((λy.(xy))(λx.x))

◮
Remoção dos parênteses desneessários: λy.(λy.xy)(λx.x)
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Substituições

Soluções dos exeríios

[uv/x](λy.x(λw.vwx))

◮
Reesrita om todos os parênteses: [uv/x](λy.(x(λw.((vw)x))))

◮
Apliação da regra (f), pois x ∈ FV (x(λw.((vw)x))) e y /∈ FV (uv):
λy.([uv/x](x(λw.((vw)x))))

◮
Apliação da regra (): λy.([uv/x]x)([uv/x](λw.((vw)x)))

◮
Apliação da regra (a): λy.(uv[uv/x](λw.((vw)x)))

◮
Apliação da regra (f), pois x ∈ FV (λw.((vw)x)) e w /∈ FV (uv):
λy.(uv(λw.([uv/x]((vw)x))))

◮
Apliação da regra (): λy.(uv(λw.([uv/x](vw)[uv/x]x)))

◮
Apliação da regra (b): λy.(uv(λw.(vw[uv/x]x)))

◮
Apliação da regra (a): λy.(uv(λw.(vw)(uv)))

◮
Remoção dos parênteses desneessários: λy.uv(λw.vw(uv))
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Substituições

Soluções dos exeríios

[λy.vy/x](y(λv.xv))

◮
Apliação da regra (): ([λy.vy/x]y)([λy.vy/x](λv.xv))

◮
Apliação da regra (b): y([λy.vy/x](λv.xv))

◮
Apliação da regra (g), pois x ∈ FV (xv) e v ∈ FV (λy.vy):
y(λz.[λy.vy/x][z/v](xv))

◮
Apliação da regra (): y(λz.[λy.vy/x](([z/v]x)([z/v]v)))

◮
Apliação da regra (b): y(λz.[λy.vy/x](x([z/v]v)))

◮
Apliação da regra (a): y(λz.[λy.vy/x](xz))

◮
Apliação da regra (): y(λz.(([λy.vy/x]x)([λy.vy/x]z)))

◮
Apliação da regra (a): y(λz.((λy.vy)([λy.vy/x]z)))

◮
Apliação da regra (b): y(λz.((λy.vy)z))

◮
Remoção dos parênteses desneessários: y(λz.(λy.vy)z)
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Substituições

Conversão-α

Seja P um termo que ontém uma oorrênia de λx.M e suponha que

y /∈ FV (M). A substituição de:

λx.M por λy.[y/x]M

é hamada troa de variável livre ou ainda onversão-α em P . Se P pode

ser transformado em Q por meio de uma série �nita de onversões-α,
diz-se que P e Q são ongruentes ou então que P é α-onversível para Q,

denotado:

P ≡α Q.
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Substituições

Exemplo de onversão-α

λxy.x(xy) ≡ λx.(λy.x(xy))

≡α λx.(λv.x(xv))

≡α λu.(λv.u(uv))

≡ λuv.u(uv))

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Não-Tipado 5 de dezembro de 2018 36 / 116



Substituições

Propriedades da onversão-α

Para todos P,Q e R:

◮
(re�exividade) P ≡α P ;

◮
(transitividade) P ≡α Q,Q ≡α R ⇒ P ≡α R;

◮
(simetria) P ≡α Q ⇒ Q ≡α P .
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Redução-β

De�nição

Um termo da forma:

(λx.M)N

é hamado β-redex, e o termo orrespondente:

[N/x]M

é hamado o seu ontratum. Se um termo P ontém uma oorrênia de

(λx.M)N e a mesma é substituída por [N/x]M , gerando P ′
, diz-se que

que oorrênia redex em P foi ontraída e que P β-ontrai para P ′
,

denotado:

P ⊲1β P ′.
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Redução-β

De�nição

Se um termo P pode ser onvertido em um termo Q através de um

número �nito de reduções-β e onversões-α, diz-se que P β-reduz para Q,

denotado:

P ⊲β Q.
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Redução-β

Exemplos

(λx.x(xy))N ⊲1β N(Ny)

(λx.y)N ⊲1β y
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Redução-β

Exemplos

(λx.(λy.yx)z)v ⊲1β [v/x]((λy.yx)z) ≡ (λy.yv)z

⊲1β [z/y](yv) ≡ zv
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Redução-β

Exemplos

(λx.xx)(λx.xx) ⊲1β [(λx.xx)/x](xx) ≡ (λx.xx)(λx.xx)

⊲1β [(λx.xx)/x](xx) ≡ (λx.xx)(λx.xx)

⊲1β [(λx.xx)/x](xx) ≡ (λx.xx)(λx.xx)

⊲1β [(λx.xx)/x](xx) ≡ (λx.xx)(λx.xx)

etc.
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Redução-β

Exemplos

(λx.xxy)(λx.xxy) ⊲1β (λx.xxy)(λx.xxy)y

⊲1β (λx.xxy)(λx.xxy)yy

⊲1β (λx.xxy)(λx.xxy)yyy

⊲1β (λx.xxy)(λx.xxy)yyyy

etc.
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Redução-β

Forma normal

◮
Um termo Q que não possui nenhuma redução-β é hamado de forma

normal-β;

◮
Se um termo P reduz-β para um termo Q na forma normal-β, então
diz-se que Q é uma formal normal-β de P .
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Redução-β

Exemplos

◮ (λx.(λy.yx)z)v tem omo forma normal-β zv;

◮ L ≡ (λx.xxy)(λx.xxy) ⊲1β Ly ⊲1β Lyy ⊲1β ... não tem forma

normal-β pois trata-se de uma seqüênia in�nita e não existe outra

forma de reduzir-β a expressão;

◮ P ≡ (λu.v)L possui as seguintes reduções:

◮ P ≡ (λu.v)L ⊲1β [L/u]v ≡ v;
◮ P ⊲1β (λu.v)(Ly) ⊲1β (λu.v)(Lyy) ⊲1β ...

Portanto, P tem forma normal-β e também uma seqüênia in�nita de

reduções.

◮ (λx.xx)(λx.xx), também onheido omo Ω, não possui forma

normal-β, pois ele reduz sempre para si mesmo e não há outra redução

possível.
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Redução-β

Interpretação

Expressão lambda:

◮
Representa um programa, um algoritmo, um proedimento para

produzir um resultado;

Redução-β:

◮
Representa uma omputação, a passagem de um estado de um

programa para o estado seguinte, dentro do proesso de geração de

um resultado.

Forma normal:

◮
Representa um resultado de uma omputação, um valor que não é

passível de novas simpli�ações ou elaborações.

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Não-Tipado 5 de dezembro de 2018 46 / 116



Redução-β

Exeríios

Reduzir os seguintes termos para formas normais-β:

◮ (λx.xy)(λu.vuu)

◮ (λxy.yx)uv

◮ (λx.x(x(yz))x)(λu.uv)

◮ (λx.xxy)(λy.yz)

◮ (λxy.xyy)(λu.uyx)

◮ (λxyz.xz(yz))((λxy.yx)u)((λxy.yx)v)w
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Redução-β

Soluções dos exeríios

(λx.xy)(λu.vuu)
︸ ︷︷ ︸

⊲1β [λu.vuu/x](xy) ≡ (λu.vuu)y
︸ ︷︷ ︸

⊲1β [y/u](vuu) ≡ vyy

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Não-Tipado 5 de dezembro de 2018 48 / 116



Redução-β

Soluções dos exeríios

(λxy.yx)uv ≡ ((λx.(λy.yx))u)v

((λx.(λy.yx))u
︸ ︷︷ ︸

)v ⊲1β ([u/x](λy.yx))v ≡ (λy.yu)v
︸ ︷︷ ︸

⊲1β [v/y](yu) ≡ vu
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Redução-β

Soluções dos exeríios

(λx.x(x(yz))x)(λu.uv)
︸ ︷︷ ︸

⊲1β [(λu.uv)/x](x(x(yz))x)

≡ (λu.uv)((λu.uv)(yz)
︸ ︷︷ ︸

)(λu.uv)

⊲1β (λu.uv)([(yz)/u](uv))(λu.uv)

≡ (λu.uv)((yz)v)
︸ ︷︷ ︸

(λu.uv)

⊲1β ([((yz)v)/u](uv))(λu.uv)

≡ ((yz)v)v(λu.uv)

≡ yzvv(λu.uv)

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Não-Tipado 5 de dezembro de 2018 50 / 116



Redução-β

Soluções dos exeríios

(λx.xxy)(λy.yz)
︸ ︷︷ ︸

⊲1β [(λy.yz)/x](xxy) ≡ (λy.yz)(λy.yz)
︸ ︷︷ ︸

y

⊲1β [(λy.yz)/y](yz)y ≡ (λy.yz)z
︸ ︷︷ ︸

y

⊲1β ([z/y](yz))y ≡ zzy

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Não-Tipado 5 de dezembro de 2018 51 / 116



Redução-β

Soluções dos exeríios

(λxy.xyy)(λu.uyx) ≡ (λx.(λy.xyy))(λu.uyx)

(λx.(λy.xyy))(λu.uyx)
︸ ︷︷ ︸

⊲1β [(λu.uyx)/x](λy.xyy)

≡ [(λu.uyx)/x](λz.xzz)

≡ λz. (λu.uyx)z
︸ ︷︷ ︸

z

⊲1β λz.([z/u](uyx))z

≡ λz.zyxz

ou ainda:

(λx.(λy.xyy))(λu.uyx)
︸ ︷︷ ︸

≡α (λv.(λw.vww))(λu.uyx)

⊲β λw.wyxw
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Redução-β

Soluções dos exeríios

No aso:

(λxyz.xz(yz))((λxy.yx)u)((λxy.yx)v)w

observar que:

◮ (λxy.yx)u ≡ (λx.(λy.yx))u ⊲1β [u/x](λy.yx) ≡ λy.yu

◮ (λxy.yx)v ⊲1β λy.yv
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Redução-β

Soluções dos exeríios

(λxyz.xz(yz))((λxy.yx)u
︸ ︷︷ ︸

)((λxy.yx)v
︸ ︷︷ ︸

)w ⊲β

(λxyz.xz(yz))(λy.yu)(λy.yv)w ≡

(λx.λy.λz.xz(yz))(λy.yu)
︸ ︷︷ ︸

(λy.yv)w ⊲1β

[(λy.yu)/x](λy.λz.xz(yz))(λy.yv)w ≡

(λy.λz.(λy.yu)z(yz))(λy.yv)
︸ ︷︷ ︸

w ⊲1β

[(λy.yv)/y](λz.(λy.yu)z(yz))w ≡

(λz.(λy.yu)z((λy.yv)z))w
︸ ︷︷ ︸

⊲1β
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Redução-β

Soluções dos exeríios

[w/z]((λy.yu)z((λy.yv)z)) ≡

(λy.yu)w
︸ ︷︷ ︸

((λy.yv)w) ⊲1β

[w/y](yu)((λy.yv)w) ≡

wu((λy.yv)w
︸ ︷︷ ︸

) ⊲1β

wu([w/y](yv)) ≡

wu(wv)
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Redução-β

Teorema de Churh-Rosser para ⊲β

Se P ⊲β M e P ⊲β N , então existe um termo T tal que:

M ⊲β T e N ⊲β T.
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Redução-β

Teorema de Churh-Rosser para ⊲β

A redução-β é on�uente.

Conseqüênias:

◮
Uma omputação no Cálulo Lambda não pode produzir dois ou mais

resultados diferentes;

◮
Duas ou mais reduções de um mesmo termo produzem a mesma forma

normal (o resultado da omputação independe do aminho esolhido).

◮
Exemplo:

P ≡ (λu.v)L reduz para M ≡ v e também para N ≡ (λu.v)(Lyy).
No entanto, tanto M quanto N reduzem para T ≡ v.
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Redução-β

Teorema de Churh-Rosser para ⊲β

Corolário: Se P tem uma forma normal-β, ela é únia módulo ≡α, ou seja,

se P possui formas normais-β M e N , então M ≡α N .

Prova: Suponha que P ⊲β M e P ⊲β N , e que ambos M,N reduzem para

T . Como M e N não possuem redexes e, pelo Teorema de Churh-Rosser,

deve existir um termo T tal que M ⊲β T e M ⊲β T , segue que M ≡α T e

N ≡α T . Como a onversão-α é transitiva, segue que M ≡α N .
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Exeríios

Exeríio 1

Inserir os parênteses e λs faltantes nos seguintes termos-λ abreviados:

1 xx(xxx)x;

2 vw(λxy.vx);

3 (λxy.x)uv;

4 w(λxyz.xz(yz))uv.
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Exeríios

Solução do exeríio 1

1 xx(xxx)x ≡ (((xx)((xx)x))x);

2 vw(λxy.vx) ≡ ((vw)(λx.(λy.(vx))));

3 (λxy.x)uv ≡ (((λx.(λy.x))u)v);

4 w(λxyz.xz(yz))uv ≡ (((w(λx.(λy.(λz.((xz)(yz))))))u)v).

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Não-Tipado 5 de dezembro de 2018 60 / 116



Exeríios

Exeríio 2

Marar todas as oorrênias de xy nos seguintes termos:

1 (λxy.xy)xy;

2 (λxy.xy)(xy);

3 λxy.xy(xy).
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Exeríios

Solução do exeríio 2

1 (λxy.xy)xy ≡ (((λx.(λy.(xy)))x)y);

2 (λxy.xy)(xy) ≡ ((λx.(λy.(xy)))(xy));

3 λxy.xy(xy) ≡ (λx.(λy.((xy)(xy)))).
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Exeríios

Exeríio 3

Indiar os termos dos exeríios 1 e 2 que ontêm algum dos seguintes

subtermos:

1 λy.xy;

2 y(xy);

3 λxy.x.
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Exeríios

Solução do exeríio 3

1 λy.xy:
(2.1): (((λx.((λy.(xy))))x)y);
(2.2): ((λx.((λy.(xy))))(xy)).

2 y(xy):
Nenhuma oorrênia.

3 λxy.x ≡ λx.(λy.x):
(1.3): ((((λx.(λy.x)))u)v).
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Exeríios

Exeríio 4

Avaliar as seguintes substituições:

1 [vw/x](x(λy.yx));

2 [vw/x](x(λx.yx));

3 [ux/x](x(λy.yx));

4 [uy/x](x(λy.yx)).
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Exeríios

Solução do exeríio 4

1 [vw/x](x(λy.yx)) ≡ ([vw/x]x[vw/x](λy.yx)) ≡
((vw)[vw/x](λy.yx)) ≡ ((vw)(λy.[vw/x](yx))) ≡
((vw)(λy.([vw/x]y[vw/x]x))) ≡ ((vw)(λy.(y(vw))));

2 [vw/x](x(λx.yx)) ≡ ([vw/x]x[vw/x](λx.yx)) ≡
(vw[vw/x](λx.yx)) ≡ (vw(λx.yx));

3 [ux/x](x(λy.yx)) ≡ ([ux/x]x[ux/x](λy.yx)) ≡
((ux)[ux/x](λy.yx)) ≡ ((ux)(λy.[ux/x](yx))) ≡
((ux)(λy.([ux/x]y[ux/x]x))) ≡ ((ux)(λy.(y[ux/x]x))) ≡
((ux)(λy.(y(ux))));

4 [uy/x](x(λy.yx)) ≡ ([uy/x]x[uy/x](λy.yx)) ≡
((uy)[uy/x](λy.yx)) ≡ ((uy)(λz.[uy/x][z/y](yx))) ≡
((uy)(λz.[uy/x]([z/y]y[z/y]x))) ≡ ((uy)(λz.[uy/x](z[z/y]x))) ≡
((uy)(λz.[uy/x](zx))) ≡ ((uy)(λz.([uy/x]z[uy/x]x))) ≡
((uy)(λz.(z[uy/x]x))) ≡ ((uy)(λz.(z(uy)))).
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Exeríios

Exeríio 5

Reduzir os seguintes termos para formas normais-β:

1 (λxy.xyy)uv;

2 (λxy.yx)(uv)zw;

3 (λxy.x)(λu.u);

4 (λxyz.xz(yz))(λuv.u).
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Exeríios

Solução do exeríio 5

1. (λxy.xyy)uv ≡
(((λx.(λy.((xy)y)))u)v) ⊲1β

(([u/x](λy.((xy)y)))v) ≡
(((λy.((uy)y)))v) ⊲1β

([v/y]((uy)y)) ≡
(((uv)v))
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Exeríios

Solução do exeríio 5

2. (λxy.yx)(uv)zw ≡
((((λx.(λy.(yx)))(uv))z)w) ⊲1β

((([uv/x](λy.(yx)))z)w) ≡
((((λy.[uv/x](yx)))z)w) ≡
((((λy.([uv/x]y[uv/x]x)))z)w) ≡
((((λy.(y[uv/x]x)))z)w) ≡
((((λy.(y(uv))))z)w) ⊲1β

(([z/y](y(uv)))w) ≡
((([z/y]y[z/y](uv)))w) ≡
(((z[z/y](uv)))w) ≡
(((z([z/y]u[z/y]v)))w) ≡
(((z(u[z/y]v)))w) ≡
(((z(uv)))w)
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Exeríios

Solução do exeríio 5

3. (λxy.x)(λu.u) ≡
(λx.(λy.x))(λu.u) ⊲1β

[((λu.u))/x](λy.x) ≡
(λy.[((λu.u))/x]x) ≡
(λy.(λu.u))
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Exeríios

Solução do exeríio 5

4. (λxyz.xz(yz))(λuv.u) ≡
(λx.(λy.(λz.((xz)(yz)))))(λu.(λv.u)) ⊲1β

[((λu.(λv.u))/x](λy.(λz.((xz)(yz)))) ≡
λy.[(λu.(λv.u))/x](λz.((xz)(yz))) ≡
λy.(λz.[(λu.(λv.u))/x]((xz)(yz))) ≡
λy.(λz.([(λu.(λv.u))/x](xz)[(λu.(λv.u))/x](yz))) ≡
λy.(λz.(((λu.(λv.u))z)[(λu.(λv.u))/x](yz))) ≡
λy.(λz.(((λu.(λv.u))z)(yz))) ⊲1β

λy.(λz.(([z/u](λv.u))(yz))) ≡
λy.(λz.(((λv.[z/u]u))(yz))) ≡
λy.(λz.(((λv.z))(yz))) ⊲1β

λy.(λz.([yz/v]z)) ≡
λy.(λz.(z))
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Numerais de Churh

Sistemas puro e apliado

◮
No Cálulo Lambda �puro� não existe representação para números

inteiros, operações aritmétias, valores ou operadores lógios, entre

outros tipos de dados e operações usualmente enontradas em

linguagens de programação de alto-nível;

◮
No Cálulo Lambda �apliado� admite-se o uso explíito dos mesmos:

λx.x+ 1

(λx.x+ 1)(3) ⊲1β [3/x](x + 1) ≡ 3 + 1 ≡ 4

◮
É possível, no entanto, representar tipos de dados e operadores

quaisquer usando o sistema puro, omo demonstram os asos

apresentados a seguir.

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Não-Tipado 5 de dezembro de 2018 72 / 116



Numerais de Churh

Numerais de Churh

De�nição

Para todo n ∈ N, o �Numeral de Churh� de n, denotado n, é um termo-λ
que representa n:

n := λxy.xny

onde:

xny

é de�nido omo:







xny ≡ x(x(...(x
︸ ︷︷ ︸

n vezes

y)...)) se n ≥ 1

x0y ≡ y
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Exemplos

0 := λxy.y

1 := λxy.xy

2 := λxy.x(xy)

3 := λxy.x(x(xy))

4 := λxy.x(x(x(xy)))

...
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Propriedade

Os Numerais de Churh tem a propriedade de que, para quaisquer termos

F e X,

nFX ⊲β FnX.

Em outras palavras, o numeral de Churh inserido na frente de uma

apliação de uma função ao seu argumento representa a apliação repetida

dessa função o mesmo número de vezes.
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Propriedade

Exemplo:

2FX ≡ (λxy.x(xy))FX

≡ ((λxy.x(xy))F )X

⊲1β [F/x](λy.x(xy))X

≡ (λy.F (Fy))X

⊲1β [X/y]F (Fy)

≡ F (FX)

≡ F 2X
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Suessor

O suessor de um Numeral de Churh pode ser obtido pela apliação da

expressão:

succ := λuxy.x(uxy)

ao respetivo numeral. É fáil provar que:

succ n ⊲β n+ 1.

De fato, basta obervar que:

(λuxy.x(uxy))n ⊲β λxy.x(nxy) ≡ λx.λy.xxny ≡ λx.λy.xn+1y ≡ n+ 1.
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Suessor

Exemplo:

succ 0 ≡ (λuxy.x(uxy))(λxy.y)

⊲1β [(λxy.y)/u](λxy.x(uxy))

≡ (λxy.x((λxy.y)xy)

⊲β (λxy.xy)

≡ 1
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Adição

A adição de dois Numerais de Churh pode ser obtida pela apliação da

expressão:

add := λuvxy.ux(vxy)

aos respetivos operandos. Nesse aso, temos que:

add m n ⊲β m+ n.

De fato, basta observar que:

(λuvxy.ux(vxy))m n ⊲β λxy.mx(nxy) ≡ λxy.mx(xny)

≡ λxy.xm(xny) ≡ λxy.xm+ny ≡ m+ n
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Adição

Exemplo:

add 1 2 ≡ (λuvxy.ux(vxy))(λxy.xy)(λxy.x(xy))

⊲1β ([(λxy.xy)/u](λvxy.ux(vxy)))(λxy.x(xy))

≡ (λvxy.(λxy.xy)x(vxy))(λxy.x(xy))

⊲β (λvxy.x(vxy))(λxy.x(xy))

⊲1β [(λxy.x(xy))/v](λxy.x(vxy))

≡ (λxy.x((λxy.x(xy))xy))

⊲β (λxy.x(x(xy)))

≡ 3
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Multipliação

A multipliação de dois Numerais de Churh pode ser obtida pela apliação

da expressão:

mult := λuvx.u(vx)

aos respetivos operandos. Nesse aso, temos que:

mult m n ⊲β m ∗ n

.
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Multipliação

De fato, temos que:

(λuvx.u(vx)) m n ⊲β λx.m(nx)

≡ λx.m((λy.λz.ynz)x)

⊲β λx.m(λz.xnz)

≡ λx.(λu.λv.umv)(λz.xnz)

⊲β λx.[λz.xnz/u](λv.umv)

≡ λx.λv.(λz.xnz)mv

≡ λx.λv.(λz.xnz)m−1((λz.xnz)v)
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Multipliação

Continuação:

λx.λv.(λz.xnz)m−1((λz.xnz)v) ⊲β λx.λv.(λz.xnz)m−1(xnv)

≡ λx.λv.(λz.xnz)m−2((λz.xnz)xnv)

⊲β λx.λv.(λz.xnz)m−2(xn(xnv))

≡ λx.λv.(λz.xnz)m−2(x2∗nv))

⊲β λx.λv.xm∗nv

≡ m ∗ n
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Multipliação

Exemplo:

mult 2 2 ≡ (λuvx.u(vx))2 2

⊲1β ([2/u](λvx.u(vx)))2

≡ (λvx.2(vx)))2

⊲1β [2/v](λx.2(vx))

≡ λx.2(2x)

⊲1β λx.2(λy.x(xy))

⊲1β λx.λy.(λy.x(xy))((λy.x(xy))y

⊲1β λx.λy.(λy.x(xy))(x(xy)

⊲1β λx.λy.x(x(x(xy)))

≡ 4

Marus Ramos (UNIVASF) Cálulo Lambda Não-Tipado 5 de dezembro de 2018 84 / 116



Numerais de Churh

Numerais de Churh

Exponeniação

A exponeniação de dois Numerais de Churh pode ser obtida pela

apliação da expressão:

exp := λuv.vu

aos respetivos operandos. Nesse aso, temos que:

exp m n ⊲β mn.
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Exponeniação

De fato, temos que:

(λuv.vu) m n ⊲β n m

≡ (λx.λy.xny) m

⊲β λy.(m)ny

≡ λy.(m(m(...(m(my)))))

⊲β λy.(m(m(...(m(λw.ymw)))))

⊲β λy.(m(m(...(λw.ym
2

w))))

⊲β λy.(λw.ym
n

w)

≡ mn
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Exponeniação

Exemplo:

exp 2 2 ≡ (λu.λv.vu)2 2

⊲β (λv.v2)2

⊲β 2 2

≡ (λx.λy.x(xy))2

⊲β λy.2(2y)

≡ λy.2((λx.λz.x.(xz))y)

⊲β λy.2(λz.y(yz))

≡ λy.(λx.λw.x(xw))(λz.y(yz))
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Exponeniação

Exemplo (ontinuação):

λy.(λx.λw.x(xw))(λz.y(yz)) ⊲β λy.[λz.y(yz)/x](λw.x(xw))

≡ λy.λw.[λz.y(yz)/x](x(xw))

≡ λy.λw.(λz.y(yz))((λz.y(yz))w)

⊲β λy.λw.(λz.y(yz))(y(yw))

⊲β λy.λw.[y(yw)/z](y(yz))

≡ λy.λw.(y(y(y(yw))))

≡ 4
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Outras operações

◮
Predeessor (n− 1 se n > 0 ou 0 aso ontrário):

pred := λn.λf.λx.n(λg.λh.h(gf))(λu.x)(λu.u)

◮
Subtração (m− n se m ≥ n ou 0 aso ontrário):

sub := λm.λn.(n pred)m
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Expressões ompostas

Através da ombinação das expressões lambda anteriores, é possível

representar expressões aritmétias mais omplexas, omo é o aso de:

(23 + 4) ∗ 5

que é denotada:

mult ( add ( exp 2 3 ) 4 ) 5 ≡

(λuvx.u(vx))
︸ ︷︷ ︸

mult

((λuvxy.ux(vxy))
︸ ︷︷ ︸

add

((λuv.vu)
︸ ︷︷ ︸

exp

2 3)

︸ ︷︷ ︸

23

4)

︸ ︷︷ ︸

23+4

5

︸ ︷︷ ︸

(23+4)∗5

⊲β 60.
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Numerais de Churh

Numerais de Churh

Exeríios

Determinar:

◮ succ 1;

◮ add 2 3;

◮ mult 0 3;

◮ exp 3 2;

◮ pred 2;

◮ sub 3 1;

◮ add (add 1 2)(mult 2 3).
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

De�nição

O Cálulo Lambda puro também permite a representação de valores e

operações lógias:

◮ true := λx.λy.x
(projeção do primeiro argumento);

◮ false := λx.λy.y
(projeção do segundo argumento);

Observar que false ≡ 0.
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

AND

and := λx.λy.xyx

É possível provar que:

and m n ⊲β m and n

De fato:

(λx.λy.xyx) m n ⊲β m n m

◮
Se m = TRUE, então projeta omo resultado o valor de n;

◮
Se m = FALSE, projeta omo resultado o próprio valor de m.
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

AND

Exemplos:

(λx.λy.xyx) true true ⊲β true true
︸︷︷︸

true

⊲β true

(λx.λy.xyx) false true ⊲β false true false
︸ ︷︷ ︸

⊲β false
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

OR

or := λx.λy.xxy

É possível provar que:

or m n ⊲β m or n

De fato:

(λx.λy.xxy) m n ⊲β m m n

◮
Se m = TRUE, então projeta omo resultado o próprio valor de m;

◮
Se m = FALSE, projeta omo resultado o valor de n.
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

OR

Exemplos:

(λx.λy.xxy) true false ⊲β true true
︸︷︷︸

false

⊲β true

(λx.λy.xxy) false true ⊲β false false true
︸︷︷︸

⊲β true
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

NOT

not := λx.λy.λz.xzy

É possível provar que:

not m ⊲β not(m)

De fato:

(λx.λy.λz.xzy) m ⊲β λy.λz.mzy

◮
Se m = TRUE, então λy.λz.mzy ⊲β λy.λz.z ≡ false;

◮
Se m = FALSE, então λy.λz.mzy ⊲β λy.λz.y ≡ true.
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

NOT

Exemplos:

(λx.λy.λz.xzy) true ⊲β λy.λz.(true)zy

⊲β λy.λz.z

≡ false

(λx.λy.λz.xzy) false ⊲β λy.λz.(false)zy

⊲β λy.λz.y

≡ true
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

XOR

xor := λx.λy.λz.λw.x(ywz)(yzw)

É possível provar que:

xor m n ⊲β m xor n
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

XOR

De fato:

(λx.λy.λz.λw.x(ywz)(yzw)) m n ⊲β λz.λw.m(nwz)(nzw)

◮
Se m = TRUE, então λz.λw.m(nwz)(nzw) ⊲β λz.λw.nwz;

◮
Se n = TRUE, então λz.λw.nwz ⊲β λz.λw.w ≡ false;

◮
Se n = FALSE, então λz.λw.nwz ⊲β λz.λw.z ≡ true.

◮
Se m = FALSE, então λz.λw.m(nwz)(nzw) ⊲β λz.λw.nzw;

◮
Se n = TRUE, então λz.λw.nzw ⊲β λz.λw.z ≡ true;

◮
Se n = FALSE, então λz.λw.nzw ⊲β λz.λw.w ≡ false.
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

XOR

Exemplos:

(λx.λy.λz.λw.x(ywz)(yzw)) true false ⊲β

λz.λw.true((false)wz)((false))zw ⊲β

λz.λw.(false)wz ⊲β

λz.λw.z ≡ true

(λx.λy.λz.λw.x(ywz)(yzw)) false false ⊲β

λz.λw.false((false)wz)((false))zw ⊲β

λz.λw.(false)zw ⊲β

λz.λw.w ≡ false
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

IF

if := λx.λy.λz.xyz

É possível provar que:

if e m n ⊲β m se e = TRUE

if e m n ⊲β n se e = FALSE

De fato:

(λx.λy.λz.xyz) e m n ⊲β e m n

◮
Se e = TRUE, então projeta m omo resultado;

◮
Se e = FALSE, projeta n omo resultado.
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

IF

Exemplos:

(λx.λy.λz.xyz) true m n ⊲β true m n

⊲β m

(λx.λy.λz.xyz) false m n ⊲β false m n

⊲β n
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

Exeríios

Avaliar:

◮ and true false

◮ or false false

◮ xor false true

◮ or ( and true false ) true;

◮ not ( xor true ( not true )).

Construir expressões lambda para os operadores:

◮
Impliação (⇒) (dia: usar not e or);

◮
Bi-impliação (⇔) (dia: usar and).
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

Expressões ompostas - ZERO

Através da ombinação das expressões anteriores, é possível representar

funções mais omplexas, que fazem uso de valores e operadores lógios e

aritmétios simultâneamente, omo é o aso da função que testa se o

argumento é zero e retorna true ou false:

zero := λx.x(λy.false) true.
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

Expressões ompostas - ZERO

De fato, para n = 0:

(λx.x(λy.false) true) 0 ⊲β

0 (λy.false) true ≡

false (λy.false) true ⊲β

true
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

Expressões ompostas - ZERO

E para n > 0:

(λx.x(λy.false) true) n ⊲β

n (λy.false) true ≡

(λz.λw.znw)(λy.false) true ⊲β

(λw.(λy.false)nw) true ⊲β

(λw.(λy.false)n−1((λy.false)w)) true ⊲β

(λw.(λy.false)n−1 false) true ⊲β

...

(λw.(λy.false) false) true ⊲β

(λw.false) true ⊲β

false
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

Expressões ompostas - LEQ

Função que testa se o primeiro argumento é menor ou igual que o segundo:

leq := λx.λy.zero (sub x y).

De fato:

(λx.λy.zero (sub x y)) m n ⊲β

zero (sub m n) ⊲β

zero (m− n)
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Booleanos de Churh

Booleanos de Churh

Exeríios

Desenvolver expressões lambda para os seguintes operadores relaionais:

◮ gt (maior que);

◮ equal (igualdade);

◮ notequal (desigualdade).
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Igualdade-β

De�nição

Um termo P é dito �β-igual� ou �β-onversível� a um termo Q, denotado

P =β Q se e somente se Q puder ser obtido a partir de P por uma

seqüênia �nita (eventualmente vazia) de ontrações-β, ontrações-β
reversas e mudanças de variáveis ligadas.

Ou seja, P =β Q se e somente se existir P0, ..., Pn(n ≥ 0) tal que:

(∀i ≤ n− 1), (Pi ⊲1β Pi+1) ou (Pi+1 ⊲1β Pi) ou (Pi ≡α Pi+1),

P0 ≡ P,

Pn ≡ Q.
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Igualdade-β

De�nição

Exemplo

Sejam P ≡ (λxyz.xzy)(λxy.x) e Q ≡ (λxy.x)(λx.x).
Então P =β Q, ou seja:

(λxyz.xzy)(λxy.x) =β (λxy.x)(λx.x)

De fato, pode-se notar iniialmente que:

(λxyz.xzy)(λxy.x) ≡α (λxyz.xzy)(λuv.u)

⊲1β λyz.(λuv.u)zy

⊲1β λyz.(λv.z)y

⊲1β λyz.z
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Igualdade-β

De�nição

Exemplo

Além disso, que:

(λxy.x)(λx.x) ≡α (λxy.x)(λw.w)

⊲1β λy.(λw.w)

≡ λyw.w

≡α λyz.z
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Igualdade-β

De�nição

Exemplo

Finalmente, pode-se onsiderar P0, P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7 tais que:

P = P0 = (λxyz.xzy)(λxy.x)

P1 = (λxyz.xzy)(λuv.u)

P2 = λyz.(λuv.u)zy

P3 = λyz.(λv.z)y

P4 = λyz.z

P5 = λyw.w

P6 = (λxy.x)(λw.w)

Q = P7 = (λxy.x)(λx.x)

Para onluir que P =β Q, basta observar que P0 ≡α P1, P1 ⊲1β P2,

P2 ⊲1β P3, P3 ⊲1β P4, P4 ≡α P5, P6 ⊲1β P5 e P6 ≡α P7.
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Igualdade-β

Lemas

Lema: P =β Q,P ≡α P ′, Q ≡α Q′ ⇒ P ′ =β Q′
.

Lema: M =β M ′, N =β N ′ ⇒ [N/x]M =β [N ′/x]M ′
.
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Igualdade-β

Teorema de Churh-Rosser para =β

Se P =β Q, então existe um termo T tal que:

P ⊲β T e Q ⊲β T.

Dois termos β-onversíveis representam a mesma operação, uma vez que

ambos podem ser reduzidos para o mesmo termo.
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Igualdade-β

Corolários

Corolário: Se P =β Q e Q é uma forma normal-β, então P ⊲β Q

Corolário: Se P =β Q, então ambos P e Q possuem a mesma forma

normal-β ou então nenhum dos dois possui nenhuma forma normal-β.

Corolário: Se P e Q são formas normais-β e P =β Q, então P ≡α Q.

Corolário (uniidade da forma normal): Um termo é β-igual a no máximo

uma forma normal-β, a menos de mudanças de variáveis ligadas.
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