LINGUAGENS FORMALIS: Teoria e Conceitos

Material adicional, versdo do dia 21 de abril de 2025 as 16:55

. Pagina 15:
Substituir “1.8 Conjuntos enumeraveis” por 1.8 Cardinalidade de conjuntos”.

. PAgina 20:
Onde se 1lé& (na ultima linha) : de qualquer conjunto A.
Leia-se: de qualquer conjunto A (veja Exemplo 1.56).

. PAgina 20:

Antes de “Osconjuntos@e A ..” na pentltima linha, inserir:

O simbolo € € usado para indicar que um conjunto nao € subconjunto de outro. Por exemplo, A Z B indica que A
nao é subconjunto de B.

s

. Pdgina 20:

Substituir as duas uUltimas frases “Os conjuntos @ e A sdo, por definicdo, subconjuntos de qualquer
conjunto A. Note que ) C 0” pelo paragrafo:

“Os conjuntos @ e A sdo, por defini¢do, subconjuntos de qualquer conjunto A. Para provar que o conjunto vazio
¢ subconjunto de qualquer conjunto (VA,0 C A) deve-se provar Vx,x € @ = x € A. Como, pela defini¢do de 0, a
hipétese € falsa (x € 0), segue que a implicagdo é verdadeira. Outra maneira é por contradi¢do, supondo que @ Z A.
Se isto for verdade, entdo existe x € 0 tal que x ¢ A. Como x € 0 € falso (pela defini¢do de 0), segue que a hipitese
0 ¢ A é falsa e portanto ) C A. Para provar que todo conjunto € subconjunto dele mesmo (VA,A C A), basta mostrar
que Vx,x € A = x € A, o que € trivial (pois todo elemento de um conjunto é elemento deste conjunto). Note que
0Co.

. P4dgina 21:

Onde se 1lé:

“ocorrendo, portanto, quando no maximo apenas uma das duas condi¢dbes M C N e N C M for verdadeira”.
Leia-se:

“ocorrendo, portanto, quando no mdximo apenas uma das duas condigdes M C N e N C M for verdadeira ou, ainda,
de forma equivalente, quando M L Nou N Z M.”

. Pdgina 21:

Inserir logo depois de “verdadeira.’ no segundo paragrafo:

Em outras palavras, M =N < (M CN)A(NCM)eM#N<MCN)A(NCM)=MCN)VINCM)=MZ
N)V(NZM).

. PAgina 25:
Inserir no inicio do paragrafo “No caso darelagdo (ii)...”
Note que a relagdo (i) engloba o caso em que A C B ou B C A.

. Pdgina 44:

Substituir a primeira frase da Segdo 1.7 por:

Linguagens formais e autdmatos constituem sistemas matematicos nos quais inimeras propriedades, em geral for-
muladas como proposi¢des na forma teoremas, lemas ou corolarios, podem ser inferidas a partir de verdades
previamente conhecidas ou admitidas por hipétese, por intermédio de raciocinios 16gicos expressos como demons-
tracoes (ou provas).

. Pdgina 44:

Inserir, antes de Provas envolvendo conjuntos:

Uma excelente referéncia introdutdria sobre as diversas maneiras de se obter a prova de proposi¢des envolvendo os
diversos conectivos 16gicos, conjuntos e niimeros inteiros, é citar loehr2019.
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P4gina 44:
Onde se 1é: x€cA=xcB
Leia-se: Vx,xEA=x€EB

P4gina 45:
Onde se 1lé: x€B=xcA
Leia-se: Vx,xéEB=x€A

P4dgina 45:
Depois de: Provar que todo elemento de A é também elemento de B.
Acrescentar: (Vx,x €A =x€B)

Pagina 45:
Depois de: Provar que existe (pelo menos um) elemento de B que ndo € elemento de A.
Acrescentar: (Ix,x E BAx ¢ A)

Pagina 51:

Secdo 1.8:

Acrescentar, no final do parédgrafo “Trata-se de...”:

Se A possuir uma quantidade de elementos que é maior ou igual que a de B, entdo | A |[>| B]|.

Pagina 51:

Segao 1.8:

Substituir o Exemplo 1.67 por:

Exemplo 1.67 Considerem-se os conjuntos finitos A = {a,b,c,d}, B =1{0,1,2,3,4,5} e C = {s,t,u,v}. Entdo,

|[A|=4,[B[|=6,[C|=4|A|<|B|.|AI<|B|.[A[=[C|.|B|>|C|e|B[>|C]|.

P&gina 51:

Secao 1.8:

Substituir do paragrafo “De que forma ...” (inclusive) até o final da péagina
por:

De que forma seria, por outro lado, possivel comparar o “tamanho” de dois conjuntos infinitos? Assim como no
caso dos conjuntos finitos, dois conjuntos infinitos também possuem cardinalidades relativas. Para caracterizar a
natureza desta relacdo, basta identificar (ou provar que ndo existem) certas fungdes entre os conjuntos.

Note, no caso dos conjuntos finitos, que as no¢des acima (envolvendo a quantidade de elementos) podem ser
substituidas por existe uma bijecdo (para a relagdo “=" entre a cardinalidade de conjuntos), existe uma funcdo
injetora e total (para a relacdo “<” entre a cardinalidade de conjuntos) e existe uma funcdo injetora e total e ndo
existe uma bijecdo (para a relacdo “<” entre a cardinalidade de conjuntos).

Exemplo 1.68 Sejam A = {a,b,c} e B={7,3,6}. Neste exemplo, A e B possuem a mesma cardinalidade, pois
|A| = |B| = 3. Note-se que é possivel definir uma fung¢io bijetora de A para B: {(a,7), (b,3), (c,6)}. Naturalmente,
muitas outras fungdes bijetoras também podem ser definidas entre esses dois conjuntos.

Exemplo 1.69 Sejam A = {a | a é impar,1 <a <100} e B={b| b é par,1 <b < 100}. A e B sdo conjuntos finitos
que possuem a mesma cardinalidade, pois a fungdo f(a) = a+ 1 € bijetora, mapeando os elementos do conjunto A
nos elementos do conjunto B. Neste caso, |A| = |B| = 50.

Exemplo 1.70 Sejam A = {a,b,c} e B={1,2,3,4,5}. Como |A|=3 e | B|=5, segue que | A |[<| B |. De fato,
uma fungdo injetora entre A e B é, entre outras, {(a, 1), (b,2),(c,3)}. Por outro lado, a inexisténcia de uma bijecdo
entre A e Bimplicaem | A |<| B |.

Como ndo € possivel estabelecer a cardinalidade relativa de conjuntos infinitos pelo mesmo critério usado para os
conjuntos finitos, serdo entdo usadas as nogdes abaixo, que sdo vdlidas para ambos os casos. Sejam A e B dois
conjuntos (ambos finitos ou ambos infinitos). A cardinalidade relativa de A e B ¢ portanto:

= Se houver uma bije¢do entre A e B.

< Se houver uma fung¢do injetora e total entre A e B.

< Se houver uma func¢do injetora e total entre A e B e ndo houver uma bijecdo entre A e B.
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Caso ndo seja possivel identificar pelo menos uma funcao bijetora entre dois conjuntos A e B quaisquer, ¢ ainda
possivel que se constate a existéncia de uma func@o total e injetora de A para B. Neste caso, diz-se que |A| < |B|.
Se, além disso, for possivel provar a inexisténcia de uma funcéo bijetora de A para B, entéo |A| < |B|.

Exemplo 1.71 Considere-se o conjunto dos niimeros inteiros Z e o subconjunto de Z composto apenas pelos nu-
meros impares. Trata-se, naturalmente, de dois conjuntos infinitos, sendo o segundo um subconjunto préprio do
primeiro. Porém, de acordo com a definicdo, embora isso pareca paradoxal, os dois conjuntos possuem a mesma
cardinalidade, ja que a fung@o bijetora 2 i+ 1, onde i € Z, mapeia univocamente cada elemento de Z em um tinico
elemento do conjunto dos ndmeros impares.

Do Exemplo 1.71 pode-se observar facilmente que, diferentemente do que ocorre com conjuntos finitos, é possivel,
para conjuntos infinitos, definir subconjuntos préprios com a mesma cardinalidade do conjunto original. Em outras
palavras, suponha que A e B sejam conjuntos finitos. Entfo, se | A |=| B |, A e B necessariamente possuem a mesma
quantidade de elementos. Se A possuir mais elementos do que B, entdo | A |[>| B|. Suponha agora que A ¢ B
sejam conjuntos infinitos. Entdo, se | A |=| B |, A ¢ B podem ou ndo possuir a mesma quantidade de elementos.
Ou seja, o fato de um conjunto infinito possuir mais elementos do que outro conjunto infinito ndo garante que as
suas respectivas cardinalidades sejam diferentes (exemplo: Z possui mais elementos do que N mas ambos possuem
a mesma cardinalidade; R possui mais elementos do que N e a cardinalidade do primeiro é maior do que a do
segundo). Se A é finito e B é infinito, entdo necessariamente | A |<| B |.

P4gina 59:

Inserir, como Ultimo pardgrafo da Secdo 1.8:

Qual a relac@o que existe entre quantidade de elementos e cardinalidade? Em resumo, suponha que A e B sejam
dois conjuntos com quantidades diferentes de elementos. Se A e B forem ambos finitos, entéio a cardinalidade deles
serd necessariamente diferente (a cardinalidade maior serd a do conjunto com a maior quantidade de elementos).
Dois conjuntos finitos s6 possuem a mesma cardinalidade se ambos possuirem a mesma quantidade de elementos.
Se um conjunto for finito e o outro infinito, entdo a cardinalidade do conjunto infinito serd sempre maior do que a
cardinalidade do conjunto finito (uma vez que é possivel estabelecer uma fung¢ao total e injetora entre ambos, mas
é impossivel estabelecer uma bijecdo entre os dois). Mas se A e B forem ambos infinitos, entdo a quantidade de
elementos ndo informa nada sobre a cardinalidade relativa destes conjuntos. Suponha N, Z e R. Os trés sdo infinitos
e possuem quantidades diferentes de elementos (N C Z C R). No entanto, conforme visto anteriormente, | N |=| Z |
e | N|<| R |. Desta maneira, a comparagio da cardinalidade de dois conjuntos infinitos sé pode ser feita a partir
da prova da existéncia ou inexisténcia de uma bijecdo entre ambos e também da existéncia ou inexisténcia de uma
funcdo total e injetora ente ambos.

Pagina 65:
Acrescentar ao final do segundo paragrafo:
Noteque |a-B|=|o|+|B |

Pagina 65:
Acrescentar depois de eR=¢
A operagio reverso é idempotente, ou seja, ()R = « para qualquer o.

Pégina 66:
Novo pardgrafo antes da Seg¢do 2.2 Linguagens
Se o ¢ uma cadeia de cadeias sobre o alfabeto X, entdo:

o= .. My 1 fy, cOM g € X% 1 < i < n, isto implica af = uRul | .ufuk
Este resultado ndo serd provado.

Pagina 69:
Acrescentar, logo depois do Exemplo 2.13:
Note que a operagdo de concatenagdo € distributiva em relacdo a operacdo de unido, tanto a esquerda quanto a
direita:
XYUZ)=XYUuXxZ

(XUY)Z=XZUYZ
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P4gina 80:
Acrescentar, antes do Exemplo 2.31:
Uma gramitica G = (V,X, P,S) é dita “bem formada” se e somente se:

s XCV.

» ¥ ¢ finito e ndo-vazio.

* N =V —X ¢ finito e ndo-vazio.

* SEN.

e Sea— B ePentioac VINV e B € V*,

Caso contrdrio, diz-se que G estd “malformada”.

P4gina 82:

Acrescentar, antes do pardgrafo “A completa identificacdo...”:

Para que uma gramiética G defina uma linguagem L, as duas condi¢cOes seguintes devem ser observadas simultane-
amente:

» Toda sentenca de L pode ser gerada por G.

» Toda cadeia ndo pertencente a L ndo pode ser gerada por G (ou seja, ndo existe nenhuma cadeia nao pertencente
a L que possa ser derivada em G).

Exemplo 2.34 Considere a linguagem L formada por todas as cadeias sobre o alfabeto {a,b} que comegam com a e
terminam com b. A gramética G; com as regras S — aXb, X — aX,X — bX, X — a, X — b ndo gera L pois falha em
gerar a sentenca ab, pertencente a ela (viola a primeira condigio acima). Ou seja, L(G;) = L— {ab}. Por outro lado,
a gramdtica G;; com as regras S — aXb, S — a, X = aX, X — bX, X — € ndo gera L pois permite a derivacdo da
cadeia a, que ndo pertence a L (viola a segunda condi¢@o acima). Ou seja, L(G;;) = LU {a}. A gramadtica G;; com
as regras S — aXb, X — aX, X — bX, X — € gera exatamente L, pois ambas as condicdes acima sdo verificadas.

Note que a escolha do ndo-terminal inicial (raiz da gramética) é determinante para a formagdo da linguagem gerada
pela respectiva gramatica.

Exemplo 2.35 Considere novamente o Exemplo 2.33. Se a raiz de G; fosse A e ndo Sy, entdo L(G;) = {€,12}. Ou
seja, a linguagem seria finita e composta por duas sentencas, uma de comprimento zero (€) e outra de comprimento
dois (12). O simbolo ndo-terminal S, neste caso, ndo teria nenhuma utilidade na gramadtica e na linguagem gerada
por ela.

P4dgina 82:

Pardgrafo “A completa identificacgdo...”:

onde se 1lé:

“ Observe-se, a titulo de ilustragdo, o caso da gramdtica G, apresentada no Exemplo 2.34.”

leia-se:

“ Observe-se, a titulo de ilustracdo, os casos das gramadticas G, e Gz apresentadas, respectivamente, nos Exemplos
2.36e2.37”

Pagina 82:

Acrescentar, antes do Exemplo 2.34:

Exemplo 2.36 A gramitica Go = ({a,b,S,X},{a,b},{S — aSh,S — X,X — ab},S) é tal que L(G,) = {a"b" com
n > 1}, portanto infinita. Trata-se de uma gramdtica simples cuja respectiva linguagem gerada ndo é dificil de ser
deduzida. De fato, S = ¢'Sh' = d'Xb' = dlabb’ = a' b,

Uma pequena mudanca na linguagem pode introduzir uma grande complexidade na correspondente gramética. Veja
o Exemplo 2.37, que apresenta uma gramadtica que gera a linguagem a"b"c" comn > 1.

P4dgina 82:

Exemplo 2.34:

Substituir Exemplo 2.34 por Exemplo 2.37

substituir G, por G3, Vo, por V3, X; por X3 e P, por P
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P4gina 83:

Exemplo 2.35:

Substituir Exemplo 2.35 por Exemplo 2.38
substituir Gz por G4 e Gy por Gs

Pagina 94:
Acrescentar, antes do paragrafo “E possivel...”:
Diz-se que um reconhecedor R define uma linguagem L quando:

» Todas as sentencas de L sdo aceitas por R, e

 Todas as cadeias ndo pertencentes a L sdo rejeitadas por R (ou seja, ndo existe nenhuma cadeia nao pertencente
a L que seja aceita por R).

Pagina 110:
Acrescentar, antes do Exemplo 3.1:
ouseja, e Nef € {efULUNUZN. Logo, || =1¢ |B| <2.

P4gina 110:
Acrescentar, antes do Exemplo 3.2:
ouseja,c € Ne B € {e}UXUNUNZ. Logo, || =1e |B] <2.

Pégina 113:
Acrescentar, antes do ultimo paragrafo “Se,naGLD,as..”
Prova:

Na Secio 1.6 introduzimos o simbolo “=-"" como sendo a representa¢do da implicacdo l6gica. Depois, na Se¢do 2.3,
o mesmo simbolo foi reutlizado para denotar a obten¢do de uma forma sentencial a partir de outra em gramadticas
(através de derivagdes). No que segue, o simbolo serd usado com ambos os significados e o entendimento devera
ser feito em fung¢do do contxto. Deseja-se provar:

(S :}31 w) < (S :>’{;2 w)

ou seja, que toda sentenca derivdvel na GLD G pode ser também ser derivada na GLE G, e vice-versa. Esta prova,
portanto, se desdobra em duas:

(@) (=g, w)=(S=¢ w)
(b) (S=¢,w) = (S=¢,w)

Para o primeiro caso, a obten¢do de G, a partir de G € feita conforme o Algoritmo 3.2 A prova € feita por indugao
na quantidade de derivagdes n:

* Caso base:
(n=1):
(S=g, W)= (S=¢,w)
De fato, se S :>é;l w, entdo existe uma regra S — 1 € P tal que S :>é;l uew=pu. Como esta mesma regra
existe em P’ (de G,), segue que S ééz Hew=u.
¢ Caso indutivo:
(n=n+1):
((S =6, w) = (S =6, w)) = ((S é’gll w) = (S :V(‘;zrl w)) Podemos, portanto, assumir como hipéteses:
- ((§=%,w) = (S=¢, w)) e que
- (S=5"'w)

O detalhamento da primeira sequéncia de derivacdes (S :>’(’;] w) revela:



=6 MA

=6, MHithAr

=6, Mil..Hp2Ap—>
=6, MMy 2ly—14n1
=G, Hif2...tp—2ln—1Un

comw = [ UolU3...Uy—1 Uy De fato, as seguintes regras de G| foram usadas nesta derivagdo:

- S— WA
- A; — IhAS

- An72 — anlAnfl
- Anfl — Un

Conforme o Algoritmo 3.2, as seguintes regras devem ser usadas em G, (na ordem inversa):

-A1— W
- Ay = Al

- A, _>An72un71
-5 %Anfl”n

Portanto (como antecipado pela hipétese indutiva):

comw = U UpU3... [, 1 Ly Devemos, agora, provar que S =Gy, W- Para excutar n + 1 derivacdes em S =

=G, An—1Hn

=G, An72un71un
=G, Az lp—1ln
=G, A1l Up—1Hn

=G, MiM2...Hp—1tn

n+1 n+1

G

w, basta modificar a dltima regra usada e, depois dessa, usar mais uma:

- S — WA,
- A; — IhAS

-Ap2— .urzflAnfl

- nolugarde A, — U,

]

ou seja,

HiA;

HipoA2
Hilo...n—2An—2

My oy Uy —1An— 11
M1l -1 HnAn

My g —1 M M1



comw = Uy UpU3...Up—1 Uy yt1- Conforme o Algoritmo 3.2, as seguintes regras devem ser usadas em G, (na
ordem inversa):

-Al =W
- Ay = Al

- Ay ‘>An72llnfl

[ A
~[Stns

ou seja,

S =6, Al
=G, An—1Hntn+1
=G, A2-Hn1lnHni
=G, A1l Mp—1Hntnt1
=G, HiH2...tUp—1HnHnt1

com w = [ l...kn—1 Unfln+1. Com isso, concluimos a prova da parte 1 ((S =5, w) = (S =5, w)). A parte
2((S=¢, w) = (S=¢, w)) € similar e fica como exercicio.

32. P4gina 114:
Substituir o pardgrafo “A constatagdo...” por:
As regras da GLD G| empregadas na derivacdo anterior sdo as seguintes, por ordem de uso:

S— NnAl
Al — Uy 1A
Az = Ly 2A3
Az — Uyp3A4

A2 = A1
Au_1 —

Por outro lado, a Tabela 3.1 mostra que, para cada uma das regras acima da GLD G/, existe uma regra correspon-
dente na GLE G», a saber:

Regrada GLD G; | Regrada GLE G,

S— unAl Ay — Hn
Al — Uy 1Ar Ay — Aylly
Az = 243 Az = Aslly 2
Az — Uy—3A4 Ag — Azlly—3

Ap—3 = U3A,—2 Au2— Ay 3l3
Ap—2 = WA, 1 An 1 —Ap oy
Ar,f] *>IJ'] SﬁAnfl"Ll

Finalmente, a aplicacdo destas regras da GLD G,, porém na ordem inversa, garante que a sentenca derivada na
GLD G; possa ser derivada na GLE G,. Em outras palavras, temos que L(G;) C L(G3).

33. Pagina 115:
Substituir “A Tabela 3.1” por:
De forma similar ao caso anterior, a Tabela 3.1



34. Pégina 116:

Acrescentar, antes do ultimo pardgrafo “Com G” assim construida ...’
Prova:

Deseja-se provar:
(S :>*G/ W) = (S :>*G// WR)

ou seja, que toda sentenga derivdvel na GLD G’ pode ser também ser derivada (de forma reversa) na GLE G e
vice-versa. Esta prova, portanto, se desdobra em duas:

(@) (S=5w) = (S=5 wh)
(b) (S=5w) < (S=5,wh)

Para o primeiro caso, a obten¢iio de G a partir de G’ € feita conforme o Algoritmo 3.3 A prova é feita por indugdo
na quantidade de derivagdes n:

* Caso base:
(n=1):
(S=5w) = (S=L, wh)
De fato, se S :>};/ w, entdo existe umaregra S — U € P’ tal que S :ﬂ;/ (ew=u. Como aregraS — uX existe
em P” (de G"), segue que S =1, uf = wk.
* Caso indutivo:
(n=n+1):
((S=0 w) = (S =0, wh)) = (=5 w) = (S :>'(’}ﬁ' wl)) Podemos, portanto, assumir como hipéteses:
- (=1, w) = (S=1, wk)) e que
- (S é'gl w)

O detalhamento da primeira sequéncia de derivagdes (S =, w) revela:

S =g WA
=c  MithA2
=Su Wl Up2An—2
=¢  Mil2...Ma—2Hn—1An—1
=¢ M. Up—1Hp

comw = [ UpU3...Uy—1 Uy De fato, as seguintes regras de G| foram usadas nesta derivagdo:
- S — WA
- Al = A
= Ap—2 = Un—1An-1
= Ap—1 = Un
Conforme o Algoritmo 3.3, as seguintes regras devem ser usadas em G” (na ordem direta):
- S— A uf
- Ay = Ak
- Apo = Ak
- Apt = ¥

Portanto (como antecipado pela hipétese indutiva):



Devemos, agora, provar que S =

- S— WA
- A1 — hA2

- An72 — anlAnfl

S =g
=g
=
=g
=g

n+1

Auf

Apsuf

An—2 -5 Ut

VPR TARYTN T Tt
MR i

(T TRy TRy T

WR

n+1

o W Para excutar n + 1 derivagdes em S = o W basta modificar a dltima
regra usada e, depois dessa, usar mais uma:

- no lugarde A,—1 — U,

oy

ou seja,

S =g

=g

HiA;

Hi A

il hy—1An—1
M1l p—1 HnAp
M. Hy—1 M My 1

com Uy ly...y—1 UnUn+1 = Wly,41. Conforme o Algoritmo 3.3, as seguintes regras devem ser usadas em G,

(na ordem direta):
-S—= Alu{e
- A1 —>A2[,L§

-A, —>An71ll,lf,1

= (A1 > A

R
= |An— | L

ou seja,

S :>G// A][J,fe

R, R
o Aopfp

*

R R
=g An2ly oMy M

=g An 1ty ool 1]
S Antf (o

R
AN ARy T TR TR 153 T4
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com R uRuR uR o pfuf = pR Wk = (wp,11)R. Com isso, concluimos a prova da parte 1 ((S =%,
w) = (S =5 )wh). A parte 2 (S =%, w) < (S =5, )wk) € similar e fica como exercicio.

P4dgina 136:
Inserir, como novo pardgrafo depois de “A Figura 3.11 ilustra o autdmato
modificado.”

O estado g gy € criado com objetivo de representar simultaneamente os estados g; € g;. Assim, tal estado pode
ser batizado com os nomes ¢ gy ou gxg;, pois a ordem dos nomes dos estados originais € irrelevante. Em outras
palavras, pode-se dizer que g;qx (ou grq;) representa o conjunto {q;,qx}. No caso de ser necessdria a criagdo de
um novo estado que represente, digamos, trés outros estados (por exemplo ¢g,,gs € g;), entdo novo estado poderia
receber os nomes q,¢sq:, 4rq4:qs, 4s4rq:> 4s9:9r» 9:qrgs OU q:gsqr — em qualquer caso, esse novo estado seria uma
representagdo de {q,,qs,q:}-

Além disso, é importante justificar o fato de que as transi¢des que partem de g; e g; devem todas ser copiadas para
q jqk: no autdmato original (Figura 3.10), se o estado corrente for g; € o simbolo corrente for a, entdo este autbmato
pode evoluir tanto para g; quanto para g (em fungdo do ndo determinismo) podendo, portanto, em seguida evoluir
com as transi¢des de g; ou de que g;. No autdmato modificado (Figura 3.11), para se obter um efeito semelhante,
deve-se permitir que, apds a transi¢do com o simbolo a, que este evolua conforme as transi¢des de g; ou de g
ou, seja, com as transi¢des de g;q. Por este motivo as transi¢cdes que partem de g jq; devem corresponder a unido
de todas as transi¢des que partem de ¢; com todas as transi¢coes que partem de g; (mudando a origem para g ;g €
preservando-se os destinos originais.

Criar um novo paradgrafo a partir de “Fica claro também que...”

P4dgina 174:

Inserir, antes do pragrafo “Em resumo:”

Em outras palavras: antes da execu¢do do passo 2 do Algoritmo 3.14, as equacOes das varidveis X; (no lado es-
querdo) podem possuir X;, 1 < j < m (ou seja, qualquer varidvel) do lado direito. Quando o passo 2 é executado
sobre a equacgdo da varidvel X;, esta passa a conter, do lado direito, apenas referéncias a X;, j > i. Ao término do
passo 2, todas as equacdes de X; contém referéncias apenas para X;, j > i. Portanto, a dltima equacao (de X,,, que
contém apenas referéncias ao proprio X,,, no pior caso) é resolvida (por meio do Teorema 3.13) e tem inicio o passo
4 do algoritmo. Quando a solu¢do de um certo X; (obtida pelo Teorema 3.13) € substituida em todas as equagdes
anteriores (das varidveis X, j < i), estas equacdes passam a conter, do lado direito, apenas a prépria varidvel que
estd sendo definida. Uma equacdo com, por exemplo X; do lado esquerdo, contera apenas X; do lado direito. Para
resolver esta equacdo, basta usar novamente o Teorema 3.13.

P4gina 181:
Substituir, na penutltima linha, “autémato finito M” por:
“autdmato finito M (eventualmente ndo deterministico e com transi¢des em vazio)

P4dgina 184:
Inserir, debaixo da linha “X={a,b,c}” e antes de “Considere-se a cadeia abbbc":

P = {qo0— aq,
q1 — bqu,
qi1 — €qa,
q1 — 42,
q2 — ¢q2,
g — €}

Pagina 221:

Onde se 1é:

“uma sentenca w de comprimento suficientemente longo pertencente a linguagem,”

Leia-se:

“uma sentenca w de comprimento suficientemente longo pertencente a linguagem (sem, no entanto, especificar qual
seria esta sentenca),”
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40.

41.

42.

43.

P&gina 222:

Substituir “Logo,L ndo éregular” por:

Portanto, m* (14 | y |) é divisivel por um nimero que ndo é 1 nem m* (1+ | y|). Logo. m= (1+ |y |) ndo é um
nimero primo, a hipétese € falsa e L ndo é regular.

Pagina 235:

Inserir, antes do Teorema 3.34 e depois do Exemplo 3.85:

“Uma maneira alternativa de verificar se L = () consiste em determinar o conjunto de estados acessiveis do autbmato
(Teorema 3.7) e verificar se ele contém algum estado final. Ou, ainda, determinar o conjunto de estados tteis do
autdmato (Teorema 3.8) e verificar se ele contém o estado inicial. Este método pode ser usado em qualquer tipo de
autdmato finito.”

Pé4gina 272:

Acrescentar a seguinte nota de rodapé, depois de Backus-Naur Form!.

I BNF &, muitas vezes, considerada como sigla de “Backus-Normal Form” ao invés de “Backus-Naur Form”.
Conforme observado por Knuth (citar Knuth64), no entanto, a segunda interpretagdo deve ser usada no lugar da
primeira, por dois motivos: (i) em primeiro lugar, BNF nfo é, propriamente, uma Formal Normal, mas apenas uma
Forma; (ii) em segundo lugar, a Forma foi criada por Backus e Naur e ndo apenas por Backus.

Pagina 341:
Inserir uma nova Secdo 4.11, conforme abaixo:

4.11 Pertencimento

Dada uma gramética livre de contexto G = (V,X,P,S) e uma cadeia w € £*, como determinar se w € £(G)? A
reposta para esta pergunta, fundamental na Teoria de Linguagens, é essencial para a construcio de analisadores
sintdticos, que por sua vez sao necessarios a construcao de processadores de linguagens (compiladores e interpreta-
dores).

Existem diversas maneiras de responder a esta pergunta, algumas simples e ineficientes, outras mais complexas po-
rém eficientes. Iniciaremos com algoritmos de tempo exponencial, tendo por base as Formas Normais de Chomsky
e de Greibach. Em seguida, apresentaremos o algoritmo CYK, que gera a resposta em tempo polinomial. Nas
Secdes 4.12 e 4.13 serdo apresentadas técnicas de andlise sintdtica deterministica que permitem que a resposta seja
gerada em tempo linear com o comprimento da cadeia de entrada (w).

Forma Normal de Chomsky

(a) Obter G’ na Forma Normal de Chomsky (A — BC |a), tal que L(G) = L(G").

(b) Considerar n = |w|.

(c) Sen > 0, entdo fazer todas as derivacdes com 2 n — 1 passos.

(d) Se n =0, entdo fazer todas as derivagdes com 1 passo.

(e) Se alguma dessas derivagdes gera w, entdo w € L(G).

(f) Caso contrério, w ¢ L(G)..
A geracdo de uma cadeia de comprimento n numa gramdtica na Forma Normal de Chomsky demanda, necessaria-
mente, a aplicagdo de n — 1 regras do tipo A — BC (para gerar uma forma sentencial com n simbolos ndo-terminais)
e também a aplicacdo de n regras do tipo A — a para transformar a forma sentencial numa sentenga. Portanto, a
geracdo de uma cadeia de n simbolos requer a aplicacao de 2 *n — 1 regras ou passos de derivagdo. Existe um
conjunto finito de seqiiéncias de derivacdo com qualquer quantidade de passos. Basta obter todas elas e verificar

se alguma produz a cadeia informada na entrada. Em caso afirmativo, a cadeia pertence a linguagem. Em caso
negativo, ela ndo pertence.

Suponha que o maior nimero de regras de um mesmo simbolo ndo terminal em G seja k. Entdo, uma drvore de

derivacdo com 2n — 1 passos gera no miximo:
an—l
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formas sentenciais apds os 2n — 1 passos. Em seguida, estas formas sentenciais devem ser inspecionadas para veri-
ficar se alguma delas corresponde a w e assim determinar a resposta do algoritmo. Logo, o tempo deste algoritmo
é exponencial em n, onde n = |w|. Note que este tempo ndo leva em conta o tempo necessdrio para a gera¢do de
todas as formas sentenciais da drvore de derivagdo. O niimero total de formas sentenciais da drvore é:

L +hk+k2 4.+ = znzlkl kzn_l

portanto o tempo total é exponencial também.

Exemplo 4.56 Considere G com as seguintes regras:

G = ({S,A,B,a,b,c},{a,b,c},P,S)
P = {S—AB|c,

A— AA | aq,

B — BB | b}

Portanto, k = 2. Considere-se a cadeia abb:

* n=l|abb| =3.
» Deve-se pesquisar todas as seqiiéncias de derivacdo com até 23 — 1 =5 passos.

* Para simplificar, serdo consideradas apenas derivagdes mais a esquerda.

Na Figura 1 s@o apresentados os varios caminhos para a geracdo da cadeia aab em G. No maximo, 32 formas

AAAAAB
<
AAAB
< aaAB
AAB
< aaAB
aAB

m =
<

3
s S
aBB
<
<m
Figura 1: Sequéncias de deriva¢des para a cadeia aab

sentenciais precisariam ser examinadas (22371 = 23

12 formas sentenciais distintas sdo geradas.

= 32). No entanto, para esta gramatica em particular, apenas

Por ultimo, cumpre notar que simular G diretamente pode ndo funcionar, pois pode haver seqii€ncias infinitas de
derivacdes em G. Por exemplo, se G possuir as regras unitirias X — Y e Y — X, é possivel que a seqiiéncia de
derivagdes torne-se infinita:

.=aXf=a¥f=aXf=aVf =

Forma Normal de Greibach

Como todas as regras iniciam com um simbolo terminal, € suficiente gerar todas as formas sentenciais que pro-
duzem cadeias do comprimento da cadeia de entrada, e depois verificar se alguma delas corresponde a mesma.
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(a) Obter G’ na Forma Normal de Greibach, tal que L(G') = L(G).
(b) Considerar n = |w|.

(c) Considerar k como o maior nimero de regras definido para um simbolo ndo terminal, entre todos os ndo
terminais de G'.

(d) Obter todas as sequéncias de derivagdes mais a esquerda que geram formas sentenciais cujo prefixo seja uma
cadeia de terminais de comprimento maximo » (existem no maximo k" sequéncias distintas).

(e) Verificar se alguma dessas sequéncias de derivacio corresponde a geracao da cadeia w; em caso afirmativo,
w € L(G); caso contrério, w ¢ L(G).
O numero de formas sentenciais geradas por este método, com prefixo formado por n simbolos terminais, é:

kn

Logo, o tempo é exponencial com o comprimento da cadeia de entrada n. Note que este tempo nao leva em conta o
tempo necessdrio para a geracdo de todas as formas sentenciais da drvore de derivacdo. O nimero total de formas

sentenciais da arvore é:
k2n+1 -1

n
l+hk+k+. 4= k=—r
+hk+E ..+ l;) -

portanto o tempo total é exponencial também.

Exemplo 4.57 Considere-se a gramatica a seguir, jd apresentada na Forma Normal de Greibach:

G = ({S,B,C,a,b,c},{a,b,c},P,S)
P = {S— aBC|bBC,

B — bB | b,

C—c}

Considere-se a cadeia abbc € L(G). Entéo, n =4 e k = 2 (pois existem duas produg¢des para S, duas para B e
apenas uma para C). Existem no méaximo 2% = 16 sequéncias distintas de derivagdes mais a esquerda que geram
como prefixo uma cadeia de terminais de comprimento méaximo 4, ndo havendo necessidade de se inspecionar
outras sequéncias. A Tabela 1 relaciona todas as oito sequéncias (para o caso particular desta gramdtica) que geram
cadeias de terminais de comprimento mdximo 4. Observe que, no caso particular desta gramdtica, o nimero de
formas sentenciais que deve ser inspecionado € apenas 6.

Tabela 1: Derivagdes mais a esquerda que geram prefixos de comprimento maximo 4

Sequéncia Xy YyYv* YyyYv# YyYyYyv
1 S = aBC = abBC = abbBC = abbbBC
2 = abbbC
3 = abbC = abbc
4 = abC = abc
5 = bBC = bbBC = bbbBC = bbbbBC
6 = bbbbC
7 =  bbbC = bbbc
8 = bbC = bbc

Como se pode verificar, a terceira sequéncia de derivacdes produz a cadeia abbc. Por outro lado, a cadeia bcbce,
também de comprimento 4, nao pertence a linguagem, uma vez que nenhuma das oito sequéncias da Tabela 1 gera
o prefixo bcbce e, portanto, nenhuma sequéncia de derivagdes é capaz de gerar a cadeia bebe. O tempo de execugdo
deste algoritmo € proporcional a k", onde n é o comprimento da cadeia de entrada. Logo, esse tempo varia expo-
nencialmente com o tamanho da cadeia, o que é um resultado considerado ineficiente e, portanto, indesejavel do
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ponto de vista pratico.
Algoritmo CYK

O Algoritmo CYK', diferentemente dos algoritmos anteriores, de tempo exponencial, possui tempo polinomial,
variando com o cubo do comprimento da cadeia de entrada (O(n*)). Ao contrério daqueles, no entanto, o Algo-
ritmo CYK apenas verifica se uma certa cadeia w pertence a linguagem gerada por uma gramatica livre de contexto,
ndo informando as regras que foram usadas na geracdo da mesma. Todos os algoritmos apresentados nesta se¢ao
funcionam para qualquer linguagem livre de contexto. O exemplo apresentado a seguir trata do pertencimento
a uma linguagem livre de contexto ndo deterministica. Os métodos discutidos nas Secbes 4.12 e 4.13 possuem
tempos lineares (portanto melhores do que o CYK), porém funcionam apenas para linguagens livres de contexto
deterministicas.

O algoritmo funciona, em esséncia, identificando os simbolos nio terminais de G que geram subcadeias w de
comprimentos sucessivamente maiores, até que se chegue ao comprimento n. O Algoritmo CYK pressupde que
a gramética em questdo, digamos G = (V,X,P,S), estd na Forma Normal de Chomsky. Ele considera a tabela
apresentada a seguir:

n Xln
n—11Xu-1) Xon
n—=21Xin2 Xom-1) X

3| X3 Xo4 X35 . Xu-om

2 X2 X3 X34 ... .. X(nfl)n

1 X11 X2 X33 ... ... Xun
O] (o)) O3 Oy

Nesta tabela os simbolos G]05...0, dispostos na linha horizontal inferior representam a cadeia de entrada w € £*
com comprimento n. As linhas sdo numeradas de baixo para cima, de 1 até n, e referem-se aos comprimentos
das diferentes subcadeias que podem ser encontradas em w. A tabela € entdo preenchida com X;;, onde cada X;;
representa um conjunto de simbolos ndo terminais capazes de derivar a cadeia 0;0;41...0;. Por exemplo, na linha
2 encontramos X2, X23, X34, ..., X(,_1),» cada um dos quais contém os simbolos ndo terminais capazes de derivar,
respectivamente, 61 0,, 0203, 0304, ..., O;_10p.

Trata-se, portanto, de preencher a tabela com os valores de X;;. Caso S € Xj,,, entdo w € L(G). Caso contrdrio,
w ¢ L(G). O método para calcular X;; é apresentado a seguir, e as linhas sdo preenchidas de baixo para cima (ou
seja, da linha ! até a linha n).

No inicio, os valores de X;;, com i = j, sdo determinados diretamente. Como se trata de cadeias de comprimento
1, e como G estd na Forma Normal de Chomsky, a tnica possibilidade de geracdo destas cadeias unitdrias € através
de regras to tipo A — a. Em outras palavras, X;; contém os simbolos néio terminais capazes de derivar diretamente
o1, X27 contém os simbolos ndo terminais capazes de derivar diretamente o, e assim por diante. Portanto, a linha 1
da tabela é preenchida diretamente.

As demais linhas da tabela (2 até n, nesta ordem) sio preenchidas como segue. Antes disso cumpre observar que,
ao preecher uma linha, todas as linhas inferiores ja estardo preenchidas. Desta maneira, todas as possibilidades de
geracdo de cadeias de comprimento menor que o comprimento corrente (o que inclui prefixos e sufixos proprios),
assim como 0s ndo terminais que as geram, ja terdo sido identificados.

Note que os indices i e j de X;; ndo se referem, respectivamente, a linha e a coluna do mesmo, como seria usual. A
linha onde X;; ocorre € dada por j — i+ 1 e a coluna corresponde ao valor de i.

Considere entdo X;;, com i # j (o caso i = j foi tratado anteriormente e corresponde a linha 1 da tabela). O conjunto
de simbolos ndo terminais que definem o valor de X;; sdo os A tais que A = 0;...0;. Como a geragio ndo € direta,

10 nome refere-se 2s letras iniciais de Cocke, Younger e Kasami, respectivamente John Cocke, Daniel Younger e Tadao Kasami que, juntamente
com Jacob T. Schwartz, descobriram o algoritmo de forma independente. O algoritmo foi publicado pela primeira vez por Itiroo Sakai em 1961 (citar
sakail961).
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e G estd na Forma Normal de Chomsky, segue que uma regra do tipo A — BC deve ser usada. Existem entdo j —i
possibilidades para se gerar esta cadeia:

e B=o0,eC= Oi+1.--0j.

* B=0i0;;1eC= 0it2...0j.

* B= 0;0;110i12 € C= 0;+3...0j.

L]

* B= 0;0i+10i4+2...0j—1 € C= Oj.

ou seja, B = 0;...0p € C = 0py10; parai < k < j. Todas estas possibilidades devem entdo ser consideradas para
determinar o valor de X;;. Em outras palavras, para determinar se A € X;; deve-se considerar todos os casos vélidos
em que:

e i<k<j.

* B Xj.

e Ce X(k+1)j'

* A — BC éumaregrade G.

. Note que, para cada X;;, com 1 <i,j <n,i# j, os seguintes pares sio comparados:

¢ Comecando com X;; com X(;, 1.

* Depois Xj(;1) com X(; 7).

o Até Xi(jfl) com ij.
Portanto, o conjunto X;; ¢ obtido a partir de X;iX(;y1); U X1 1)X(i42); U .- UX;(j_1)Xjj, sendo formado pelo lado
esquerdo das regras que possuem X;;X(;; 1); ou X;;; 1)X(j12); ou ... ou X;;_1)Xj; do lado direito.

A Figura 2 ilustra esta situagdo. Observe que X;; estd na coluna i e por ele passa uma diagonal e uma vertical. As
comparagdes sao feitas entre os pares que estdo na coluna (de baixo para cima, se aproximando de X;;) com os pares
que estdo na diagonal (da esquerda para a direita, se afastando de X;;). Por exemplo:

Xigpi  Xavy

Xig-y | KXivgy e

Xi(mz)i X1y )

X | Xy T

Figura 2: Calculo de X;;

* O célculo de X;; envolve os pares X1 e Xpy (para k= 1).

* O célculo de X;3 envolve os pares X1 e X»3 (para k = 1) e depois os pares Xj, e X33 (para k = 2).
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* O célculo de X4 envolve os pares X|; e X4 (para k = 1), depois os pares X|; e X34 (para k = 2) e finalmente
os pares X3 e Xy4 (para k = 3).

Como a construgdo de cada X;; demanda a comparac@o com até n — 1 pares, segue que o tempo para calcular cada
X;j é O(n), onde n é o comprimento da cadeia de entrada. Como a tabela possui:

Zn:ll n+1) =0(n?)

elementos, entio o tempo total do Algoritmo CYK é O(n) * O(n?) = O(n?).

Exemplo 4.58 Considere a linguagem {ww® | w € {a,b}*} gerada pela gramitica G abaixo:

G = ({S.a,b},{a,b},P.5S)
P = {S—aSa|bSb|aa|bb}

Colocada na Forma Normal de Chomsky, G torna-se G’ apresentada abaixo:

G = ({S,A,B,X,Y,a,b},{a,b},P,S)
P = {S—AX|BY |AA|BB,

X — SA,

Y — SB,

A—a,

B— b}

Suponha agora que se deseja determinar se a cadeia aa € L(G).

Com X;| = Xop = {A} e X1 = {S} (pois k = 1, com Xj; e X»,). Portanto, aa € L(G). Suponha agora que se deseja
determinar se a cadeia ab € L(G).

21 {
1] {A} {B}

Com X;; = {A}, X»» = {B} e Xj» = {} (pois para k = 1, néo existe lado direito de regra para X;; e X»,). Portanto,
ab ¢ L(G). Suponha agora que se deseja determinar se a cadeia aabaabaa € L(G).

8 | {8}

71 - {Xx}

6 — {s} -

5| — - X} -

o S

3|p{yy - - {rp - -

21 {s} - {58 - = {S}

1] {A} {A} {B} {A} {A} {B} {4} {4}
a a b a a b a a

onde:

* X1 = X2 = X44 = Xs55 = X77 = Xgg = {A} pois A — a.
e X33 :X66:{B} pOiSB—)b.
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44.

* Xip={S}poisk=1eS— AA.
* Xys ={S}poisk=4e S — AA.
* X3 ={S}poisk=T7e S — AA.
* X;3={Y}poisk=2eY — SB.
* Xyo={Y} poisk=5eY — SB.
* X36={S}poisk=3eS— BY.
* X37={X} poisk=6¢eX — SA.
* Xo7={S}poisk=2e S — AX.
* Xog={X} poisk=7eX — SA.
* Xig={S}poisk=1eS— AX.
Como S € X3, segue que aabaabaa € L(G). Note, este exemplo, que cada X;; contém apenas um simbolo nio

terminal. No caso geral, X;; pode conter vérios simbolos ndo terminais, conforme eles tenham o mesmo lado direito
satisfazendo as condi¢des anteriores.

Analise deterministica

Os algoritmos apresentados nesta se¢do determinam o pertencimento de uma cadeia a uma linguagem livre de
contexto em tempo exponencial (usando a Forma Normal de Chomsky ou a Forma Normal de Greibach) ou ctibico
com o comprimento da cadeia de entrada (CYK). Solucdes ainda mais eficientes (de tempo linear), para classes
restritas de gramadticas e linguagens livres de contexto, sdo discutidas nas Secdes 4.12 e 4.13.

P&gina 385:

Inserir uma nova Secg¢d&o 4.15, conforme abaixo:

4.15 Lema de Ogden

O Pumping Lemma, conforme explicado na Secdo 4.14, se mostra vilido ndo apenas para as linguagens livres
de contexto, mas também para algumas linguagens que nao sdo livres de contexto. Por isso, ele ndo pode ser usado
para caracterizar as linguagens livres de contexto. A Figura 3 ilustra este fato.

Sensiveis

ao
Contexto
Livres de
contexto
Pumping
Lemma

Figura 3: O Pumping Lemma e as linguagens livres de contexto

Exemplo 4.87 Considere a linguagem L = {a'b/c* | i = jV j = k de forma exclusiva}. Esta linguagem compreende, entre
outras, as sentencas abcc, aabbc, aabbccc etc. Este linguagem, conforme serd provado mais adiante, ndo € livre de contexto. No
entanto, L satisfaz o Pumping Lemma e, portanto, o mesmo néo pode ser usado para provar que L ndo € livre de contexto.

Suponha z = uvwxy = a"b"c™, onde n é a constante do Pumping Lemma e m # n. Como | z |= 2n+m, esta sentenca satisfaz os
critérios para aplicagio do Pumping Lemma. Supondo que L seja livre de contexto, o Pumping Lemma estabelece que | vwx |< n
e Vi,uw'wx'y € L.
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Levando em conta este fato, temos que vwx pode ser formado apenas por simbolos a, ou por simbolos a seguidos de simbolos b,
ou apenas por simbolos b, ou por simbolos b seguidos de simbolos ¢ ou, ainda, apenas simbolos c. Se considerarmos este dltimo
caso, entdo vx contém apenas por simbolos ¢ (um ou mais). Ao bombearmos v e x ndo hé garantias de que a cadeia resultante ndo
pertence a L (pois, para isto acontecer, a quantidade de b deveria ser igual a quantidade de c). Portanto ndo é possivel mostrar
que nesta quebra que cadeia resultante, apds o bombeamento, ndo pertence a linguagem.

Lembre-se: para provar que L ndo € livre de contexto, é necessdrio considerar todas as possiveis quebras uvwxy e mostrar que,
para todas elas, gera-se cadeias que néo pertencem a L. Para provar que L néo ¢ livre de contexto, serd necessario recorrer ao

Lema de Ogden.

A Figura 4 ilustra o fato de que L néo € livre de contexto mas ainda assim o Pumping Lemma falha na prova.

Sensiveis
ao
Contexto

Livres de
contexto

{albick|i=jouj=k
de forma exclusiva }

Pumping

Lemma

Figura 4: Linguagem que ndo pode ser provada ndo ser livre de contexto pelo Pumping Lemma

*

O Lema de Ogden é uma versdo mais forte do Pumping Lemma. Ele é vilido para todas as linguagens livres
de contexto, conforme provado a seguir, mas, assim como o Pumping Lemma, também ¢é vélido para algumas
linguagens que nao sdo livres de contexto. A sua vantagem, no entanto, é que o conjunto de linguagens que nio
sdo livres de contexto e para o qual o Lema de Ogden se mostra vdlido é menor do que o conjunto das linguagens
que nio sdo livres de contexto e para o qual o Pumping Lemma € vélido. Este fato € ilustrado na Figura 5. Em citar
wise1976, David Wise fornece uma condi¢@o necessdria e suficiente para caracterizar uma linguagem como sendo
livre de contexto. Este texto € baseado em citar hopcroft1979 e citar shallit2008.

Sensiveis
ao
Contexto

Livres de
Lo contexto Lema de
y Ogden
o Pumping
Lemma

Figura 5: Pumping Lemma x Lema de Ogden

O Lema de Ogden pode ser usado, portanto, para mostrar que uma linguagem nao € livre de contexto quando o
Pumping Lemma falhar. Nem sempre, no entanto, o Lemma de Ogden podera provar que uma linguagem néo é
livre de contexto. Formulado por William F. Odgen em 1968 (citar ogden1968), o seu objetivo inicial era provar

que certas linguagens sdo inerentemente ambiguas.
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Teorema 4.23 (Lemma de Ogden) Seja L uma linguagem livre de contexto. Entdo, existe uma cons-
tante n tal que, para toda sentenga z € L, | z |> n, em que forem marcados? » ou mais simbolos, entéo
z=uvwxy € (i) vx tem pelo menos um simbolo marcado, (ii) vwx tem no maximo » simbolos marcados e
(iii) Vi > 0,uv'wx'y € L.

Para provar, consideramos n = 2¢*!, onde k € o nimero de simbolos nio-terminais da gramatica G
na Forma Normal de Chomsky que gera L. Da mesma forma que no Pumping Lemma, deve-se construir
um caminho C que va da raiz da arvore de sintaxe que representa z até alguma folha (representada por
um simbolo terminal).

O caminho C devera ser construido colocando-se a raiz da arvore como o vértice inicial de C. Em
seguida (lembre-se que a gramatica esta na Forma Normal de Chomsky):

(a) Se o ultimo vértice de C é um simbolo terminal, o processo de formagao de C termina.

(b) Se o ultimo vértice de C é um simbolo ndo-terminal com um unico filho, escolher este como préximo
vértice de C.

(c) Se o ultimo vértice de C é um simbolo nao-terminal com dois filhos:

i. Se ambos os filhos geram subarvores com simbolos marcados, escolher como préximo vértice
de C o simbolo nio-terminal que possui a maior quantidade de simbolos marcados; se as
quantidades forem idénticas, escolher arbitrariamente o préximo vértice de C. Em qualquer
caso, o pai deste dois filhos é denominado “ponto de ramificagado” (PR, do inglés branch point).

ii. Se um filho gerar uma subdarvore com simbolos marcados e o outro nédo, escolher o primeiro
como préximo vértice de C.

Desta forma, o caminho C é formado por simbolos ndo-terminais terminando sempre com um simbolo
terminal. Entre os simbolos ndo-terminais de C existirdo alguns que sao pontos de ramificagdo e outros
que nao o séo.

Considere agora apenas os pontos de ramificacdo de C (que comparecem em vértices ndo necessari-
amente successivos). Pela maneira como C é construido, é facil notar que, se PR; e PR;.; sao pontos
de ramificagdo consecutivos em C, isto é, PR;, | aparece logo depois de PR; em C, entdo o numero de
simbolos marcados na subarvore gerada por PR;; € no minimo a metade dos simbolos marcados na
subarvore gerada por PR;. Logo, devem existir pelo menos k+ 1 pontos de ramificagdo em C. Senao
vejamos. Suponha que o caminho C possui um Unico ponto de ramificagao:

C=..—>PR—..—>T

onde PR; é um ponto de ramificacdo e T € um simbolo terminal. Neste caso, PR, gera dois simbolos
marcados (2! = 2). De fato, se PR; é um ponto de ramificagdo, & porque se trata de um simbolo n&o-
terminal com dois filhos, sendo que cada filho gera uma subarvore com um Unico simbolo. Suponha
agora que C possui dois pontos de ramificagao:

C=..—>PR)—..—>PR—..—>T

Neste caso, PR, gera uma cadeia com no maximo 4 (2%) simbolos marcados (pois PR; gera uma subar-
vore com pelo menos a metade dos simbolos marcados de PR;). Suponha agora que C possui k pontos
de ramificagdo:

C=...—+PR,—..—PRy—..—PRi—..—T

Neste caso, PR, gera uma cadeia com no maximo 2* simbolos marcados. O mesmo, portanto, vale para
araiz da &rvore. No entanto, como é sabido que a arvore representa uma cadeia com um nimero minimo

2 A marcagio de sum sfmbolo pode ser entendida como qualquer representagio grifica — como um sublinhado, um negrito ou uma cor diferente —
que destaque o simbolo na cadeia.
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de 2**! simbolos marcados (n), segue que C deve conter pelo menos k+ 1 pontos de ramificagdo. Com
k+ 1 pontos de ramificagdo consegue-se um maximo de 2¢*! simbolos marcados, que é a quantidade
minima de simbolos marcados em z. Logo, devem existir no minimo k -+ 1 pontos de ramificagdo em C.

Sabendo que C contém pelo menos k+ 1 pontos de ramificagdo, considere agora os k+ 1 pontos de
ramificagao presentes no final de C (ou seja, mais distantes da raiz e mais préximos da folha da arvore).
Como G possui apenas k simbolos ndo terminais, é fato que pelo menos um deles deve ser repetido
neste trecho de C. Logo, neste trecho C possui dois pontos de ramificagdo associados ao mesmo
simbolo n&o terminal. Digamos que este simbolo seja X. Veja a Figura 6.

Figura 6: Caminho C

O primeiro ponto de ramificagdo pode, portanto, ser o de ordem k+ 1 e com isso vwx pode conter no
maximo 2! = n posi¢ées marcadas. Para calcular a quantidade minima de simbolos marcados em vx,
basta considerar que o X anterior possui dois filhos e é um ponto de ramificacdo. A cadeia w, por outro
lado, é gerada por um destes dois filhos. Logo, v ou x contém pelo menos um simbolo marcado.

A partir deste ponto, a prova procede como no caso do Pumping Lemma:

S =% uXy
X =% vXx
X =% w
ou seja, X = uwviwx'y,Vi > 0. O

Exemplo 4.88 Suponha que o dltimo vértice de um caminho qualquer C seja tal o nimero de simbolos marcados a esquerda seja
zero e a direita diferente de zero. Neste caso, este vértice € adicionado ao caminho C, sem no entanto caracterizar um ponto de
ramifica¢do. Veja a Figura 7.

.. 6simbolos marcados

0 simbolos marcados ™. \ 6 simbolos marcados
\

Figura 7: Vértice de C no qual um dos filhos ndo possui nenhum simbolo marcado
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Suponha agora que o ultimo vértice de um caminho qualquer C seja tal o nimero de simbolos marcados a esquerda seja diferente
de zero e a direita também diferente de zero, porém um diferente do outro. Neste caso, o vértice que € adicionado ao caminho C
¢é aquele que possui a maior quantidade de simbolos marcados e o novo vértice é considerado um ponto de ramificagdo. Veja a
Figura 8.

7~ 6simbolos marcados
PONTO DE
. RAMIFICACAO

2 simbolos marcados . \ 4 simbolos marcados

Figura 8: Ponto de ramificac¢@o de C no qual os filhos possuem quantidades diferentes de simbolos marcados

Finalmente, suponha que o dltimo vértice de um caminho qualquer C seja tal o nimero de simbolos marcados a esquerda seja
diferente de zero e a direita também diferente de zero, porém ambos iguais. Neste caso, o vértice que é adicionado ao caminho
C pode ser qualquer um dos dois e o novo vértice é considerado um ponto de ramificagdo. Veja a Figura 9.

o 6 simbolos marcados 6 simbolos marcados
PONTO DE ’ PONTO DE
RAMIFICACAO

.. RAMIFICACAO

ou

N \ Y
3 simbolos marcados ' 3 simbolos marcados 3 simbolos marcados
] ;

) '

Figura 9: Ponto de ramificag¢do de C no qual os filhos possuem quantidades idénticas de simbolos marcados

A linha tracejada representa, em todos os casos, vértices de C (que podem ou ndo ser pontos de ramificacio). *

O Pumping Lemma requer uma cadeia de comprimento minimo 2~! + 1 a fim de que a 4rvore de derivacfio possua
um caminho com pelo menos k + 1 simbolos ndo terminais, o que garante a existéncia de pelo menos um simbolo
ndo terminal repetido neste caminho, o que por sua vez permite o bombeamento das cadeias v e x.

O Lema de Ogden, por sua vez, requer uma cadeia de comprimento minimo 2¥*! a fim de que a drvore de derivagio
possua um caminho com pelo menos k + 1 pontos de ramificagdo, o que por sua vez garante a exsiténcia de pelo
menos um simbolo ndo terminal repetido neste caminho, e finalmente o bombeamento das cadeias v e x.

A diferenca entre o Lema de Ogden e o Pumping Lemma é que o primeiro bombeia apenas cadeias com simbolos
marcados, independentemente do seu comprimento, ao passo que o segundo bombeia cadeias de comprimentos
definidos. Note que se todos os simbolos da cadeia de entrada z forem marcados, entdo o enunciado do Lema de
Ogden se torna o enunciado do Pumping Lemma (se vx possui pelo menos um simbolo marcado, e ndo existem
simbolos ndo marcados, entdo | vx |> 1; além disso se vwx possui no maximo n simbolos marcados, ¢ néo existem
simbolos ndo marcados, entdo | vwx |< n). Assim, o Pumping Lemma é um caso particular do Lema de Ogden.

Exemplo 4.88 Consideremos novamente a linguagem L = {a'b/ck | i = jV j = k de forma exclusiva}. Mostraremos, a seguir,

que esta linguagem nio é livre de contexto pela aplicagdo do Lema de Odgen (lembre-se de que ndo foi possivel provar isto por
meio do Pumping Lemma). A Figura 10 ilustra este fato.

Seja z = uvwxy = a"b"¢", onde n é a constante do Lema de Ogden, e suponha que todos os simbolos a estdo marcados.
Portanto, z € L e | z |=3n+n! > n. Examinemos agora a cadeia vx. De acordo com o Lema de Ogden, vx deve conter
pelo menos um simbolo marcado, ou seja, vx deve conter pelo menos um simbolo a (uma vez que todos os simbolos a foram
marcados). Existem duas possibilidades para v e x, levando em contato que os simbolos marcados sdo um prefixo de z:

e y=¢ e xcontém um simbolo a, ou
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ao
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Livres de
contexto

Lema de
Ogden

{albick|i=jouj=k
de forma exclusiva }

_____ Pumping
Lemma

Figura 10: Linguagem que € provada ndo ser livre de contexto pelo Lema de Ogden

* v contém um simbolo a e x é qualquer.
A seguir, analisamos as duas possibilidades anteriores, na tentativa de determinar as cadeias v e x:

* Se v =¢€ e xcontém um simbolo a, entdo x pode conter:

— Apenas simbolos a, ou
— Simbolos a seguidos de simbolos b ou

— Simbolos a seguidos de simbolos b e simbolos c.

Nos dois tltimos casos a cadeia uv?wx?y ndo pertence a L pois os simbolos estardo fora de ordem. No primeiro caso,

podemos escrever v como @™, com m > 1. Portanto, uv?wx?y = @b ¢ Lpoisi # je j # k.
* Se v contém um simbolo a e x é qualquer, entdo v pode conter:
— Apenas simbolos a, ou
— Simbolos a seguidos de simbolos b, ou

— Simbolos a seguidos de simbolos b e simbolos c.

Nos dois ltimos casos a cadeia uv?wx%y ndo pertence a L pois os simbolos estardo fora de ordem. No primeiro caso,

podemos escrever v como a”, com p > 1. Por sua vez, x pode conter:

— Apenas simbolos a, ou

Apenas simbolos b, ou

Apenas simbolos ¢, ou

Simbolos a seguidos de simbolos b, ou

Simbolos b seguidos de simbolos ¢, ou

— Simbolos a seguidos de simbolos b e simbolos c.

Nos trés dltimos casos a cadeia uv?wx?y ndo pertence a L pois os simbolos estardo fora de ordem. Portanto, x = a? ou

x = b? ou x = ¢4 para algum ¢. Se x = a7 entdo uv>wx>y ¢ Lpoisi# je j#k. Sex=c? entdo wwxty ¢Lpoisi#je
J # k. Resta analisar o caso x = b?, conforme dos valores de p e g:

— Se p # g, entdo basta escolher i = 0. Neste caso, temos que i 7 j (pois as quantidades de a e b que eram originalmente
iguais, ao subtrair quantidades diferentes tornam-se diferentes) e j # k (pois j torna-se ainda menor do que k),
portanto uwy ¢ L.

— Se p = ¢, entdo basta escolher i = ”;‘ + 1. Neste caso, temos que w'r Thpx e 1 y deveria pertencer a L. Substituindo

! ! ! . ! ! ! !
v por a” e x por b” obtemos ua’ad*wb”b’" """ ou ainda uva™ wxb™ "™, Como uvwxy = a"b"* "™, segue que
! ! ! ! ! ! .. . . ~
uvd® wxb’™ ¢ = ya™ M wh" T M ou seja i = j = k e portanto a cadeia resultante nio pertence a L.

Em todos os casos, mostramos que todas as quebras possiveis de z geram pelo menos uma cadeia que néo pertence a L. Logo, L
ndo ¢ livre de contexto. *

Exemplo 4.89 Considere agora a linguagem L = {ab/ c |i# jAj#kNi#k}. Mostraremos, a seguir, que esta linguagem néo
¢ livre de contexto pela aplicagdo do Lema de Odgen.
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. . ! ! z 7
Considere a cadeia z = a"b"t"'¢"+2"" onde n ¢ a constante do Lema de Ogden, com todos os simbolos @ marcados. Claramente,

z€ Le|z|>n. Entdo, de acordo com o Lema de Ogden, z = uvwxy com as respectivas propriedades. Assim como no exemplo
anterior, vamos tentar inferir a respeito das cadeias v e x.

Se v ou x contiverem dois simbolos distintos, entdo wv>wx?y ¢ L (pois isso altera a ordem dos simbolos). Portanto, v e x sdo
formadas por um tnico simbolo. De acordo com o Lema de Ogden, v ou x devem conter pelo menos um simbolo a (pois apenas
os simbolos a sao marcados). Portanto:

e vecatexeb* ou

e veatexect ou

eveatexca’

Consideremos os trés casos acima.

No primeiro caso (v € a™ e x € b*), seja p =| v |. Portanto, v = a”. Como v € a™ e existem n simbolos a marcados, segue que
1 < p < n. Como consequéncia, segue que p divide n!. Seja g = ”;' e considere i = 2g+ 1. Logo:

w it ety e

Substituindo v por a” obtemos:
Ma2pq+p Wx2q+1y

Substituindo pg por n! obtemos:
ua2n!+pwx2q+1y

Considere agora i = 0. Como v = a”, entdo uwy contém n — p simbolos a. Entdo, a cadeia acima (com i = 2¢ + 1) contém
(n—=p)+2g+1)p=n—p+2pg+ p=n+2n! simbolos a. Como nem v nem x contém simbolos ¢, a quantidade deste simbolo
permanece inalterada, ou seja, n+2n!. Consequentemente i = k e a cadeia resultante ndo pertence a L.

No segundo caso (v € a™ e x € ¢*), seja p =| v |. Portanto, v = a”. Como v € a™ e existem n simbolos a marcados, segue que
1 < p < n. Como consequéncia, segue que p divide n!. Seja g = HF’ e considere i = g+ 1. Logo:

wT wxdly e L

Substituindo v por a” obtemos:
ua”‘””wx‘f“y

Substituindo pg por n! obtemos:
ud" T Pwxtly

Considere agora i = 0. Como v = a”, entdo uwy contém n — p simbolos a. Entdo, a cadeia acima (com i = g + 1) contém
(n—p)+(g+1)p=n—p+ pg+ p =n+n! simbolos a. Como nem v nem x contém simbolos b, a quantidade deste simbolo
permanece inalterada, ou seja, n+n!. Consequentemente i = j e a cadeia resultante ndo pertence a L.

. . . . !
No terceiro caso (v € a* e x € at), seja p=|v| e ¢ =| x |. Portanto, v = a” e x = a?. Considere i = 71 + 1. Logo:

uv(ﬁH)vvx(ﬁH)y eL
Substituindo v por a” e x por a? obtemos:

Man(,,%ﬁl)waq-(,,%ﬁl)y
Considere agora i = 0. Como v = a” e x = a4, entdo uwy contém n — p — g simbolos a. Entdo, a cadeia acima (com i = p”—iq +1)
contém (n—p—q)+ (2= +1) - p+ (LL +1)- g = n+n! simbolos a. Como nem v nem x contém simbolos b, a quantidade

i Prq . . =
deste simbolo permanece inalterada, ou seja, n+n!. Consequentemente i = j e a cadeia resultante ndo pertence a L.

Em todos os casos, mostramos que todas as quebras possiveis de z geram pelo menos uma cadeia que néo pertence a L. Logo, L
ndo ¢ livre de contexto. *

Como mostram os exemplos anteriores, a aplicacdo do Lema de Ogden, para provar que uma linguagem nao € livre
de contexto, é mais elaborada do que a aplica¢do do Pumping Lemma. Deve-se ndo apenas escolher uma sentenga
adequada, como também escolher os simbolos marcados e usar de bastante engenhosidade para mostrar que o Lema
de Ogden ndo € observado. Por esses motivos, o uso do Lema de Ogden é normalmente restrito aos casos em que 0
Pumping Lemma nao é capaz de provar que a linguagem em questdo nao € livre de contexto.
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45.

46.

47.

48.

P&gina 392:

Remover todo o conteudo a partir de “Conforme o Algoritmo 4.15” até “presente publicacdo.”
(pdgina 394).

Adicionar no lugar “Conforme a Secdo 4.11”

Pagina 394:
Substituir “Por outro lado, conforme o Algoritmo 4.11” por “Conforme o Algoritmo 4.11”

P&dgina 395:

Inserir, ao final do paré&grafo “Uma maneira alternativa...”

“Em outras palavras, basta verificar se a raiz da gramdtica ¢ um simbolo ttil (Teorema 4.5). Este método pode ser
usado em qualquer tipo de gramatica livre de contexto.”

Pagina 444:
Inserir uma nova Secgdo 5.3, conforme abaixo:

5.3 Gramaticas de atributos

Concebidas originalmente por Knuth (em citar knuth1968), com extensdes fornecidas por Wegner (citar knuth1990),
as gramadticas de atributos sdo a culminacao de um trabalho iniciado por Edgar T. Irons com as linguagens Algol 60 e
IMP, também na década de 1960 (citar irons1961). A histdria da invengao das gramadticas de atributos é contada em
detalhes em citar knuth1990. Um pequeno resumo com exemplos pode ser encontrado em citar sebesta2012. Textos
mais completos e detalhados estdo disponiveis em citar fischer1988 (Capitulo 14), citar slonneger1995 (Capitulo 3)
e citar waite1984 (Capitulo 8).

Uma gramatica de atributos € uma gramadtica livre de contexto estendida com atributos, fungdes de avaliacdo dos
atributos e, eventualmente, predicados (ou condicdes). Gramdticas de atributos se prestam para dois objetivos
principais (os quais, como o leitor poderd perceber, estendem o poder das gramaticas livres de contexto subjacentes):

* Elas podem ser usadas para representar as dependéncias de contexto de uma linguagem de programacao (por
exemplo, verificando se os identificadores foram declarados, se os tipos dos operadores sdo compativeis entre
si etc). Alguns autores chamam, erronamente, tais dependéncias de contexto de semantica estética.

* Elas podem ser usadas para representar a semantica (ou seja, o significado) de uma sentenga calculando, por
exemplo, o valor nimerico de uma expressao aritmética ou gerando um c6digo para uma outra maquina que
representa a semantica do comando traduzido.

No primeiro caso, uma gramadtica de atributos pode substituir com vantagens uma gramatica sensivel ao contexto,
normalmente dificil de ser lida e construida. No segundo caso, € possivel especificar um compilador inteiro por
meio de uma gramdtica de atributos, e usar a mesma para gerar automdticamente tal compilador (principalmente
para verificac@io de contexto e geracdo de c6digo). Tipicamente gramadticas de atributos servem aos dois propdsitos,
sendo usadas, direta ou indiretamente, na constru¢io de compiladores.

Gramaticas de atributos foram bastante usadas e objeto de muita pesquisa no final da década de 1960 e na década
de 1970. Depois disso elas cairam em desuso. Apesar de serem relativamente simples, graméticas de atributos para
linguagens de programacao reais podem se tornar muito grandes e complexas, podendo inclusive impactar de forma
significativa o desempenho dos compiladores construidos a partir das mesmas.

Ainda assim, a ideia fundamental das gramadticas de atributos (ou seja, o enriquecimento de uma gramética livre
de contexto com atributos) permanece atual, estando presente em virtualmente todos os compiladores existentes, e
dando origem a uma técnica importante de compilag@o, conhecida como Tradugdo Dirigida por Sintaxe (do inglés
SDT — Syntax Directed Translation), em que o analisador sintatico comanda toda a operagdo do compilador (citar
aho2006). Neste contexto, as gramdticas de atributos recebem o nome de Defini¢cdes Dirigidas por Sintaxe (do
inglés SDD — Syntax Directed Definition).

Algumas ferramentas, como é o caso do YACC (citar johnson1978, sigla de “yet-another-compiler-compiler”)
aceitam como entrada uma gramatica de atributos na qual a gramatica livre de contexto é enriquecida com func¢des
de avaliacdo dos atributos escritos na linguagem C. Como resultado, o YACC € capaz de gerar um compilador
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completo a partir da gramadtica de atributos fornecida na entrada. O analisador sintdtico ascendente gerado pelo
YACC ¢é complementado pelas funcdes especificadas pelo usudrio, nos pontos em que elas devem ser acionadas.
Em um caso como o do YACC, a gramitica de atributos da entrada é capaz de efetuar tanto a verificacdo das
dependéncias de contexto da linguagem-fonte, quanto as a¢des semanticas necessdrias a gera¢do do codigo-objeto.

Seja G = (V,X,P,S) uma gramdtica livre de contexto. Uma gramdtica de atributos é construida a partir de G, da
seguinte foma:

* Cada simbolo (terminal ou ndo terminal) de G estd associado a uma quantidade finita de atributos (ou varidveis,
no sentido usual do termo). Assim, se X € V, entdo A(X) denota o conjunto de atributos de X.

* Os atributos de um simbolo podem ser de dois tipos: sintetizados (S) ou herdados (H). Portanto, A(X) =
S(X)UH(X).

» Cadaregra da gramadtica (elemento de P) estd associada a zero ou mais func¢des de avaliag@o de atributos. Uma
funcido de avaliac@o de atributos ¢ um comando de atribuicdo com um atributo (varidvel) do lado esquerdo e
uma expressao (formada por varidveis e literais) do lado direito. Se U — XY...Z€ P,comU € NeX,Y,....Z €
V, entdo deve haver uma funcdo para cada atributo sintetizado de U e uma fung¢do para cada atributo herdado
de X,de?, ... e de Z. Ou seja, supondo que U possua us atributos sintetizados e uh atributos herdados, que X
possua xs atributos sintetizados e xh atributos herdados e assim por diante:

- AWU)=S(U)UH(U),com S(U) = {suy,...,suys} e HU) = {huy,...,hu, }

- AX)=S(X)UH(X), com S(X) = {sx1, ..., 5% } € H(X) = {hxy, ..., hxe }

- AY)=SY)UH(Y),comS(Y) = {sy1,....,s¥ys} e H(Y) = {hy1,...,hyy, }

- A(Z)=S(Z)UH(Z),com S(Z) = {sz1,...,52;s } e H(Z) = {hzy, ..., hzzn }
Entdo, o seguinte conjunto de fung¢des de avaliagdo de atributos devem ser definidas para aregraU — XY...Z
de G:

— su; é fungdo dos argumentos contidos em H(U) UA(X)UA(Y)U...UA(Z)

— suys € funcdo dos argumentos contidos em H(U) UA(X)UA(Y)U...UA(Z)
hx; é fungdo dos argumentos contidos em A(U)US(X)US(Y)U...US(Z)

hx,y, é fungdo dos argumentos contidos em A(U) US(X)US(Y)U...US(Z)
hy, é fun¢do dos argumentos contidos em A(U)US(X)US(Y)U...US(Z)

hyy € fungdo dos argumentos contidos em A(U) US(X)US(Y)U...US(Z)

hz; é fungdo dos argumentos contidos em A(U) US(X)US(Y)U...US(Z)

— hzg, é fungdo dos argumentos contidos em A(U) US(X)US(Y)U...US(Z)

Note, acima, que sdo apresentadas uma funcdo de avaliacdo de atributos para cada atributo sintetizado de U e
uma funcio de avaliacdo de atributos para cada atributo herdado de XY, ..., Z.

Note, também, que o valor de um atributo sintetizado correspondente ao lado esquerdo de uma regra pode ser
func¢do dos tributos herdados do mesmo simbolo e dos atributos (quaisquer) dos simbolos que comparecem
do lado direito da regra. Por outro lado, o valor de um atributo herdado que comparece no lado direito de
uma regra pode ser funcdo dos atributos (quaisquer) do simbolo do lado esquerdo da regra e dos atributos
sintetizados dos simbolos que comparecem do lado direito da regra. A defini¢do dos atributos que podem ser
usados para produzir o valor de um outro atributo varia de autor para autor. A convengio adotada aqui é de
citar slonneger1995.

No caso particular de U possuir apenas um atributo sintetizado e nenhum herdado, e cada um dos simbolos X,
Y, ... e Z possuir apenas um atributo herdado e nenhum sintetizado, entdo as func¢des de avaliacdo de atributos
para esta regra se reduzem a:
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— su é funcdo dos argumentos contidos em H(U) UA(X)UA(Y)U...UA(Z)
— hx é fungdo dos argumentos contidos em A(U) US(X)US(Y)U...US(2)
— hy é fun¢do dos argumentos contidos em A(U)US(X)US(Y)U...US(Z)

hz é fungdo dos argumentos contidos em A(U) US(X)US(Y)U...US(Z)

* Cada regra de G estd associada a um conjunto (eventualmente vazio) de predicados ou condi¢des. Um

predicado é uma proposi¢do construida a partir dos atributos dos simbolos da regra em questdo, e deve
produzir VERDADEIRO apés a aplicacdo da regra gramatical e avaliacdo dos seus atributos. Se o pre-
dicado produzir resultado FALSO a cadeia de entrada € rejeitada. Considerando novamente a regra U —
XY...Z, um predicado pode ser expresso como uma proposi¢do usando como argumentos os elementos de
A(U)UAX)UA(Y)U...UA(Z).
A defini¢@o original das gramaticas de atributos ndo contempla os predicados. Estes sdo introduzidos apenas
para facilitar a interrup¢@o da andlise caso alguma regra de contexto seja violada pela cadeia de entrada.
De qualquer forma, a condi¢do de parada com rejeicdo pode ser simulada pelas funcdes de avaliagdo de
atributos com a chamada de alguma rotina que execute esta funcio. O uso de predicados associados as regras
gramaticais € mencionado em citar sebesta2012; eles também sdo usados em citar waite1984, slonneger1995,
mas com o nome de “condi¢des”.

Observagdes importantes:

(a) Cada funcao de avaliacdo de atributos pode referenciar apenas os atributos da regra em questao.

(b) Atributos sintetizados dos simbolos X,Y,...Z e atributos herdados de U sdo avaliados pelas respectivas fun-
coes, quando estes simbolos comparecerem na drvore respectivamente como pais e filhos.

(c) Deve-se evitar circularidade (por exemplo x =y e y = x) pois nestes casos nio € possivel avaliar os atributos.

(d) Os atributos herdados da raiz da gramatica (S) sdo argumentos recebidos do sistema e os atributos sintetizados
dos simbolos terminais (os tokens da linguagem) sdo os respectivos valores.

(e) Quado o mesmo simbolo comparecer mais de uma vez numa mesma regra, serdo usados indices para diferencia-
los conforme a posi¢do em que ocorrem na regra.

(f) Funcdes de avaliagdo de atributos sdo envolvidas por linhas finas, como em .

(g) Predicados s@o envolvidos por linhas grossas, como em | exemplo |.

Em linhas gerais, atributos sintetizados servem para transferir dados de baixo para cima na arvore sintdtica. Atri-
butos herdados servem para transferir dados de cima para baixo. Desta maneira, dados relevantes podem circular
livremente pela arvore de sintaxe, tendo os seus valores definidos (ou atualizados) e consultados nos pontos onde
houver necessidade.

Exemplo 1:
Conside a gramdtica do Exemplo 4.7, porém modificadade tal forma que, no lugar de a e b, sejam usados os
algarismos 0 até 9:

E — T+E
E —» T
T — FxT
T — F
F — 0
F — 1
F — 2
F — 3

[\
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Esta gramatica gera sentengas como 1+2,34+4x5e (3+4)x(546). A gramdtica de atributos apresentada a seguir
transforma estas expressdes no valor numérico das mesmas, conforme a ordem usual de avaliacdo:

~—

E — T+H+E
|E_l.val := T.val + E_2.val
E —» T
E.val := T.val
T — FxT

| T_l.val := Fval * T_2.val

T.val := F.val

F.val :=0

—

F.val :=

F.val :=2

F.val :=3

F.val :=4

F.val :=5

F.val :=6

F.val :=7

val :=8

(98]
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F.val := E.val

<

Aqui sdo usados apenas atributos sintetizados:
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* A(E)=S(E)UH(E),com S(E)={val} e H(E) = {}
* A(T)=S(T)UH(T),com S(T) ={val} e H(T) = {}
* A(F)=S(F)UH(F),com S(F)={val} e H(F) = {}

O tipo destes atributos (E.val, T.val e F.val) é nat (de nimero natural), “+” indica a operacdo de soma e “*” indica
a operacdo de multiplicacdo. A notacdo E.val indica uma referéncia ao atributo val do simbolo nao-terminal E.

Desta forma, as sentencgas 1 +2,3+4x5e (3+4) * (54 6) produzem, respectivamente:
e 142
3

e 34+4x5:
23

« 3+4)%(5+6)
77

A figura a seguir ilustra uma édrvore de derivac@o para a sentenca (3 +4) x (5+ 6) devidamente decorada com os
seus atributos avaliados.

E Eval:=77

Tval:=77

T Tval:=11
‘ E.val:=7 ‘ ) F Fval:=11
E

Eval:=11 )

‘
Fvar:=4 Fval:=5 F T | Tval=6
F
6

T + E | Eval=4 (

| ‘ PN

| ‘ e

Fval:=3 | F T ‘T.val:=4 ‘ Tval:=5 T +

3

Figura 11: Arvore de derivacio e atributos para (3 +4) * (5 +6)

Exemplo 2:
Considere novamente a gramdtica do Exemplo 4.7 que gera expressdes aritméticas com soma, multiplicacdo e
parénteses sobre o terminal a. Ela é modificada para usar a e b ao invés de apenas a e ¢ apresentada a seguir:

E — T+E
E —» T
T — FxT
T — F



b
(E)

N N m
L1

Esta gramadtica gera sentengas como a+a, a+axb e (a+a)*(b+b). A gramdtica de atributos apresentada a
seguir transforma estas sentengas da notac@o infixa (em que os operadores sdo usados entre os operandos) para
c6digo-objeto de uma maquina de piha hipotética com as instru¢des PUSH (que insere o valor argumento no topo
da pilha), ADD (que retira dois valores do topo da pilha substituindo-os pela soma deles) e MUL (que retira dois
valores do topo da pilha substituindo-os pela multiplicacao deles):

E — T+E
‘ E _1.code :=T.code ++ E_2.code ++ 'ADD’
E —- T
| E.code := T.code
T — FxT
‘ T _1.code :=F.code ++ T_2.code ++ "MUL’
T — F
| T.code :=F.code |
F — a
| F.code :="PUSH a’
F — b
| Ecode := "PUSH b’
F — (E)

| F.code := E.code |

Note, também neste caso, que todos os atributos sdo sintetizados (E.code, T.code e F.code). O tipo destes atributos
¢ string (ou cadeia de caracteres) e “++” indica a operacdo de concatenagdo de cadeias. Cadeias de caracteres (ou
strings) literais sdo demilitadas por um apdstrofe simples (*). Portanto:

« A(E)=S(E)UH(E), com S(E) = {code} e H(E) = {}
« A(T) =S(T)UH(T), com S(T) = {code} e H(T) = {}
« A(F) = S(F)UH(F), com S(F) = {code} e H(F) = {}

Desta forma, as sentencas a+a, a+ax*be (a+ a) * (b+ b) produzem, respectivamente, os seguintes c6digos:

* a+ta:
PUSH a
PUSH a
ADD

e ataxb:
PUSH a
PUSH a
PUSH b
MUL
ADD

* (a+a)*(b+Db):
PUSH a
PUSH a
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ADD
PUSH b
PUSHDb
ADD
MUL

Como ilustragdo, apresentamos a seguir a drvore de derivagfo para a sentenga (a+a) * (b+b) devidamente decorada
com atributos e seus respectivos valores.

E.code:=PUSH a

E PUSH a
ADD
PUSH b
PUSH b
T ADD T.code:=PUSH a
F.code:=PUSH a MUL PUSHa
PUSH a ADD
ADD PUSH b
F * T | T.code:=PUSH b PUSH b
F.code:=PUSH b PUSH b ADD
PUSH b ADD MUL
E.code:=PUSH a ADD
PUSH a E ) F
ADD . R
T T E.code:=PUSH b

™~ PUSH b

Tcode:=PUSHa | T + E | E.code:=PUSH a ( E ) ADD

e .
F.code:=PUSHa F T ‘ T.code:=PUSH a ‘ T.code:=PUSH b ‘ T + E ‘ E.code:=PUSH b ‘
| |
| | |
a F | Fode:=PUsH a Feode:=PUsHb | F T | Tcode:=PUSH b

: 0 =TTy

b
Figura 12: Arvore de derivacio e atributos para (a +a) % (b +b)

Exemplo 3:
Considere a gramatica livre de contexto do Exemplo 5.3, reproduzida a seguir:

Programa — Declaracoes Comandos
Declaracoes — Declaracoes Declaracao
Declaracoes — &€

Declaracao — “%” Identificador
Comandos — Comandos Comando
Comandos — €
Comando — “#’ Identificador “ =" Expressao

Expressao — Expressao “+ " Expressao

Expressao — Expressao “x” Expressao

Expressao — Identificador

Identificador — “a”
Identificador — *“b”
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Identificador — “c
E exemplo de sentenca pertencente a esta linguagem (as varidveis a e b sdo declaradas e depois usadas no comando):

Yoa
%b
#a=a+b

A gramdtica apresentada, no entanto, como € sabido, ndo é capaz de representar as dependéncias de contexto da
linguagem, a saber:

* Um mesmo nome (a, b ou c¢) ndo pode ser declarado mais de uma vez.

* Todos os nomes usados em um comando (tanto do lado esquerdo quanto do lado direito) devem ter sido
previamente declarados.

Ela permite, por exemplo, que as seguintes cadeias sejam geradas:
* A varidvel a é duplamente declarada.

Yoa
Yoa
#ta=a+b

e A variavel ¢ ndo € declarada.

Yoa
%b
#ta=b+c

Uma gramadtica de atributos, tendo esta gramadtica livre de contexto como subjacente, pode ser construida com o
objetivo de garantir que as dependéncias de contexto da linguagem sejam observadas.

Diferentemente dos exemplos anteriores, a gramdtica de atributos apresentada a seguir possui atributos sintetizados
e herdados, além de alguns predicados:

* A(Declaracoes) = S(Declaracoes) U H(Declaracoes),
com S(Declaracoes) = {tab} e H(Declaracoes) = { }

» A(Declaracao) = S(Declaracao) U H(Declaracao),
com S(Declaracao) = {tab} e H(Declaracao) = {}

» A(Identificador) = S(Identificador) U H (Identificador),
com S(Identificador) = {val} e H(Identificador) = {}

* A(Comandos) = S(Comandos) U H(Comandos),
com S(Comandos) = {} e H(Comandos) = {tab}

» A(Comando) = S(Comando) U H(Comando),
com S(Comando) = {} e H(Comando) = {tab}

» A(Expressao) = S(Expressao) U H(Expressao),
com S(Expressao) = {} e H(Expressao) = {tab}

Observe a introdugdo de trés predicados. O primeiro exige que os identificadores declarados sejam unicos. Ou seja,
que toda nova varidvel declarada ndo faca parte do conjunto das varidveis declaradas até aquele ponto. O segundo
exige que toda varidvel usada no lado esquerdo de um comando tenha sido previamente declarada. O terceiro, que
toda varidvel usada em uma expressao tenha sido previamente declarada.
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Programa

Declaracoes

Declaracoes

Declaracao

Comandos

Comandos

Comando

Expressao

Expressao

Expressao

Identificador

Identificador

Identificador

%

14

Declaracoes Comandos

| Comandos.tab := Declaracoes.tab

Declaracoes Declaracao

‘ Declaracoes_1.tab := Declaracoes_2.tab U Declaracao.tab

Declaracao.tab ¢ Declaracoes_2.tab

€

Declaracoes.tab := 0 |
“%” Identificador

| Declaracao.tab := Identificador.val |

Comandos Comando

‘ Comando.tab := Comandos_1.tab ‘

‘ Comandos_2.tab := Comandos_1.tab ‘

€

“#” Identificador “ =" Expressao

‘ Expressao.tab := Comando.tab ‘

I Identificador.val C Comando.tab I

Expressao “+” Expressao

‘ Expressao_2.tab := Expressao_1.tab ‘

‘ Expressao_3.tab := Expressao_1.tab ‘

Expressao “x” Expressao

‘ Expressao_2.tab := Expressao_1.tab ‘

‘ Expressao_3.tab := Expressao_1.tab ‘
Identificador

Identificador.val C Expressao.tab

[Tl

a

Identificador.val := {’a’ } ‘
6‘b79
Identificador.val := {’b’} ‘

9

c

‘ Identificador.val := {’c’} ‘

Observe, na gramdtica acima, que, para cada regra, existem tantas funcdes de avaliagdo de atributos quanto sejam
os atributos sintetizados do lado esquerdo da mesma e os atributos herdados do lado direito da mesma.

Essencialmente, esta gramdtica de atributos produz uma tabela de simbolos (na forma de um conjunto, de baixo
para cima) com todos os nomes declarados até um certo ponto. Depois, esta tabela é repassada para o lado direito
da arvore (onde ficam os comandos, de cima para baixo) para verificar se os nomes usados fazem parte da tabela de
simbolos (e portanto foram previamente declarados). Todos os atributos possuem tipo conjunto de caracteres.

Desta forma, as cadeias %a%b#a = a + b, oa%atta = a+ b e Ya%b#a = b + ¢ produzem, respectivamente, as
seguintes arvores decoradas:
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oessaidxy + oessaJdx3 e
{.e,}=:enopeayinuap)
fae}ole) {a/®)=qevoessaudxy | oessaudx3y = Jopedjipuap| #
e
{,e,}=:|enuopedyynuap| ;
0
q Jopeayuap| %
{.9,}=:|easopesnynuap|
%
3 Jopeoyiuap| {2,}=:qeyoesesepaq ; oeoelepaq

{q,"e,}=:qey'sopuewo)
{@'r)=gevopuesiod | opuewo) sopuewo) oedesepag A | oslel | ssosesepaq
{,9,}=:qeyoesesepaq 7 7 (e)=qeseooeiepag

{q,'2,}=qeysopuewoy | SOPUBWOD) Va {elala} saooeJe|daQ

{q,e,}=:qey'saodesepaq
eweJs3oid

3

sa0deJe|daq

P=:qey'saodese|raq 7

'

Figura 13: Arvore de derivagdo e atributos para %a%b#a = a+ b

33



{}=tlexs0peaynuapl

Jopeayuap|

{q:e)o(a} {q,"e,}=:qeyoessaidx3

s {a:e}ole} {q'e}=iqeroessaidx3 |  OBSSAIAXT =

{q, 2, }=:qeyopuewo) opuewo)

{q,'®,}=:qey'sopuewo)

sopuewo)

sopuewo)

{.e,}=:lenopeaynuap|
Jopedunuap|

oessaudxy + oessaldx3

Camole) | | (arel=aevoessaiia

e
{.e,}=:en1opesyiuap)

Jopeoynuspl  #

e
{,e,}=:|eniopeayynnusp|
[ 3
€ Jopeayuap) %
{.9,}=:1ensopeaynuap)
() —
Jopeayiuap| % (®)=qeromerepaq | ORIRIRIID(Q saodelepag

@=:qey'sa00eIe|22Q
oeserepag A | w03te) | ssooesepag

{,&}=:qexoesesepag I
{.&,}="qersaooeiepag

X | taelzte) | saooeseppag

{q,"e }=:qeysaosesepag

eweJsdoud

Arvore de derivacdo e atributos para %a%a#a =a+b

'

Figura 14
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Figura 15: Arvore de derivacio e atributos para %a%b#a = a + c

Note que as drvores sdo decoradas ndo apenas com os valores dos atributos determinados pelas fun¢des de avali-
acdo dos atributos, como nos exemplos anteriores, mas também com o resultado da avaliacdo dos predicados. No
primeiro caso, todos os predicados produzem VERDADEIRO (denotado por v'). No segundo e terceiro casos, ha
um predicado em cada que resulta FALSO (denotado por X), causando a rejei¢éo da entrada.

Os Exemplos 1 e 2 ilustram o uso de uma gramadtica de atributos para representar a semantica (ou seja, o significado)
de uma sentenca. No Exemplo 1 € usada a chamada “seméantica denotacional”, pois o significado de uma sentenga
¢ representado pelo valor que é calculado durante a sua geracdo. No Exemplo 2 é usada a chamada “semantica
operacional", em que o significado de uma sentenca ¢ traduzido em termos das instru¢des de uma maquina mais
simples. O Exemplo 3 ilustra o uso de uma gramdtica de atributos para representar as dependéncias de contexto
(portanto sintaxe) da linguagem, sem ter nenhuma relagdo com a semantica (significado) das suas sentengas. Na
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49.

50.

51.

52.

pratica, gramadticas de atributos sdo usadas para as duas finalidades.

Normalmente o compilador cria um grafo de dependéncia dos atributos, de forma que todos eles possam todos ser
avaliados corretamente, em alguma ordem (desde que ndo existam circularidades). Os atributos podem ser avaliados
durante o curso da prépria andlise sintdtica ou, alternativamente, pode-se gerar uma arvore com uma representagao
intermedidria do programa e decorar a mesma com os atributos de cada né. Sé entdo, numa fase posterior, o0s
atributos s@o avaliados. No Capitulo 14 de citar fischer1988 discute-se em detalhes a questdo da ordem de avaliacdo
dos atributos, criando como consequéncia uma taxonomia de gramdticas de atributos.

Outra tentativa de superar as limitacdes das gramadticas livres de contexto, por meio de extensdes destas, na repre-
sentacdo das dependéncias de contexto da linguagem-fonte, sdo as gramaticas-W (citar wijngaarden1965, chastel-
lier1969, koster1974), também conhecidas como graméticas de van Wijngaarden (o seu inventor) ou ainda gram4-
ticas de dois niveis. Elas recebem este nome pois cada definicao consiste em duas gramdticas, sendo que uma elas
gera as regras que sio usadas pela segunda. Gramaticas-W foram usadas pela primeira vez na definicao formal da
sintaxe da linguagem de programacgdo Algo-68 (citar wijngaarden1981). Mais informacdes, com exemplos, podem
ser encontradas em citar slonneger1995 (Capitulo 4).

Gramaticas de atributos e gramdticas-W servem, portanto, para a representaciio formal das dependéncias de contexto
e da semantica de linguagens de programagao. Elas foram bastante usadas na década de 1960, mas deixaram de ser
usadas desde entdo. No entanto, elas (principalmente as gramadticas de atributos) introduziram conceitos que ainda
hoje sdo relevantes para a construcao de compiladores.

Padgina 455:

Inserir, depois do parégrafo “Linguagens sensiveis ao contexto...”

o paragrafo:

“Uma Mdquina de Turing com fita limitada é, por definicdo, ndo deterministica, mas também é possivel definir
uma versdo deterministica dela (modificando a funcdo de transicdo de maneira correspondente). Entretanto, ndo
se sabe ainda se as Mdquinas de Turing com fita limitada ndo deterministicas reconhecem a mesma classe de
linguagens que as Mdquinas de Turing com fita limitada deterministicas (citar linz201 1, citar wiki-lba).”

Pagina 552:

Teorema 7.7:

Inserir, depois de “Ly,LpelLg”:

“, respectivamente Teoremas 6.5, 6.6 € 6.7
Inserir, depois de “que asaceitam”:
“ (respectivamente Teoremas 7.8, 7.9 e 7.10)”

Pagina 591:
Glossario
Acrescentar os seguintes termos:

Algoritmo CYK Algoritmo que verifica se uma dada cadeia de simbolos é gerada por uma gramatica livre de
contexto (qualquer). O nome deriva das iniciais dos seus inventores, Cocke, Yunger e Kasami.

Contradicao Proposicdo que ¢ sempre falsa, qualquer que seja a atribui¢do de valores as varidveis da mesma.
Exemplo: x A = x.

Gramatica de atributos Gramatica livre de contexto estendida com atributos (varidveis), fungdes de avaliacio de
atributos e eventualmente predicados. Permite a representacdo formal das dependéncias de contexto e da
semantica das linguagens de programacao.

Lema de Ogden Versio mais forte do Pumping Lemma para as linguagens livres de contexto. E usado, principal-
mente, para provar que uma linguagem ndo € livre de contexto.

Tautologia Proposicdo que é sempre verdadeira, qualquer que seja a atribuicdo de valores as varidveis da mesma.
Exemplo: xV — x.

P4dgina 602:
fndice remissivo:
Acrescentar:
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“concatenacgdo de cadeias, 65”
“associatividade, 65”
“comutatividade, 65
“elemennto neutro, 65
“comprimento, 65”

53. Pagina 602:
fndice remissivo:
Substituir “concatena¢do” por ‘“‘concatenacdo de linguagens, 68”.

54. Pagina 605:
fndice remissivo:
Substituir “reversdao” por ‘“reversa’.

55. Pagina 607:
Indice remissivo:
Acrescentar:
“reverso de cadeia, 65”
“idempoténcia, 65”
“cadeia de cadeias, 66

56. Pagina 607:
fndice remissivo:
Acrescentar:
“reverso de linguagem, 72”
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