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Programas

Conceitos básicos

◮ Conjunto de instruções que estabelecem a seqüência em que certas
“operações” e “testes” devem ser executados;

◮ Objetiva manipular dados de entrada, produzindo as saídas desejadas;
◮ A “estrutura de controle” do programa define a maneira como as

operações e os testes são sequenciados no tempo;
◮ Tipos de estrutura de controle:

◮ Monolítica (“flowchart programas”);
◮ Iterativa (“while programs”);
◮ Recursiva (“procedure programs”).

◮ Composição “sequencial”;
◮ Identificadores de operações: F, G, H, ...
◮ Identificadores de testes: T1, T2, T3, ...
◮ Operação vazia: X
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Programas

Programas monolíticos
Conceitos

◮ “Programas com desvios arbitrários”;
◮ Um único bloco;
◮ Elementos de estruturação:

◮ Desvios condicionais;
◮ Desvios incondicionais.

◮ Representações:
◮ Gráfica (fluxograma);
◮ Textual (conjunto de instruções rotuladas).
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Programas

Programas monolíticos
Componentes
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Programas

Programas monolíticos
Fluxograma
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Programas

Programas monolíticos
Definição

Uma “instrução rotulada” é uma cadeia finita de caracteres que possui um
dos seguintes formatos:
◮ r1: faça F vá_para r2 (operação simples)
◮ r1: faça X vá_para r2 (operação vazia)
◮ r1: se T então vá_para r2 senão vá_para r3 (teste)

onde r1, r2 e r3 são rótulos numéricos, F é um identificador de operação e
T é um identificador de teste.
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Programas

Programas monolíticos
Definição

Um “programa monolítico” P é um par ordenado

P = (I, r)

onde:
◮ I é um conjunto (finito) de instruções rotuladas;
◮ r é o rótulo inicial.

Observações:
◮ Duas instruções não podem ter o mesmo rótulo;
◮ Rótulos finais são aqueles que são referenciados mas não estão

associados a nenhuma instrução.
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Programas

Programas monolíticos
Exemplos

Exemplos de programas monolíticos:
◮ P1 = (I1, 1), onde I1 = {

1: faça F vá_para 2,
2: se T1 então vá_para 1 senão vá_para 3,
3: faça G vá_para 4,
4: se T2 então vá_para 5 senão vá_para 1}

◮ P2 = ({1: faça X vá_para 2}, 1)
◮ P3 = ({1: faça F vá_para 2, 2: se T vá_para 1 senão vá_para 3}, 1)
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Programas

Programas iterativos
Conceitos

◮ “Programas estruturados” sem subprogramas;
◮ Elementos de estruturação:

◮ Execução sequencial;
◮ Execução condicional (única entrada, única saída);
◮ Execução iterativa (única entrada, única saída).

◮ Representações:
◮ Gráfica (fluxograma estruturado);
◮ Textual (conjunto de instruções que realizam os elementos de

estruturação).
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Programas

Programas iterativos
Definição

Definição de “programa iterativo”:
1 A operação vazia X e os identificadores de operação são programas

iterativos;
2 Se V e W são programas iterativos, então

V ;W

é um programa iterativo (execução sequencial);
3 Se V e W são programas iterativos, e T é um identificador de teste,

então
se T então V senão W

é um programa iterativo (execução condicional);
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Programas

Programas iterativos
Definição

4 Se V é um programa iterativo, e T é um identificador de teste, então

enquanto T faça V

é um programa iterativo (execução iterativa do tipo “enquanto”);
5 Se V é um programa iterativo, e T é um identificador de teste, então

até T faça V

é um programa iterativo (execução iterativa do tipo “até”, substitui o
“enquanto” com a condição negada).

6 Se V é um programa iterativo, então

(V )

é um programa iterativo.
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Programas

Programas iterativos
Exemplo

se T1 então enquanto T2 faça até T3 faça (F ;G) senão X
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Programas

Programas iterativos
Exemplo

Verificação:
◮ Pela regra 1, X, F e G são programas iterativos;
◮ Pela regra 2, F ;G é um programa iterativo;
◮ Pela regra 6, (F ;G) é um programa iterativo;
◮ Pela regra 5, até T3 faça (F ;G) é um programa iterativo;
◮ Pela regra 4, enquanto T2 faça até T3 faça (F ;G) é um programa

iterativo;
◮ Pela regra 3, se T1 então enquanto T2 faça até T3 faça (F ;G) senão

X é um programa iterativo.
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Programas

Programas iterativos
Exemplo

se T1 então enquanto T2 faça até T3 faça ( F ; G ) senão X
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Programas

Exemplo 1
Fluxograma monolítico (não iterativo)
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Programas

Exemplo 1
Fluxograma iterativo equivalente
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Programas

Exemplo 2
Fluxograma monolítico (não iterativo)
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Programas

Exemplo 2
Fluxograma iterativo equivalente
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Programas

Programas recursivos
Conceitos

◮ Subprogramas recursivos, sem comando iterativo;
◮ Elementos de estruturação:

◮ Execução sequencial;
◮ Execução condicional (única entrada, única saída);
◮ Definição de subprograma;
◮ Chamada de subprograma.

◮ Representações:
◮ Textual (conjunto de instruções que realizam os elementos de

estruturação).

Considere que R1, R2, ... são “identificadores de subprogramas”.
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Programas

Programas recursivos
Definição

Definição de “expressão”:
1 A operação vazia X e os identificadores de operação são expressões;
2 Os identificadores de subprograma são expressões;
3 Se V e W são expressões, então

V ;W

é uma expressão (execução sequencial);
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Programas

Programas recursivos
Definição

Definição de “expressão”:
4 Se V e W são expressões, e T é um identificador de teste, então

se T então V senão W

é uma expressão (execução condicional);
5 Se V é uma expressão, então

(V )

é uma expressão.
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Programas

Programas recursivos
Definição

Definição de “programa recursivo”:
◮ P é E0 onde

R1 def E1, R2 def E2, ..., Rn def En;
◮ R1, R2, ..., Rn são identificadores de subprogramas;
◮ E1, E2, ..., En são as expressões que definem, respectivamente, os

subprogramas identificados por R1, R2, ..., Rn;
◮ E0 é a “expressão inicial”;
◮ Todos os identificadores de subprograma referenciados em P devem

ser definidos em P .
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Programas

Programas recursivos
Exemplo

P é R;Z onde

R def F ; se T então R senão (G;S)

S def se T então X senão (F ;R)

Z def se T então G senão F

P é E0 onde

R1 def E1

R2 def E2

R3 def E3
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Programas

Programas recursivos
Exemplo

Expressão E0 (R;Z)
◮ Pela regra 2, R e Z são expressões;
◮ Pela regra 3, R;Z é uma expressão.
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Programas

Programas recursivos
Exemplo

Expressão E1 (F ; se T então R senão (G;S))
◮ Pela regra 1, F e G são expressões;
◮ Pela regra 2, S é uma expressão;
◮ Pela regra 3, G;S é uma expressão;
◮ Pela regra 5, (G;S) é uma expressão;
◮ Pela regra 4, se T então R senão (G;S) é uma expressão;
◮ Pela regra 3, F ; se T então R senão (G;S) é uma expressão.
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Programas

Programas recursivos
Exemplo

Expressão E2 (se T então X senão (F ;R))
◮ Pela regra 1, X e F são expressões;
◮ Pela regra 2, R é uma expressão;
◮ Pela regra 3, F ;R é uma expressão;
◮ Pela regra 5, (F ;R) é uma expressão;
◮ Pela regra 4, se T então X senão (F ;R) é uma expressão.
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Programas

Programas recursivos
Exemplo

Expressão E3 (se T então G senão F )
◮ Pela regra 1, F e G são expressões;
◮ Pela regra 4, se T então G senão F é uma expressão.
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Máquinas

Conceitos básicos

Uma máquina:
◮ Possui estrutura para armazenamento de dados (memória);
◮ Possui capacidade de ler e devolver dados para o meio externo;
◮ É responsável por atribuir significado para os identificadores de

operação e de teste usados nos programas;
◮ Esses significados são representados na forma de funções que

representam:
◮ Alteração do conteúdo da memória (para os identificadores de

operação);
◮ A elaboração de um valor lógico a partir do conteúdo da memória, sem

no entanto alterá-la (identificadores de teste).
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Máquinas

Definição

Uma “máquina” é uma 7-upla:

M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )

onde:
◮ V é o conjunto de valores que podem ser armazenados na memória;
◮ X é o conjunto de valores que podem ser lidos na entrada;
◮ Y é o conjunto de valores que podem ser escritos na saída;
◮ πX é a “função de entrada”, tal que πX : X → V ;
◮ πY é a “função de saída”, tal que πY : V → Y
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Máquinas

Definição

Sejam OM e TM , respectivamente, os conjuntos de identificadores de
operações e testes definidos por M .
◮ ΠO é o conjunto de “interpretações de operações” tal que:

∀o ∈ OM , (πo : V → V ) ∈ ΠO

◮ ΠT é o conjunto de “interpretações de testes” tal que:

∀t ∈ TM , (πt : V → {verdadeiro, falso}) ∈ ΠT
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Máquinas

Exemplo

Máquina de Dois Registradores:

MD = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )

◮ V = N
2

◮ X = N

◮ Y = N

◮ πX =armazena_a
◮ πY =retorna_b
◮ OM = {subtrai_a, adiciona_b}
◮ TM = {a_zero}
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Máquinas

Exemplo

◮ armazena_a: N→ N
2

∀n ∈ N, armazena_a(n) = (n, 0)

◮ retorna_b: N2 → N

∀(n,m) ∈ N
2, retorna_b(n,m) = m

◮ adiciona_b: N2 → N
2

∀(n,m) ∈ N
2, adiciona_b(n,m) = (n,m+ 1)

◮ subtrai_a: N2 → N
2

∀(n,m) ∈ N
2, n > 0, subtrai_a(n,m) = (n− 1,m)

se n = 0, subtrai_a(n,m) = (0,m)

◮ a_zero: N2 → {verdadeiro, falso}
∀(n,m) ∈ N

2, se n = 0, a_zero(n,m) = verdadeiro
∀(n,m) ∈ N

2, se n 6= 0, a_zero(n,m) = falso
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Máquinas

Exemplo

Máquina de Um Registrador:

MU = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )

◮ V = N

◮ X = N

◮ Y = N

◮ πX = idN

◮ πY = idN

◮ OM = {add, sub}
◮ TM = {zero}
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Máquinas

Exemplo

◮ idN : N→ N

∀n ∈ N, idN(n) = n

◮ add: N→ N

∀n ∈ N, add(n) = n+ 1

◮ sub: N→ N

∀n ∈ N, n > 0, sub(n) = n− 1
se n = 0, sub(n) = 0

◮ zero: N→ {verdadeiro, falso}
se n = 0, zero(n) = verdadeiro
se n 6= 0, zero(n) = falso
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Máquinas

Programa para uma Máquina
Definição

Sejam M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e P um programa onde OP e TP

são os respectivos conjuntos de identificadores de operações e testes de P .
P é um programa para a máquina M se, e somente se:
◮ ∀o ∈ OP , existe uma única função (πo : V → V ) ∈ ΠO

◮ ∀t ∈ TP , existe uma única função (πt : V → {verdadeiro, falso}) ∈
ΠT

◮ A operação vazia X é sempre interpretada em qualquer máquina.

Portanto, P é um programa para uma máquina M se todos os
identificadores de operações e testes utilizados em P estiverem definidos,
em M , através de correspondentes funções de operações e testes.

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 7 de setembro de 2024 37 / 158



Máquinas

Programa para uma Máquina
Exemplos

Programas para a Máquina de Dois Registradores:
◮ Programa monolítico:

1: se a_zero vá_para 4 senão vá_para 2
2: faça subtrai_a vá_para 3
3: faça adiciona_b vá_para 1

◮ Programa iterativo:
até a_zero
faça (subtrai_a; adiciona_b)

◮ Programa recursivo:
P é R onde

R def se a_zero então X senão (S;R),
S def subtrai_a; adiciona_b
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Máquinas

Programa para uma Máquina
Exemplos

Programa para a Máquina de Um Registrador:
◮ Programa recursivo:

P é R onde
R def se zero então X senão (sub;R;add;add)
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Computação

Programa monolítico
Conceito

Sejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e um programa
monolítico P = (I, r) para M , onde R é o conjunto de rótulos de P . Uma
“computação do programa monolítico P na máquina M é uma cadeia de
elementos de R× V :

(r0, v0)(r1, v1)(r2, v2)...

onde r0 = r é o rótulo inicial de P e v0 é o conteúdo inicial da memória de
M .
◮ Essa cadeia indica a seqüência de estados que são assumidos pela

máquina M durante a execução do programa P ;
◮ Uma computação pode ser finita ou infinita.
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Computação

Programa monolítico
Definição

Os pares (rk+1, vk+1), k ≥ 0, são obtidos a partir dos pares (rk, vk), a
partir da análise do tipo da instrução rotulada por rk:
◮ rk : faça F vá_para r′

(rk+1, vk+1) = (r′, πF (vk))

◮ rk : faça X vá_para r′

(rk+1, vk+1) = (r′, vk)

◮ rk : se T então vá_para r′ senão vá_para r′′

se πT (vk)=verdadeiro, então (rk+1, vk+1) = (r′, vk)
se πT (vk)=falso, então (rk+1, vk+1) = (r′′, vk)
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Computação

Programa monolítico
Exemplo

◮ Programa monolítico P :
1: se a_zero vá_para 4 senão vá_para 2
2: faça subtrai_a vá_para 3
3: faça adiciona_b vá_para 1

◮ Computação de P na Máquina de Dois Registradores MD:
(1,(3,0)) (2,(3,0))
(3,(2,0)) (1,(2,1))
(2,(2,1)) (3,(1,1))
(1,(1,2)) (2,(1,2))
(3,(0,2)) (1,(0,3))
(4,(0,3))

◮ A computação é FINITA.
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Computação

Programa monolítico
Exemplo

◮ Programa monolítico Q:
1: faça adiciona_b vá_para 1

◮ Computação de Q na Máquina de Dois Registradores MD:
(1,(3,0)) (1,(3,1))
(1,(3,2)) (1,(3,3))
(1,(3,4)) (1,(3,5))
(1,(3,6)) (1,(3,7))
(1,(3,8)) (1,(3,9))
...

◮ A computação é INFINITA.
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Computação

Programa iterativo
Conceito

Sejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e um programa
iterativo P para M . Uma “computação do programa iterativo P na
máquina M é uma cadeia de elementos de I × V :

(i0, v0)(i1, v1)(i2, v2)...

onde I é um conjunto de programas iterativos, i0 = P ;X e v0 é o
conteúdo inicial da memória de M .
◮ Essa cadeia indica a seqüência de estados que são assumidos pela

máquina M durante a execução do programa P ;
◮ Uma computação pode ser finita ou infinita.
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Computação

Programa iterativo
Definição

Os pares (ik+1, vk+1), k ≥ 0, são obtidos a partir dos pares (ik, vk), a
partir da análise do tipo da instrução inicial de ik.
Considere que U , W e Z são programas iterativos, F é identificador de
operação e T é identificador de teste.
◮ ik = X

A computação termina com o valor vk na memória.
◮ ik = F ;U

(ik+1, vk+1) = (U, πF (vk))

◮ ik =se T então U senão W ;Z
se πT (vk)=verdadeiro, (ik+1, vk+1) = (U ;Z, vk)
se πT (vk)=falso, (ik+1, vk+1) = (W ;Z, vk)
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Computação

Programa iterativo
Definição

◮ ik =enquanto T faça U ;W
se πT (vk)=verdadeiro, (ik+1, vk+1) = (U ; enquanto T faça U ;W,vk)
se πT (vk)=falso, (ik+1, vk+1) = (W,vk)

◮ ik =até T faça U ;W
se πT (vk)=falso, (ik+1, vk+1) = (U ; até T faça U ;W,vk)
se πT (vk)=verdadeiro, (ik+1, vk+1) = (W,vk)
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Computação

Programa iterativo
Exemplo

◮ Programa iterativo P :
até a_zero
faça (subtrai_a; adiciona_b)

◮ Computação de P na Máquina de Dois Registradores MD:
(até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(2,0))
(subtrai_a; adiciona_b; até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(2,0))
(adiciona_b; até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(1,0))
(até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(1,1))
(subtrai_a; adiciona_b; até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(1,1))
(adiciona_b; até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(0,1))
(até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b);X,(0,2))
(X,(0,2))

◮ A computação é FINITA.
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Computação

Programa recursivo
Conceito

Sejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e P um programa
recursivo para M , P é E0 onde
R1 def E1, R2 def E2, ..., Rn def En. Uma “computação do programa
recursivo P na máquina M é uma cadeia de elementos de J × V :

(j0, v0)(j1, v1)(j2, v2)...

onde J é um conjunto de expressões, j0 = E0;X e v0 é o conteúdo inicial
da memória de M .
◮ Essa cadeia indica a seqüência de estados que são assumidos pela

máquina M durante a execução do programa P ;
◮ Uma computação pode ser finita ou infinita.
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Computação

Programa recursivo
Definição

Os pares (jk+1, vk+1), k ≥ 0, são obtidos a partir dos pares (jk, vk), a
partir da análise do tipo da instrução inicial de jk.
Considere que U , W e Z são expressões, F é identificador de operação, T
é identificador de teste e Ri é identificador de subprograma.
◮ jk = X;U

(jk+1, vk+1) = (U, vk)

◮ jk = F ;U
(jk+1, vk+1) = (U, πF (vk))

◮ jk = Ri;U
(jk+1, vk+1) = (Ei;U, vk)

◮ jk =se T então U senão W ;Z
se πT (vk)=verdadeiro, (jk+1, vk+1) = (U ;Z, vk)
se πT (vk)=falso, (jk+1, vk+1) = (W ;Z, vk)
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Computação

Programa recursivo
Exemplo

◮ Programa recursivo P :
P é R onde
R def se a_zero então X senão (S;R),
S def subtrai_a; adiciona_b

◮ Computação de P na Máquina de Dois Registradores MD:
(R;X,(2,0))
((se a_zero então X senão (S;R));X,(2,0))
(S;R;X,(2,0))
(subtrai_a; adiciona_b;R;X,(2,0))
(adiciona_b;R;X,(1,0))
(R;X,(1,1))
((se a_zero então X senão (S;R));X,(1,1))
...
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Computação

Programa recursivo
Exemplo

◮ Continuação da computação de P em M :
...
(S;R;X,(1,1))
(subtrai_a; adiciona_b;R;X,(1,1))
(adiciona_b;R;X,(0,1))
(R;X,(0,2))
((se a_zero então X senão (S;R));X,(0,2))
(X;X,(0,2))
(X,(0,2))

◮ A computação é FINITA.
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Computação

Programa recursivo
Exemplo

◮ Programa recursivo Q:
Q é R onde R def R

◮ Computação de Q na Máquina de Dois Registradores MD:
(R;X,(2,0))
(R;X,(2,0))
(R;X,(2,0))
(R;X,(2,0))
(R;X,(2,0))
(R;X,(2,0))
(R;X,(2,0))
...

◮ A computação é INFINITA.
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Computação

Programa recursivo
Exemplo

◮ Programa recursivo P :
P é R onde R def se zero então X senão (sub;R;add;add)

◮ Computação de P na Máquina de Um Registrador MU :
(R;X,2)
(se zero então X senão (sub;R;add;add);X,2)
(sub;R;add;add;X,2)
(R;add;add;X,1)
(se zero então X senão (sub;R;add;add);add;add;X,1)
(sub;R;add;add;add;add;X,1)
(R;add;add;add;add;X,0)
(se zero então X senão (sub;R;add;add);add;add;add;add;X,0)
(X;add;add;add;add;X,0)
...
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Computação

Programa recursivo
Exemplo

◮ Continuação da computação de P :
...
(add;add;add;add;X,0)
(add;add;add;X,1)
(add;add;X,2)
(add;X,3)
(X,4)

◮ A computação é FINITA.
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Função computada

Conceitos básicos

◮ Obtenção de uma saída a partir de uma entrada, em tempo finito;
◮ Definições para:

◮ Programas monolíticos;
◮ Programas iterativos;
◮ Programas recursivos.

◮ Aplica-se a função de entrada πX ao dado de entrada;
◮ Executa-se a computação (finita);
◮ Aplica-se a função de saída πY ao valor final de memória.
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Função computada

Programas monolíticos
Definição

Sejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e um programa
monolítico P para M . A “função computada pelo programa monolítico P
na máquina M ”, denotada:

〈P,M〉 : X → Y

é uma função parcial definida para x ∈ X, se a cadeia:

(r0, v0)(r1, v1)...(rn, vn)

é uma computação finita de P em M , onde:
◮ r0 é o rótulo inicial de P ;
◮ v0 = πX(x)

A imagem de x, denotada 〈P,M〉(x), é dada por πY (vn).
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Função computada

Programas monolíticos
Exemplo

Considere a Máquina de Dois Registradores MD e o programa monolítico
P abaixo:
1: se a_zero vá_para 4 senão vá_para 2
2: faça subtrai_a vá_para 3
3: faça adiciona_b vá_para 1
◮ 〈P,MD〉 : N→ N

◮ ∀n ∈ N, 〈P,MD〉(n) = n

◮ P reproduz na saída o dado de entrada
◮ Exemplo:

◮ πX(3) = (3, 0)
◮ A computação de P em MD produz o valor final (0, 3)
◮ πY (0, 3) = 3
◮ Portanto, 〈P,MD〉(3) = 3
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Função computada

Programas iterativos
Definição

Sejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e um programa
iterativo P para M . A “função computada pelo programa iterativo P na
máquina M ”, denotada:

〈P,M〉 : X → Y

é uma função parcial definida para x ∈ X, se a cadeia:

(i0, v0)(i1, v1)(i2, v2)...(in, vn)

é uma computação finita de P em M , onde:
◮ i0 = P ;X

◮ v0 = πX(x)

A imagem de x, denotada 〈P,M〉(x), é dada por πY (vn).
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Função computada

Programas iterativos
Exemplo

Considere a Máquina de Dois Registradores MD e o programa iterativo P
abaixo:
até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b)
◮ 〈P,MD〉 : N→ N

◮ ∀n ∈ N, 〈P,MD〉(n) = n

◮ P reproduz na saída o dado de entrada
◮ Exemplo:

◮ πX(2) = (2, 0)
◮ A computação de P em MD produz o valor final (0, 2)
◮ πY (0, 2) = 2
◮ Portanto, 〈P,MD〉(2) = 2
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Função computada

Programas recursivos
Definição

Sejam uma máquina M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT ) e um programa
recursivo P para M . A “função computada pelo programa recursivo P na
máquina M ”, denotada:

〈P,M〉 : X → Y

é uma função parcial definida para x ∈ X, se a cadeia:

(j0, v0)(j1, v1)(j2, v2)...(jn, vn)

é uma computação finita de P em M , onde:
◮ j0 = E0;X

◮ v0 = πX(x)

A imagem de x, denotada 〈P,M〉(x), é dada por πY (vn).
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Função computada

Programas recursivos
Exemplo

Considere a Máquina de Um Registrador MU e o programa recursivo P
abaixo:
P é R onde R def se zero então X senão (sub;R;add;add)
◮ 〈P,MU 〉 : N→ N

◮ ∀n ∈ N, 〈P,MU 〉(n) = 2n

◮ P duplica na saída o dado de entrada
◮ Exemplo:

◮ πX(2) = 2
◮ A computação de P em MU produz o valor final 4
◮ πY (4) = 4
◮ Portanto, 〈P,MU 〉(2) = 4
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Equivalência forte de programas

Definição

Dois programas P e Q, de quaisquer tipos, são ditos “fortemente
equivalentes”, denotado:

P ≡ Q

se, e somente se:
∀M, 〈P,M〉 = 〈Q,M〉

Ou seja, P e Q são fortemente equivalentes se, e somente se, as
respectivas funções computadas coincidem para qualquer máquina M que
se possa considerar.
◮ Essa relação induz a uma partição do conjunto de todos os programas

em classes de equivalências;
◮ Ela permite analisar, de forma comparativa, as propriedades exibidas

pelos programas, como é o caso da sua complexidade estrutural.
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Equivalência forte de programas

Propriedade

As computações de programas (de quaisquer tipos) fortemente equivalentes
executam as MESMAS operações na MESMA ordem.
◮ A justificativa para essa afirmação será apresentada mais adiante, após

a introdução do conceito de “Máquina de Traços”.

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 7 de setembro de 2024 63 / 158



Equivalência forte de programas

Exemplos

Os programas monolíticos P1 e P2 abaixo são equivalentes fortemente:
◮ P1:

1: se T vá_para 2 senão vá_para 3
2: faça F vá_para 1

◮ P2:
1: se T vá_para 2 senão vá_para 4
2: faça F vá_para 3
3: se T vá_para 1 senão vá_para 4
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Equivalência forte de programas

Exemplos

Computação de P1 com a entrada x:
◮ (1, πX(x))

(2, πX(x))
(1, πF (πX(x)))
(2, πF (πX(x)))
(1, π2

F (πX(x)))
(2, π2

F (πX(x)))
...
(1, πn

F (πX(x)))
(3, πn

F (πX(x)))

◮ Portanto, 〈P1,M〉(x) = πY (π
n
F (πX(x)))
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Equivalência forte de programas

Exemplos

Computação de P2 com a entrada x:
◮ (1, πX(x))

(2, πX(x))
(3, πF (πX(x)))
(1, πF (πX(x)))
(2, πF (πX(x)))
(3, π2

F (πX(x)))
...
(1, πn−1

F (πX(x)))
(2, πn−1

F (πX(x)))
(3, πn

F (πX(x)))
(4, πn

F (πX(x)))

◮ Portanto, 〈P2,M〉(x) = πY (π
n
F (πX(x)))

◮ P1 ≡ P2
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Equivalência forte de programas

Exemplos

Os programas P3 (iterativo) e P4 (recursivo) abaixo são equivalentes
fortemente:
◮ P3:

enquanto T
faça F

◮ P4:
P4 é R onde
R def se T então (F ;R) senão X
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Equivalência forte de programas

Exemplos

Computação de P3 com a entrada x:
◮ (enquanto T faça F ;X, πX(x))

(F ;enquanto T faça F ;X, πX(x))
(enquanto T faça F ;X, πF (πX(x)))
(F ;enquanto T faça F ;X, πF (πX(x)))
(enquanto T faça F ;X, π2

F (πX(x)))
...
(enquanto T faça F ;X, πn

F (πX(x)))
(X, πn

F (πX(x)))

◮ Portanto, 〈P3,M〉(x) = πY (π
n
F (πX(x)))

◮ P1 ≡ P2 ≡ P3
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Equivalência forte de programas

Exemplos

Computação de P4 com a entrada x:
◮ (R;X, πX(x))

((se T então (F ;R) senão X);X, πX(x))
(F ;R;X, πX(x))
(R;X, πF (πX(x)))
((se T então (F ;R) senão X);X, πF (πX(x)))
(F ;R;X, πF (πX(x)))
(R;X, π2

F (πX(x)))
...
(R;X, πn

F (πX(x)))
((se T então (F ;R) senão X);X, πn

F (πX(x)))
(X;X, πn

F (πX(x)))
(X, πn

F (πX(x)))

◮ Portanto, 〈P4,M〉(x) = πY (π
n
F (πX(x)))

◮ P1 ≡ P2 ≡ P3 ≡ P4
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Equivalência forte de programas

Teorema 1
Iterativos ⊆ Monolíticos

◮ Seja PI um programa iterativo. Então, existe um programa monolítico
PM tal que PM ≡ PI .

◮ Justificativa: a obtenção de um programa PM monolítico a partir de
PI é direta, a partir do mapeamento das construções elementares de
um programa iterativo em seqüências de construções equivalentes em
um programa monolítico. Como as mesmas operações são executadas
na mesma ordem em ambos os programas, as funções computadas são
idênticas e PM ≡ PI .
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Equivalência forte de programas

Teorema 1
Iterativos ⊆ Monolíticos
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Equivalência forte de programas

Teorema 1
Exemplo

◮ Considere o seguinte programa iterativo PI :
até a_zero faça (subtrai_a; adiciona_b)

◮ O programa monolítico PM abaixo, obtido por mapeamento direto, é
fortemente equivalente à PI :
1: se a_zero vá_para 4 senão vá_para 2
2: faça subtrai_a vá_para 3
3: faça adiciona_b vá_para 1
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Equivalência forte de programas

Teorema 2
Monolíticos ⊆ Recursivos

◮ Seja PM um programa monolítico. Então, existe um programa
recursivo PR tal que PR ≡ PM .

◮ Justificativa: Suponha que L = {r1, r2, ..., rn} seja o conjunto de
rótulos de PM , r1 seja o rótulo inicial e que rn seja o (único) rótulo
final. Então:

PR é R1 onde R1 def E1, R2 def E2, ..., Rn def X

e, ∀k, 1 ≤ k < n, Ek é definido da seguinte forma:
◮ rk : faça F vá_para ri

Ek = F ;Ri

◮ rk : se T então vá_para ri senão vá_para rj
Ek=(se T então Ri senão Rj)

◮ PR ≡ PM
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Equivalência forte de programas

Teorema 2
Exemplo

◮ Considere o programa monolítico Q:
1: se a_zero vá_para 4 senão vá_para 2
2: faça subtrai_a vá_para 3
3: faça adiciona_b vá_para 1

◮ O programa recursivo R abaixo, obtido por mapeamento direto, é
fortemente equivalente à Q:
R é R1 onde
R1 def (se a_zero R4 senão R2)
R2 def (subtrai_a;R3)
R3 def (adiciona_b;R1)
R4 def X
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Equivalência forte de programas

Corolário
Iterativos ⊆ Recursivos

Para qualquer programa iterativo PI existe um programa recursivo PR tal
que:

PR ≡ PI
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Equivalência forte de programas

Teorema 3
Monolíticos 6= Recursivos

◮ Dado um programa recursivo PR qualquer, não necessariamente existe
um programa monolítico PM tal que:

PM ≡ PR

◮ Justificativa: É suficiente mostrar que existe pelo menos um programa
recursivo que, para uma determinada máquina, não apresente nenhum
programa monolítico que seja fortemente equivalente.

◮ Considere o programa recursivo PR abaixo e a máquina de um
registrador MU :
PR é R onde
R def se zero então X senão (sub;R; add; add)

◮ 〈PR,MU 〉(n) = 2n
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Equivalência forte de programas

Teorema 3
Monolíticos 6= Recursivos

◮ A seqüência de operações contida na computação de PR para um
valor de entrada n é:

sub; sub; ...; sub;
︸ ︷︷ ︸

n

add; add; ...; add
︸ ︷︷ ︸

2n

◮ Suponha que PM contém k operações add (cada uma numa instrução
diferente);

◮ Suponha um valor de entrada n > k/2;
◮ Como, por hipótese, PM ≡ PR, a mesma seqüência de operações é

executada por PM ;
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Equivalência forte de programas

Teorema 3
Monolíticos 6= Recursivos

◮ Como 2n > k, pelo menos uma mesma instrução add é executada
mais de uma vez na computação de PM ;

◮ Isso significa que há um desvio incondicional que permite a execução
repetida dessa instrução, pois não seria possível, com um único
registrador, controlar a execução do loop e ainda assim dobrar o valor
da entrada;

◮ Há, portanto, um ciclo infinito em PM envolvendo essa instrução add;
◮ Logo, a computação de PM não pode ser finita e isso contradiz a

hipótese da existência de PM ;
◮ Não existe PM tal que PM ≡ PR.
◮ Não é possível construir um programa monolítico para MU que dobre

o valor da entrada!
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Equivalência forte de programas

Teorema 4
Iterativos 6= Monolíticos

◮ Dado um programa monolítico PM qualquer, não necessariamente
existe um programa iterativo PI tal que:

PI ≡ PM

◮ Justificativa: É suficiente mostrar que existe pelo menos um programa
monolítico que, para uma determinada máquina, não apresente
nenhum programa iterativo que seja fortemente equivalente.

◮ Considere o programa monolítico PM da figura seguinte e a máquina
de um registrador MU

◮ 〈PM ,MU 〉(n) = 1 se n é par ou 0 se n é ímpar.
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Equivalência forte de programas

Teorema 4
Iterativos 6= Monolíticos
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Equivalência forte de programas

Teorema 4
Iterativos 6= Monolíticos

◮ A seqüência de operações contida na computação de PM para um
valor de entrada n é:

sub; sub; ...; sub
︸ ︷︷ ︸

n

, se n é ímpar

sub; sub; ...; sub;
︸ ︷︷ ︸

n

add, se n é par

◮ Suponha que PI contém k operações sub;
◮ Suponha um valor de entrada n > k;
◮ Como, por hipótese, PI ≡ PM , a mesma seqüência de operações é

executada por PI ;
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Equivalência forte de programas

Teorema 4
Iterativos 6= Monolíticos

◮ Como n > k, pelo menos uma instrução sub é executada mais de uma
vez na computação de PI ;

◮ Logo, existe uma instrução iterativa do tipo “enquanto” ou “até” que
controla a execução dessa operação sub;

◮ Ao término dessa instrução, no entanto, não é possível contabilizar a
quantidade de execuções da operação sub que foram executadas no
loop e, conseqüentemente, distinguir a condição “par” ou “ímpar” do
valor n de entrada;

◮ Note que em PM a avaliação do primeiro (segundo) teste implica a
execução de um número par (ímpar) de subtrações;

◮ Logo, PI não é capaz de produzir o resultado desejado;
◮ Portanto, não existe PI que tal que PI ≡ PM .
◮ Não é possível construir um programa iterativo para MU que

determine se a entrada é par!
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Equivalência forte de programas

Hierarquia das classes de programas
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Equivalência forte de programas

Poder computacional

◮ Equivalência forte de programas 6= poder computacional;
◮ Os três formalismos possuem o mesmo poder computacional:

◮ Para qualquer programa recursivo e para qualquer máquina, existe um
programa monolítico e uma máquina tal que as funções computadas
coincidem;

◮ Para qualquer programa monolítico e para qualquer máquina, existe um
programa iterativo e uma máquina tal que as funções computadas
coincidem.

◮ O Teorema de Böhm-Jacopini, por exemplo, mostra como gerar
programas iterativos equivalentes a programas monolíticos dados como
entrada. Não necessariamente as mesmas operações e a mesma ordem
são usadas, tampouco o resultado vale para qualquer máquina.
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Equivalência de programas em uma máquina

Definição

Dois programas P e Q, de quaisquer tipos, são ditos “equivalentes na
máquina M ”, denotado:

P ≡M Q

se, e somente se as correspondentes funções computadas na máquina M
são iguais, ou seja:

〈P,M〉 = 〈Q,M〉

P e Q, nesse caso, são ditos “programas equivalentes na máquina M ”, ou
“programas M -equivalentes”.
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Equivalência de máquinas

Definição

Duas máquinas são ditas “equivalentes” se uma pode simular a outra e
vice-versa. Sejam

M = (VM ,X, Y, πXM
, πYM

,ΠOM
,ΠTM

)

e
N = (VN ,X, Y, πXN

, πYN
,ΠON

,ΠTN
)

◮ N “simula fortemente” M :
∀P,∃Q | 〈P,M〉 = 〈Q,N〉

◮ N “simula” M :
∀P,∃(Q, c : XM → XN , d : YN → YM ) | 〈P,M〉 = d ◦ 〈Q,N〉 ◦ c

◮ (M ≡ N)⇔ ((M simula N) ∧ (N simula M))
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Verificação da equivalência forte de programas

Conceitos básicos

É possível determinar se dois programas, de quaisquer tipos, são fortemente
equivalentes?
◮ Como programas iterativos e monolíticos podem ser transformados em

programas recursivos, a resposta geral para essa questão envolveria a
demonstração da equivalência forte de programas recursivos;

◮ Entretanto, esse problema é indecidível para esse tipo de programas
(ele é, no entanto, decidível para uma classe especial de programas
recursivos, aqueles que não contém a operação vazia);

◮ Por outro lado, ele é decidível para programas monolíticos (e,
conseqüentemente, programas iterativos também);

◮ Pré-requisitos:
◮ Máquina de traços;
◮ Instruções rotuladas compostas.
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Verificação da equivalência forte de programas

Máquina de Traços
Conceitos

Máquina que gera, como saída, uma cadeia composta pelos identificadores
das operações executadas durante a computação.
◮ Produz um histórico da ocorrência das operações no programa que

está sendo executado;
◮ Esse histórico é representado na forma de uma cadeia de

identificadores de operações;
◮ A memória armazena a cadeia que representa esse histórico;
◮ Para cada nova operação encontrada, a máquina de traços concatena

o identificador da mesma no final da cadeia armazenada na memória;
◮ Ao término da execução a cadeia armazenada na memória é escrita na

saída; ela recebe o nome de traço ;
◮ Máquinas de Traços são importantes para demonstrar a equivalência

forte de programas.
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Verificação da equivalência forte de programas

Máquina de Traços
Definição

Seja M uma Máquina de Traços:

M = (VM ,XM , YM , πXM
, πYM

,ΠO,ΠT )

e, além disso, considere O o conjunto de identificadores das operações
interpretadas por M e T o conjunto de identificadores de teste
interpretados por M . Então:
◮ XM = VM = YM = O∗

◮ πXM
= πYM

= idO∗
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Verificação da equivalência forte de programas

Máquina de Traços
Definição

M = (VM ,XM , YM , πXM
, πYM

,ΠO,ΠT )

◮ ΠO é o conjunto de “interpretações de operações” tal que:

∀o ∈ O, (πo : O
∗ → O∗) ∈ ΠO é tal que,∀γ ∈ O∗, πo(γ) = γo

◮ ΠT é o conjunto de “interpretações de testes” tal que:

∀t ∈ T, (πt : O
∗ → {verdadeiro, falso}) ∈ ΠT

Para definir uma Máquina de Traços é necessário especificar apenas as
interpretações dos testes, uma vez que as interpretações das operações são
especificadas à priori.
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Verificação da equivalência forte de programas

Máquina de Traços
Função induzida por um traço em uma máquina

Seja:
N = (VN ,X, YN , πXN

, πYN
,ΠO,ΠT )

Considere-se O = {o1, o2, ..., on} o conjunto de operações interpretadas em
ΠO e γ = o1o2...on um traço de N . A “função induzida pelo traço γ na
máquina N ”, denotado:

[γ,N ] : X → VN

é a função total:
[γ,N ] = πon ◦ ...πo2 ◦ πo1 ◦ πXN
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Verificação da equivalência forte de programas

Máquina de Traços
Função induzida por um traço em uma máquina

A função [γ,N ] aplicada a uma entrada x ∈ X é denotada:

[γ,N ](x) = πon ◦ ...πo2 ◦ πo1 ◦ πXN
(x)

Se γ = ǫ, então:
[ǫ,N ](x) = πXN

(x)

Observar que [γ,N ](x) ∈ VN .
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Verificação da equivalência forte de programas

Máquina de Traços
Definição de ΠT

◮ Em princípio, a definição de ΠT é livre;
◮ Há interesse, no entanto, em fazer com que uma Máquina de Traços

M produza, como resultado da computação de um programa P , a
mesma seqüência de operações que seria realizada por uma outra
máquina N , durante a execução de P com uma entrada x;

◮ Nesse caso, é importante que as funções de teste em M produzam os
mesmos resultados que produziriam em N , para cada entrada e
seqüência possível de operações;

◮ Para isso, é necessário considerar que:

∀t ∈ T,∀γ ∈ O∗, πtM (γ) = πtN ([γ,N ])
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Verificação da equivalência forte de programas

Máquina de Traços
Observações importantes

◮ Uma Máquina de Traços é uma máquina abstrata que serve apenas
para provar os resultados apresentados a seguir;

◮ Ela não é efetivamente construída, por isso não é necessário detalhar
ΠT ;

◮ Basta lembrar que a Máquina de Traços gera uma cadeia de
identificadores de operações que representa a seqüencia de operações
realizada por uma máquina normal com uma dada entrada.

◮ O exemplo a seguir ilustra parcialmente a especificação de uma
Máquina de Traços e tem finalidade apenas didática.
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Verificação da equivalência forte de programas

Máquina de Traços
Exemplo

M = (V,X, Y, πX , πY ,ΠO,ΠT )

O = {F,G,H} é o conjunto de identificadores das operações interpretadas
por M ;
T = {T} é o conjunto de identificadores de teste interpretados por M .
Então:
◮ X = V = Y = {F,G,H}∗

◮ πX = πY = id{F,G,H}∗
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Verificação da equivalência forte de programas

Máquina de Traços
Exemplo

◮ ΠO = {πF , πG, πH}

∀γ ∈ {F,G,H}∗, πF (γ) = γF

∀γ ∈ {F,G,H}∗, πG(γ) = γG

∀γ ∈ {F,G,H}∗, πH(γ) = γH

◮ ΠT = {πtM }
πtM (γ) = πtN ([γ,N ])
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Verificação da equivalência forte de programas

Máquina de Traços
Exemplo

◮ Considere o programa monolítico P abaixo:
1: faça F vá_para 2
2: faça G vá_para 3
3: faça G vá_para 4
4: se T vá_para 5 senão vá_para 1

◮ Considere x = ǫ

◮ Portanto, πX(ǫ) = ǫ

◮ A computação de P na Máquina de Traços M é (supondo duas
iterações):
(1, ǫ)(2, F )(3, FG)(4, FGG)(1, FGG)
(2, FGGF )(3, FGGFG)(4, FGGFGG)(5, FGGFGG)

◮ Assim, πY (FGGFGG) = FGGFGG e 〈P,M〉(ǫ) = FGGFGG
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Verificação da equivalência forte de programas

Teorema 5
Equivalência de programas em Máquinas de Traços

Sejam P e Q dois programas de tipos quaisquer. Então:

(P ≡ Q)⇔ ∀ Máquina de Traços M(P ≡M Q)

◮ (→) Se dois programas são fortemente equivalentes, então eles são
equivalentes em qualquer Máquina de Traços (trivial, pois decorre
diretamente da definição);

◮ (←) Se dois programas são equivalentes em qualquer Máquina de
Traços, então eles são fortemente equivalentes (necessita de
demonstração).
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Verificação da equivalência forte de programas

Teorema 5
Equivalência de programas em Máquinas de Traços

Suponha que R é um programa monolítico qualquer, N é uma máquina e
M é uma Máquina de Traços. Deseja-se, inicialmente, demonstrar que:

〈R,N〉(x) = πYN
◦ [〈R,M〉(ǫ), N ](x)

◮ Ou seja, que a função computada pelo programa R na máquina N é
igual ao resultado obtido pela composição da função de saída da
máquina N com a função induzida pelo traço de R na máquina N .
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Verificação da equivalência forte de programas

Teorema 5
Equivalência de programas em Máquinas de Traços

◮ Computação de R em N com entrada x:
(r0, v0)(r1, v1)..., com v0 = πXN

(x)

◮ Computação de R em M com entrada ǫ:
(m0, γ0)(m1, γ1)..., com γ0 = πXM

(ǫ) = ǫ

◮ Prova-se, por indução, que ∀k ≥ 0, rk = mk e vk = [γk, N ](x)

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 7 de setembro de 2024 100 / 158



Verificação da equivalência forte de programas

Teorema 5
Equivalência de programas em Máquinas de Traços

◮ Base k = 0:
◮ r0 = m0, o rótulo inicial de R
◮ v0 = πXN

(x)
◮ [γ0, N ](x) = [ǫ,N ](x) = πXN

(x)
◮ Portanto, v0 = [γ0, N ](x)

◮ Hipótese ∀k ≥ 0:
◮ rk = mk

◮ vk = [γk, N ](x)
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Verificação da equivalência forte de programas

Teorema 5
Equivalência de programas em Máquinas de Traços

◮ Passo de indução (conforme o tipo da instrução referenciada por
rk = mk):
◮ faça F vá_para r′

rk+1 = r′

mk+1 = r′

vk+1 = πF (vk) = πF ([γk, N ](x)) = [γkF,N ](x)
γk+1 = γkF
Portanto, rk+1 = mk+1 e vk+1 = [γk+1, N ](x)

◮ se T então vá_para r′ senão vá_para r′′

rk+1 = mk+1 pois TM (γk) = TN ([γk, N ](x)) = TN(vk)
vk+1 = vk = [γk, N ](x) = [γk+1, N ](x)
Portanto, rk+1 = mk+1 e vk+1 = [γk+1, N ](x)

◮ Demonstrações similares podem ser feitas para outros tipos de
programas.
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Verificação da equivalência forte de programas

Teorema 5
Equivalência de programas em Máquinas de Traços

◮ ∀ Máquina de Traços M(P ≡M Q)⇒ (P ≡ Q) ;

◮ Prova pela contrapositiva:

(P ≡ Q) ⇒ ∀M(P ≡M Q)

(P 6≡ Q) ⇒ ∃M | (P 6≡M Q)

◮ Suponha que P e Q não sejam fortemente equivalentes;
◮ Logo, existe uma máquina:

N = (V,X, Y, πXN
, πYN

,ΠON
,ΠTN

)

e uma entrada x ∈ X tal que:

〈P,N〉(x) 6= 〈Q,N〉(x)
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Verificação da equivalência forte de programas

Teorema 5
Equivalência de programas em Máquinas de Traços

◮ Considere a Máquina de Traços:

M = (O∗, O∗, O∗, idO∗ , idO∗ ,ΠOM
,ΠTM

)

◮ Considere que: ∀πtM ∈ ΠTM
,∀γ ∈ O∗, πtM (γ) = πtN ([γ,N ]);

◮ Como 〈R,N〉(x) = πYN
◦ [〈R,M〉(ǫ), N ](x), então:

〈P,N〉(x) 6= 〈Q,N〉(x)⇔
πYN
◦ [〈P,M〉(ǫ), N ] 6= πYN

◦ [〈Q,M〉(ǫ), N ] ⇔
[〈P,M〉(ǫ), N ] 6= [〈Q,M〉(ǫ), N ]⇔
〈P,M〉(ǫ) 6= 〈Q,M〉(ǫ)

◮ Portanto, existe uma Máquina de Traços M tal que P e Q não tem a
mesma função computada;

◮ Logo, ∀ Máquina de Traços M(P ≡M Q)⇒ (P ≡ Q) .
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Verificação da equivalência forte de programas

Teorema 5
Equivalência de programas em Máquinas de Traços

Em outras palavras:
◮ Admita-se que P e Q sejam equivalentes em qualquer Máquina de

Traços;
◮ Suponha, como hipótese, que P e Q não sejam fortemente

equivalentes;
◮ A demonstração anterior permite concluir, por construção direta, que

P e Q não são equivalentes em qualquer Máquina de Traços;
◮ Isso contradiz a suposição original;
◮ Logo, a hipótese é falsa e P e Q são fortemente equivalentes.
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Verificação da equivalência forte de programas

Corolário

P ≡ Q

se e somente se, para toda Máquina de Traços M ,

〈P,M〉(ǫ) = 〈Q,M〉(ǫ)

Portanto, como Máquinas de Traços produzem histórico das operações
executadas pelos programas, segue que a propriedade apresentada
anteriormente é válida, ou seja:

As computações de programas fortemente equivalentes executam as
MESMAS operações na MESMA ordem (resultado anterior).
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Verificação da equivalência forte de programas

Conseqüência

Para determinar a equivalência forte de dois
programas monolíticos quaisquer...

vamos...

... estudar um algoritmo que determina se eles executam as
MESMAS operações na MESMA ordem .
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Verificação da equivalência forte de programas

Instruções rotuladas compostas

Uma “instrução rotulada composta” é uma instrução do tipo:

r1 : se T então faça F vá_para r2 senão faça G vá_para r3

◮ A “instrução rotulada composta” combina, em uma única instrução,
testes e operações, e dispensa, portanto, a necessidade de uso de
instruções distintas para executar operações e desviar o fluxo do
controle;

◮ r1 é dito “rótulo antecessor” de r2 e r3;
◮ r2 e r3 são ditos “rótulos sucessores” de r1.
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Verificação da equivalência forte de programas

Programas monolíticos com instruções rotuladas compostas
Definição

Um “programa monolítico com instruções rotuladas compostas” P é um
par ordenado:

P = (I, r)

onde:
◮ I é um conjunto (finito) de instruções rotuladas compostas;
◮ r é o rótulo inicial.

Observações:
◮ Duas instruções não podem ter o mesmo rótulo;
◮ Rótulos finais são aqueles que são referenciados mas não estão

associados a nenhuma instrução;
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Verificação da equivalência forte de programas

Programas monolíticos com instruções rotuladas compostas
Definição

r1 : se T então faça F vá_para r2 senão faça G vá_para r3

◮ A instrução rotulada composta acima será abreviada por:

r1 : (F, r2)(G, r3)

◮ Usa-se r1 : (F, r2)(F, r2) quando deseja-se executar a operação F
incondicionalmente;

◮ Para simplificar a demonstração da verificação da equivalência forte de
programas monolíticos, considera-se que exista apenas um único
identificador de teste, denotado T ;

◮ Os resultados podem ser estendidos para o caso de programas com
mais de um identificador de teste.

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 7 de setembro de 2024 110 / 158



Verificação da equivalência forte de programas

Programas monolíticos com instruções rotuladas compostas
Extensão

◮ Suponha que o programa contenha n identificadores de teste,
denotados T1, T2, ..., Tn. Nesse caso, existem 2n combinações
possíveis para os resultados desses testes;

◮ A instrução rotulada composta poderia ser representada:

r : (O1, r1)(O2, r2)...(O2n , r2n)

onde cada par da instrução corresponderia a uma particular
combinação dos valores desses testes, ou seja,

(O1, r1) se T1 = T2 = ... = Tn = falso

...

(O2n , r2n) se T1 = T2 = ...Tn = verdadeiro
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Verificação da equivalência forte de programas

Programas monolíticos com instruções rotuladas compostas
Extensão

◮ Metade dos pares de uma instrução rotulada composta com vários
identificadores de teste refere-se à uma condição e outra metade à
outra condição de um mesmo teste. Por condição, entenda um par
(<operação>,<rótulo>);

◮ Como os identificadores de testes são avaliados isoladamente, apenas
tipos de pares distintos (O, r) seriam usados para compor uma
instrução rotulada composta com 2n pares;

◮ Não é complicado mas torna o texto longo e difícil de ser lido e
mantido.
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Verificação da equivalência forte de programas

Programas monolíticos com instruções rotuladas compostas
Extensão

Exemplo:
◮ Suponha T1 e T2. Seriam necessários quatro pares para a codificação

em instruções rotuladas compostas: (..., ...)(..., ...)(..., ...)(..., ...)
◮ Tais pares correspondem, respectivamente, aos resultados FF, FV, VF

e VV para os testes T1 e T2;
◮ Considere uma situação em que o resultado verdadeiro para T2 implica

a execução da operação F e o desvio para r1, e resultado falso implica
a execução de G e o desvio para r2;

◮ O resultado seria codificado como (G, r2)(F, r1)(G, r2)(F, r1);
◮ Ou seja, importa apenas o resultado de T2; qualquer que seja o

resultado de T1 a operação a ser executada e o desvio serão os
mesmos.
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Verificação da equivalência forte de programas

Conversão para instruções rotuladas compostas
Algoritmo

◮ Representar o programa monolítico na forma de um fluxograma;
◮ Atribuir rótulos numéricos para todas as operações;
◮ Atribuir o rótulo ǫ para o nó “Término” (que deve ser único);
◮ Considerar que os rótulos seguem os nós;
◮ Para cada rótulo numérico i, criar i : (F, i′)(G, i′′) se:

◮ A condição verdadeira para o teste T implica a execução da operação
F ;

◮ Após a execução de F o próximo rótulo atingido é i′;
◮ A condição falsa para o teste T implica a execução da operação G;
◮ Após a execução de G o próximo rótulo atingido é i′′.

◮ Se um certo ramo da execução conduzir o programa a um loop
infinito, deve-se usar (ciclo, w) e acrescentar a instrução rotulada
composta w : (ciclo, w)(ciclo, w) ao programa.
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Verificação da equivalência forte de programas

Conversão para instruções rotuladas compostas
Exemplo — Q
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Verificação da equivalência forte de programas

Conversão para instruções rotuladas compostas
Exemplo — Q
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Verificação da equivalência forte de programas

Conversão para instruções rotuladas compostas
Exemplo — Q

1 : (G, 2)(F, 3)
2 : (G, 2)(F, 3)
3 : (F, 4)(G, 5)
4 : (F, 4)(G, 5)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (Término, ǫ)(G, 7)
7 : (G, 7)(G, 7)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Exemplo — R
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Exemplo — R
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Verificação da equivalência forte de programas

Conversão para instruções rotuladas compostas
Exemplo — R

8 : (G, 10)(F, 9)
9 : (F, 9)(G, 11)
10 : (G, 10)(F, 9)
11 : (F, 12)(F, 13)
12 : (Término, ǫ)(F, 13)
13 : (F, 13)(F, 13)
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Verificação da equivalência forte de programas

Conversão para instruções rotuladas compostas
NOP

◮ Observe que a operação NOP (X) nunca aparece como operação num
conjunto de instruções rotuladas compostas;

◮ O motivo é que esta instrução é representada por uma linha no
fluxograma e, ao converter, as linhas são percorridas integralmente até
chegar num identificador de teste ou identificador de operação que
não seja NOP.
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Verificação da equivalência forte de programas

Conversão para instruções rotuladas compostas
Equivalência forte

Sejam P um programa monolítico qualquer e P ′ o programa monolítico
equivalente com instruções rotuladas compostas, obtido a partir do
algoritmo apresentado anteriormente. Então:

〈P,M〉(ǫ) = 〈P ′,M〉(ǫ)

para qualquer Máquina de Traços M e, portanto:

P ≡ P ′

Em outras palavras, é indiferente usar um programa monolítico descrito por
meio de instruções rotuladas ou o mesmo programa descrito por meio de

instruções rotuladas compostas .
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Verificação da equivalência forte de programas

União disjunta de conjuntos
Definição e exemplo

A “união disjunta” de dois conjuntos A e B, denotado A ⊔B, é o conjunto
formado pelos elementos de A e de B, devidamente indexados com os
nomes dos conjuntos de origem. Diferentemente da união simples, na união
disjunta elementos repetidos não são representados por uma única cópia.
Caso existam elementos repetidos em ambos os conjuntos, todos eles
deverão fazer parte de A ⊔B, porém devidamente identificados com o
nome do conjunto de origem. Considere A = {a, x} e B = {b, x}. Então a
união disjunta de A e B resulta em:

{aA, xA, bB , xB}

ou, simplesmente:
{a, xA, b, xB}
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Verificação da equivalência forte de programas

União disjunta de conjuntos
Equivalência forte

◮ Sejam Q = (IQ, q) e R = (IR, r) dois programas monolíticos
especificados usando instruções rotuladas compostas, e sejam
Pq = (I, q) e Pr = (I, r) programas monolíticos onde I = IQ ⊔ IR.
Então:

Pq ≡ Q

Pr ≡ R

(Pq ≡ Pr)⇔ (Q ≡ R)

◮ A verificação da equivalência forte de Q e R corresponde à verificação
da equivalência forte de Pq e Pr;

◮ A verificação da equivalência forte de programas (Q e R) é reduzida à
verificação da equivalência forte de rótulos (q e r) sobre um mesmo
conjunto de instruções rotuladas compostas (I).
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Verificação da equivalência forte de programas

União disjunta de conjuntos
Equivalência forte

I =







IQ =







q : · · ·
· · ·
· · ·

IR =







r : · · ·
· · ·
· · ·
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Verificação da equivalência forte de programas

Cadeia de conjuntos
Definições

Seja A0A1... uma seqüência de conjuntos.
◮ Ela é dita “cadeia de conjuntos”, se ∀k ≥ 0,

Ak ⊆ Ak+1

◮ Ela é dita “cadeia finita de conjuntos”, se ∃n ∀k ≥ 0, tal que:

An = An+k

◮ O “limite de uma cadeia finita de conjuntos” é An, onde n é o menor
inteiro obtido acima. Denota-se:

limAk = An
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Verificação da equivalência forte de programas

Cadeia de conjuntos
Exemplo

Seja A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ A4 ⊆ A5 = A6 = A7...,

◮ Trata-se de uma cadeia de conjuntos, pois ∀k ≥ 0,

Ak ⊆ Ak+1

◮ Trata-se de uma cadeia finita de conjuntos, pois n = 5, 6, 7, ... são tais
que ∀k ≥ 0, An = An+k

◮ O limite dessa cadeia finita de conjuntos é A5, pois n = 5 é o menor
inteiro obtido acima.

limAk = A5
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Verificação da equivalência forte de programas

Ciclos infinitos
Identificação e simplificação

◮ O algoritmo apresentado a seguir tem como objetivo identificar um ou
mais ciclos infinitos em um programa monolítico;

◮ Todos os ciclos infinitos de um mesmo programa são substituídos por
um único ciclo infinito;

◮ Note que não é possível, no caso geral, eliminar o ciclo infinito do
programa em questão.
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Verificação da equivalência forte de programas

Ciclos infinitos
Identificação em programas monolíticos

Seja I um conjunto formado por n instruções rotuladas compostas e
considere-se a seqüência de conjuntos A0A1... definida de forma indutiva:
◮ A0 = {ǫ}

◮ ∀k ≥ 0, Ak+1 = Ak ∪
{r | r é rótulo antecessor de instrução rotulada por elemento de Ak}

Prova-se que A0A1... é uma seqüência finita de conjuntos e que, para
qualquer rótulo r de instrução de I:

((I, r) ≡ (I, w))⇔ (r /∈ limAk)

Ou seja, todos os rótulos r 6= w tais que r /∈ limAk caracterizam ciclos
infinitos.
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Verificação da equivalência forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — Q

1 : (G, 2)(F, 3)
2 : (G, 2)(F, 3)
3 : (F, 4)(G, 5)
4 : (F, 4)(G, 5)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (Término, ǫ)(G, 7)
7 : (G, 7)(G, 7)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Verificação da equivalência forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — Q

◮ A0 : {ǫ}
A1 : {6, ǫ}
A2 : {5, 6, ǫ}
A3 : {3, 4, 5, 6, ǫ}
A4 : {1, 2, 3, 4, 5, 6, ǫ}
A5 : {1, 2, 3, 4, 5, 6, ǫ}

◮ Portanto:
limAk = A4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ǫ}
(I, 7) ≡ (I, w) pois 7 /∈ A4
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Verificação da equivalência forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — R

8 : (G, 10)(F, 9)
9 : (F, 9)(G, 11)
10 : (G, 10)(F, 9)
11 : (F, 12)(F, 13)
12 : (Término, ǫ)(F, 13)
13 : (F, 13)(F, 13)
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Verificação da equivalência forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — R

◮ A0 : {ǫ}
A1 : {12, ǫ}
A2 : {11, 12, ǫ}
A3 : {9, 11, 12, ǫ}
A4 : {8, 9, 10, 11, 12, ǫ}
A5 : {8, 9, 10, 11, 12, ǫ}

◮ Portanto:
limAk = A4 = {8, 9, 10, 11, 12, ǫ}
(I, 13) ≡ (I, w) pois 13 /∈ A4
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Verificação da equivalência forte de programas

Ciclos infinitos
Algoritmo de simplificação

Seja I um conjunto de instruções rotuladas compostas. A “simplificação de
ciclos infinitos” em I é feita em três passos:
◮ Calcular a seqüência finita de conjuntos de rótulos A0A1...;
◮ ∀r /∈ limAk:

◮ Excluir a instrução rotulada por r de I;
◮ Todos os pares (F, r) em I são substituídos por (ciclo, w);

◮ Incluir a instrução w : (ciclo, w)(ciclo, w) caso a mesma não faça parte
do programa.
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Verificação da equivalência forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — Q

Em função do resultado anterior, a aplicação do algoritmo resulta em:
◮ 1 : (G, 2)(F, 3)

2 : (G, 2)(F, 3)
3 : (F, 4)(G, 5)
4 : (F, 4)(G, 5)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (Término, ǫ)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)

Note:
◮ A eliminação da instrução 7 : (G, 7)(G, 7)

◮ A substituição da instrução 6 : (Término, ǫ)(G, 7) por
6 : (Término, ǫ)(ciclo, w)
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Verificação da equivalência forte de programas

Ciclos infinitos
Exemplo — R

Em função do resultado anterior, a aplicação do algoritmo resulta em:
◮ 8 : (G, 10)(F, 9)

9 : (F, 9)(G, 11)
10 : (G, 10)(F, 9)
11 : (F, 12)(ciclo, w)
12 : (Término, ǫ)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)

Note:
◮ A eliminação da instrução 13 : (F, 13)(F, 13)

◮ A substituição da instrução 11 : (F, 12)(F, 13) por
11 : (F, 12)(ciclo, w) e da instrução 12 : (Término, ǫ)(F, 13) por
12 : (Término, ǫ)(ciclo, w)

◮ A inclusão da instrução w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Verificação da equivalência forte de programas

Ciclos infinitos e União disjunta

Depois da simplificação dos programas Q e R isoladamente, a união
disjunta dos conjuntos IQ e IR deverá conter apenas uma instrução
w : (ciclo, w)(ciclo, w), caso esta exista em IQ e/ou IR.
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Verificação da equivalência forte de programas

Rótulos consistentes
Definição

◮ Seja I um conjunto finito de instruções rotuladas compostas e
simplificadas.

◮ Sejam q e r dois rótulos de instruções do conjunto I, ambos diferentes
de ǫ.

Suponha que as instruções rotuladas por q e r sejam:

q : (F1, q1)(F2, q2)

r : (G1, r1)(G2, r2)

Então q e r são ditos “rótulos consistentes” se e somente se:

(F1 = G1) ∧ (F2 = G2)
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Verificação da equivalência forte de programas

Rótulos consistentes
Definição

◮ A noção de que q e r sejam “rótulos consistentes” expressa a ideia de
que a execução do programa, iniciada em q ou r pode (ou não)
percorrer as mesmas operações na mesma ordem;

◮ Esta noção leva em conta apenas as operações executadas nas
instruções rotuladas por q e r;

◮ Ela não leva em conta o que acontece nas instruções seguintes, mas
apenas na instrução corrente;

◮ A noção mais ampla, que também envolve as instruções correntes, é
capturada pela definição seguinte, de “rótulos fortemente
equivalentes”.
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Verificação da equivalência forte de programas

Rótulos equivalentes fortemente
Definição

◮ Seja I um conjunto finito de instruções rotuladas compostas e
simplificadas.

◮ Sejam q e r dois rótulos de instruções do conjunto I.

q : (F1, q1)(F2, q2)

r : (G1, r1)(G2, r2)

Então q e r são ditos “rótulos fortemente equivalentes” se, e somente se:
◮ q = r = ǫ, ou
◮ q e r são diferentes de ǫ, e

◮ q e r são consistentes;
◮ q1 e r1 são fortemente equivalentes;
◮ q2 e r2 são fortemente equivalentes.

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 7 de setembro de 2024 140 / 158



Verificação da equivalência forte de programas

Rótulos equivalentes fortemente
Definição

◮ A noção de que q e r sejam “rótulos fortemente equivalentes” expressa
a ideia de que a execução do programa, iniciada em q ou r percorre
(ou não) as mesmas operações na mesma ordem;

◮ É uma noção mais forte do que apenas a de rótulos consistentes;
◮ Ela leva em conta o que acontece na instrução corrente e em todas as

seguintes;
◮ A definição é indutiva e tem como caso base a definição anterior, de

rótulos consistentes;
◮ É usada para representar a equivalência forte de programas (os rótulos

são usados no lugar dos programas).

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 7 de setembro de 2024 141 / 158



Verificação da equivalência forte de programas

Rótulos equivalentes fortemente
Caso particular

Suponha que q = r. Então, de acordo com as definições anteriores:
◮ q e r são consistentes;
◮ q e r são fortemente equivalentes.
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Verificação da equivalência forte de programas

Rótulos equivalentes fortemente
Determinação

◮ Seja I um conjunto finito de instruções rotuladas compostas e
simplificadas.

◮ Sejam q e r dois rótulos de instruções do conjunto I.

A seqüência de conjuntos B0B1... é definida indutivamente da seguinte
forma:
◮ B0 = {(q, r)}

◮ ∀k ≥ 0, Bk+1 = {(q
′′, r′′) | (q′, r′) ∈ Bk,

q′′ é sucessor de q′,
r′′ é sucessor de r′ e
∀i, 0 ≤ i ≤ k, (q′′, r′′) /∈ Bi}

A seqüência é finita.
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Algoritmo

◮ Sejam Q = (IQ, q) e R = (IR, r) dois programas monolíticos
especificados usando instruções rotuladas compostas e simplificadas;

◮ I = IQ ⊔ IR;
◮ Q ≡ R⇔ (I, q) ≡ (I, r);
◮ O algoritmo apresentado a seguir verifica se os rótulos q e r são

equivalentes fortemente e, consequentemente, se os programas Q e R
são equivalentes fortemente.
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Algoritmo

1 Obter Pq = (I, q) e Pr = (I, r) onde I = IQ ⊔ IR. A instrução w, se
existir, deverá ocorrer no máximo uma vez em I;

2 Se q e r são consistentes, então B0 = {(q, r)}. Caso contrário,
Q 6≡ R e FIM;

3 k ← 0;
4 Obter Bk+1 contendo os pares (q′′, r′′) de rótulos sucessores de cada

(q′, r′) ∈ Bk, tais que:
◮ q′′ 6= r′′

◮ ∀i, 0 ≤ i ≤ k, (q′′, r′′) /∈ Bi

5 Considere Bk+1:
◮ Bk+1 = ∅: Q ≡ R e FIM;
◮ Bk+1 6= ∅: Se todos os pares de Bk+1 são consistentes, k ← k+1 e vá

para 4. Senão, Q 6≡ R e FIM.
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Observações

1 —
2 Se um par de rótulos não for consistente, então Q 6≡ R e o algoritmo

pára.
3 —
4 Tipicamente cada par de rótulos gera dois novos pares de rótulos (um

para a condição verdadeira do teste e outro para a condição falsa).
◮ Se os rótulos sucessores forem idênticos, então o par não é considerado

pois a mesma operação é executada e ambos os casos.
◮ Pares repetidos não devem ser considerados (pois refletem a existência

de ciclos em que as mesmas operações são executadas).
5 ◮ Se não houverem novos pares a serem considerados, isto significa que

os programas terminam juntos e executam as mesmas operações na
mesma ordem; logo Q ≡ R.

◮ Caso contrário, os pares remanescentes devem ser analisados.
Além disso, se um rótulo for ǫ e o outro não, então Q 6≡ R e o algoritmo
pára (pois o par não é fortemente equivalente).
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Observações

◮ O conjunto inicial B0 contém o par formado pelos rótulos iniciais dos
programas que se deseja verificar;

◮ Os conjuntos Bk representam pares de rótulos cuja equivalência forte
deve ser verificada;

◮ Os pares dos conjuntos Bk+1 derivam dos pares dos conjuntos Bk por
análise dos rótulos sucessores;

◮ Apenas novos pares são considerados;
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Observações

◮ O algoritmo prossegue enquanto os rótulos forem consistentes;
◮ O algoritmo pára — com resposta afirmativa para a verificação da

equivalência forte — quando não forem gerados novos pares (os
programas terminam ao mesmo tempo);

◮ O algoritmo pára — com resposta negativa para a verificação da
equivalência forte — quando for gerado pelo menos um novo par que
não é consistente (o que pode incluir um programa terminar e o outro
não);

◮ Como a quantidade de rótulos é finita, e como pares repetidos não são
considerados, a quantidade de novos pares que podem ser gerados é
finita e isso garante que o algoritmo sempre termina, produzindo
resposta em tempo finito.
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Exemplo — (IQ, q)

(IQ, q), com IQ abaixo (já simplificado) e q = 1

◮ 1 : (G, 2)(F, 3)
2 : (G, 2)(F, 3)
3 : (F, 4)(G, 5)
4 : (F, 4)(G, 5)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (Término, ǫ)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Exemplo — (IR, r)

(IR, r), com IR abaixo (já simplificado) e r = 8

◮ 8 : (G, 10)(F, 9)
9 : (F, 9)(G, 11)
10 : (G, 10)(F, 9)
11 : (F, 12)(ciclo, w)
12 : (Término, ǫ)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Exemplo — IQ ⊔ IR

◮ 1 : (G, 2)(F, 3)
2 : (G, 2)(F, 3)
3 : (F, 4)(G, 5)
4 : (F, 4)(G, 5)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (Término, ǫ)(ciclo, w)
8 : (G, 10)(F, 9)
9 : (F, 9)(G, 11)
10 : (G, 10)(F, 9)
11 : (F, 12)(ciclo, w)
12 : (Término, ǫ)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Verificação da equivalência forte de programas

Equivalência forte de programas monolíticos
Exemplo

◮ 1 e 8 são consistentes ⇒ B0 = {(1, 8)};
◮ B1 = {(2, 10), (3, 9)}, (2, 10) e (3, 9) são consistentes;

B2 = {(4, 9), (5, 11)}, (4, 9) e (5, 11) são consistentes;
B3 = {(6, 12)}, (6, 12) é consistente;
B4 = {}

◮ Portanto, (I, 1) ≡ (I, 8) e, conseqüentemente, Q ≡ R.
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Exercícios

Exercício

Mostre que os seguintes programas P e Q são fortemente equivalentes
(exercício 3.2 do livro “Teoria da Computação”):
P:

até T
faça (X);
enquanto T
faça (F; G; se T

então (F;
até T
faça (X))

senão X)
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Exercícios

Exercício - continuação

Q:
1: se T então vá_para 2 senão vá_para 1
2: faça F vá_para 3
3: faça G vá_para 4
4: se T então vá_para 5 senão vá_para 6
5: faça F vá_para 1
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Exercícios

Exercício

Programa P na forma de instruções rotuladas compostas:
◮ 1 : (F, 2)(ciclo, w)

2 : (G, 3)(G, 3)
3 : (F, 4)(Término, ǫ)
4 : (F, 2)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 7 de setembro de 2024 155 / 158



Exercícios

Exercício

Programa Q na forma de instruções rotuladas compostas:
◮ 5 : (F, 6)(ciclo, w)

6 : (G, 7)(G, 7)
7 : (F, 8)(Término, ǫ)
8 : (F, 6)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)
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Exercícios

Exercício

União disjunta de P e Q:
◮ 1 : (F, 2)(ciclo, w)

2 : (G, 3)(G, 3)
3 : (F, 4)(Término, ǫ)
4 : (F, 2)(ciclo, w)
5 : (F, 6)(ciclo, w)
6 : (G, 7)(G, 7)
7 : (F, 8)(Término, ǫ)
8 : (F, 6)(ciclo, w)
w : (ciclo, w)(ciclo, w)

Marcus Ramos (UNIVASF) Programas, Máquinas e Equivalências 7 de setembro de 2024 157 / 158



Exercícios

Exercício

Verificação da equivalência forte:
◮ B0 = {(1, 5)};
◮ B1 = {(2, 6)};
◮ B2 = {(3, 7)};
◮ B3 = {(4, 8)};
◮ B4 = {};

Logo, P ≡ Q.
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