
LINGUAGENS SENSÍVEIS AO CONTEXTO
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Uma linguagem L é dita sensível ao 
ontexto se L− {ǫ} é geradapor alguma gramáti
a sensível ao 
ontexto.
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Formalmente, uma Máquina de Turing 
om �ta limitada M éde�nida 
omo: M = (Q , Σ, Γ, δ, q0, <, >,F )onde:

• Q é o 
onjunto �nito de estados;
• Σ é o alfabeto de entrada, 
omposto por um 
onjunto �nito desímbolos;

• Γ é o 
onjunto, também �nito, de símbolos que podem ser lidose/ou gravados na �ta de trabalho. Σ ⊆ Γ;
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• δ é a função par
ial de transição, 
ompreendendo os seguintesmapeamentos:� Q × Γ → 2Q×Γ×{E ,D}� Q × {<} → 2Q×{<}×{D}� Q × {>} → 2Q×{>}×{E}

• q0 é o estado ini
ial, q0 ∈ Q ;
• <, >6∈ Γ são símbolos respe
tivamente situados imediatamente àesquerda e imediatamente à direita da 
adeia de entrada na
on�guração ini
ial;
• F ⊆ Q é o 
onjunto de estados �nais.
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A 
on�guração de uma Máquina de Turing 
om �ta limitada édenotada através da tripla
(α, qk , β) ∈ {<}Γ∗ ×Q × Γ∗{>}em que qk é o estado 
orrente, α ∈ {<}Γ∗ é a porção da 
adeia deentrada que se en
ontra à esquerda do 
ursor de a
esso e β ∈ Γ∗{>}é a porção da 
adeia de entrada que se en
ontra à direita do 
ursorde a
esso, in
luindo a posição por ele 
orrentemente sele
ionada.Note-se que �<� e �>� podem o
orrer, 
ada um, no máximo uma vezem αβ, e sempre nos respe
tivos extremos.
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A 
on�guração ini
ial é (<, q0, γ >), onde q0 é o estado ini
ial e

γ ∈ Σ∗ é a 
adeia de entrada a ser analisada. O 
ursor de a
essorefere-se, portanto, ao símbolo ini
ial (mais à esquerda) da 
adeia γ.A porção α da representação (α, qk , β) 
orresponde, neste 
aso,apenas ao símbolo �<�, pois não existe �ta à esquerda destedelimitador. A 
on�guração �nal é de�nida 
omo (λ, qf , µ), 
omqf ∈ F , λ ∈ {<}Γ∗ e µ ∈ Γ∗{>}.
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O símbolo �⊢� denota uma relação sobre as 
on�gurações de umaMáquina de Turing 
om �ta limitada:

⊢: {<}Γ∗ ×Q × Γ∗{>} → {<}Γ∗ ×Q × Γ∗{>}Portanto, a movimentação de uma 
on�guração (α, qk , β) para a
on�guração seguinte (α′, qm , β′) é representada 
omo:

(α, qk , β) ⊢ (α′, qm , β′)
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A linguagem a
eita por uma Máquina de Turing 
om �ta limitada é o
onjunto de todas as 
adeias que são 
apazes de 
onduzir odispositivo desde a sua 
on�guração ini
ial (úni
a para 
ada 
adeiade entrada) até uma 
on�guração �nal qualquer, sem possibilidade demovimentação adi
ional. Formalmente:L(M ) = {γ ∈ Σ∗ | (<, q0, γ >) ⊢∗ (λ, qf , µ)
om qf ∈ F , λ ∈ {<}Γ∗ e µ ∈ Γ∗{>}}.
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(<, q0, abb
abb >) ⊢ (< X , q1, bb
abb >) ⊢ (< Xb, q1, b
abb >) ⊢

(< Xbb, q1, 
abb >) ⊢ (< Xbb
, q2, abb >) ⊢ (< Xbb, q3, 
Xbb >) ⊢

(< Xb, q4, b
Xbb >) ⊢ (< X , q4, bb
Xbb >) ⊢ (<, q4,Xbb
Xbb >) ⊢

(< X , q0, bb
Xbb >) ⊢ (< XX , q5, b
Xbb >) ⊢ (< XXb, q5, 
Xbb >) ⊢

(< XXb
, q6,Xbb >) ⊢ (< XXb
X , q6, bb >) ⊢ (< XXb
, q3,XXb >) ⊢

(< XXb, q3, 
XXb >) ⊢ (< XX , q4, b
XXb >) ⊢ (< X , q4,Xb
XXb >) ⊢

(< XX , q0, b
XXb >) ⊢ (< XXX , q5, 
XXb >) ⊢ (< XXX
, q6,XXb >) ⊢

(< XXX
X , q6,Xb >) ⊢ (< XXX
XX , q6, b >) ⊢ (< XXX
X , q3,XX >) ⊢

(< XXX
, q3,XXX >) ⊢ (< XXX , q3, 
XXX >) ⊢ (< XX , q4,X
XXX >) ⊢

(< XXX , q0, 
XXX >) ⊢ (< XXX
, q7,XXX >) ⊢ (< XXX
X , q7,XX >) ⊢

(< XXX
XX , q7,X >) ⊢ (< XXX
XXX , q7, >) ⊢ (< XXX
XX , q8,X >)
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• Equivalên
ia entre Máquinas de Turing 
om �ta limitada egramáti
as sensíveis ao 
ontexto;

• Toda linguagem livre de 
ontexto também é sensível ao 
ontexto;

• Existem linguagens que são sensíveis ao 
ontexto mas não sãolivres de 
ontexto;
• Existem linguagens que não são sensíveis ao 
ontexto.
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Considerar uma enumeração, em ordem lexi
ográ�
a 
res
ente, das
adeias de Σ+. Considere-se, em parti
ular, Σ = {a, b}. Talenumeração é 
orrespondente à seqüên
ia:a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, ...Tendo enumerado os elementos de G = {G1, G2, ..., Gn , ...} e de

Σ+ = {α1, α2, ..., αn , ...}, passa-se agora a estabele
er uma funçãobijetora entre os dois 
onjuntos, de tal forma que os pares

(Gi , αi), i ≥ 1 sejam elementos dessa função:G1 G2 G3 ... Gn ...
l l l l

α1 α2 α3 ... αn ...
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De�na-se agora a linguagem LR = {αi | αi 6∈ L(Gi), ∀ i ≥ 1}. Emoutras palavras, perten
em a LR as 
adeias αi que não pertençam aL(Gi). Tal veri�
ação pode sempre ser feita para gramáti
as sensíveisao 
ontexto, 
onforme demonstrado em teorema anterior sobre aequivalên
ia deste tipo de gramáti
as 
om as Máquinas de Turing
om �ta limitada.Só existem duas hipóteses a
er
a de LR: ou trata-se de umalinguagem que é sensível ao 
ontexto, ou então trata-se de umalinguagem que não é sensível ao 
ontexto.
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Considere-se que LR seja uma linguagem sensível ao 
ontexto. Seessa hipótese for verdadeira, deverá existir pelo menos umagramáti
a sensível ao 
ontexto que a gere. Naturalmente, talgramáti
a deverá perten
er ao 
onjunto G . Seja Gi esta gramáti
a.Se LR = L(Gi), então só existem duas possibilidades: αi perten
e ounão perten
e a LR.
• Primeira possibilidade: se αi 6∈ L(Gi), então αi ∈ LR, porhipótese, o que é uma 
ontradição.
• Segunda possibilidade: se αi ∈ L(Gi), então αi 6∈ LR, por
onstrução, o que também é uma 
ontradição.Logo, LR não pode ser uma linguagem sensível ao 
ontexto, e isso
ompleta a demonstração.
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LINGUAGENS RECURSIVAS
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Formalmente, uma Máquina de Turing é de�nida 
omo:M = (Q , Σ, Γ, δ, q0, <,B ,F )onde:

• Q é o 
onjunto �nito não-vazio de estados;
• Σ é o alfabeto de entrada, formado por um 
onjunto �nitonão-vazio de símbolos;
• Γ é um 
onjunto, também �nito e não-vazio, de símbolos quepodem ser lidos e/ou es
ritos na �ta de trabalho. Γ ⊇ Σ;
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• δ é a função par
ial de transição, δ : Q × Γ → 2Q×Γ×{E ,D};

• q0 é o estado ini
ial, q0 ∈ Q ;

• �<� ∈ Γ, �<� 6∈ Σ, é o símbolo que indi
a a primeira posição da�ta de trabalho. Durante toda a operação da máquina, o símbolo�<� não pode ser gravado em nenhuma outra posição da �ta;

• B ∈ Γ,B 6∈ Σ, é o símbolo utilizado para preen
her ini
ialmentetodas as posições à direta da 
adeia de entrada na �ta. Durantea operação da máquina, o símbolo B pode ser gravado emqualquer posição da �ta;
• F ⊆ Q é o 
onjunto de estados �nais.

17



A 
on�guração de uma Máquina de Turing é indi
ada por umatripla
(α, qk , β) ∈ Γ∗ ×Q × Γ∗onde qk é o estado 
orrente, α ∈ Γ∗ é a porção do 
onteúdo da �ta detrabalho que se en
ontra à esquerda do 
ursor de a
esso, e β ∈ Γ∗ é aporção do 
onteúdo da �ta de trabalho que se en
ontra à direita do
ursor de a
esso, in
luindo a posição 
orrentemente apontada por ele.
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A 
on�guração ini
ial é (<, q0, γ), onde q0 é o estado ini
ial e

γ ∈ Σ∗ é a 
adeia de entrada a ser analisada. O 
ursor de a
essoaponta, portanto, exatamente o primeiro símbolo da 
adeia deentrada γ. A porção α da representação (α, qk , β) 
orresponde, neste
aso, à 
adeia unitária <. Uma 
on�guração �nal é de�nida 
omo

(λ, qf , µ), 
om qf ∈ F e λ, µ ∈ Γ∗.
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O símbolo �⊢� denota uma relação sobre as 
on�gurações de umaMáquina de Turing:
⊢: Γ∗ ×Q × Γ∗ → Γ∗ ×Q × Γ∗Portanto, a movimentação de uma 
on�guração para a seguinte érepresentada por:

(α, qk , β) ⊢ (α′, qm , β′)Em 
aso de tentativa de deslo
amento do 
ursor de a
esso para aesquerda da primeira posição da �ta, a 
omputação en
erra-seanormalmente. Neste 
aso, a 
adeia de entrada é rejeitada, nãoimportando se o estado em que a máquina se en
ontra é �nal ou não.
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A linguagem a
eita por uma Máquina de Turing 
om �ta in�nita é o
onjunto das 
adeias que são 
apazes de 
onduzir o dispositivo desdea sua 
on�guração ini
ial (úni
a para uma determinada 
adeia deentrada) até uma 
on�guração �nal qualquer na qual ele estejaparado � sem possibilidade de movimentação. Formalmente,L(M ) = {γ ∈ Σ∗ | (<, q0, γ) ⊢∗ (λ, qf , µ), qf ∈ F , λ, µ ∈ Γ∗}admitindo-se, 
omo 
ondição de parada, que µ = σπ, σ ∈ Γ, π ∈ Γ∗ e

δ não seja de�nida para (qf , σ).
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Seja L a linguagem a
eita por uma Máquina de Turing M . Se w1 ∈ L,então M pára e a
eita w1. Considere-se, porém, a 
adeia w2 ∈ Σ∗ −L.Neste 
aso, M pode tanto parar, rejeitando a entrada, quanto entrarem loop in�nito, sem nun
a atingir uma 
ondição de parada.Uma linguagem L é dita re
ursiva se existir pelo menos umaMáquina de Turing M tal que:1. Para toda 
adeia w ∈ L, M pára e a
eita w ;2. Para toda 
adeia z ∈ Σ∗ − L, M pára e rejeita z .Ou seja, M atinge a 
ondição de parada para toda e qualquer 
adeiaque lhe é submetida, não importando se esta perten
e ou não a L.
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Uma linguagem re
ursiva é também dita linguagem de
idível.Este termo denota o fato de que, para essa 
lasse de linguagens,sempre existe pelo menos uma Máquina de Turing que a
eita areferida linguagem, qualquer que seja a 
adeia usada 
omo entrada(não importa se ela perten
e ou não à linguagem), e que sempre pára.A parada pode o
orrer 
om a
eitação ou rejeição da 
adeia.
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• Não existe um formalismo gramati
al para representar aslinguagens re
ursivas;
• Toda linguagem sensível ao 
ontexto é também re
ursiva;

• Existem linguagens re
ursivas que não são sensíveis ao 
ontexto;

• Existem linguagens que não são re
ursivas.
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A linguagem LR = {αi | αi 6∈ L(Gi), ∀ i ≥ 1}não é sensível ao 
ontexto. Por outro lado, qualquer que seja a 
adeia

β ∈ Σ∗, será sempre possível determinar me
ani
amente se βperten
e ou não a LR, o que pode ser feito 
onforme o métododes
rito a seguir.
• Entrada: uma 
adeia β ∈ Σ∗;
• Saída: SIM, se β ∈ LR; N�O, se β 6∈ LR;

• Método:1. Compara-se β 
om 
ada uma das 
adeias αi , até que haja
oin
idên
ia entre ambas;2. Sele
iona-se a gramáti
a Gi 
orrespondente à 
adeia αi(lembrar que foi estabele
ida uma função bijetora entre o
onjunto das gramáti
as e o 
onjunto das 
adeias);25



3. Determina-se se αi ∈ L(Gi). Como se trata de linguagenssensíveis ao 
ontexto, tal determinação pode sempre serefetuada;4. Se o resultado for que αi ∈ L(Gi), então, por 
onstrução,

αi 6∈ LR e a resposta é N�O. Caso o resultado seja que

αi 6∈ L(Gi), então, por 
onstrução, αi ∈ LR e a resposta éSIM.Logo, é sempre possível determinar se uma 
adeia β qualquerperten
e a LR. Em outras palavras, LR é uma linguagem de
idível e,portanto, re
ursiva, sem ser sensível ao 
ontexto.
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A 
lasse das linguagens re
ursivas não é a mais abrangente que se
onhe
e. Ao 
ontrário, é possível demonstrar que existe pelo menosuma linguagem não-re
ursiva.É su�
iente provar que existe pelo menos uma linguagemnão-re
ursiva. Essa demonstração 
onsiste na de�nição da linguagemLP , 
onforme abaixo, e na prova, por 
ontradição, de que a mesmanão pode perten
er à 
lasse das linguagens re
ursivas. Em outraspalavras, que esta linguagem não é de
idível.LP = {C (M )w ∈ Σ∗ | M pára 
om a 
adeia w}onde:

• C (M ) é a 
odi�
ação de uma Máquina de Turing 
om �talimitada, 
ujo alfabeto de entrada é Σ, 
omo 
adeia sobre opróprio alfabeto Σ;

• w ∈ Σ∗ é uma 
adeia de entrada qualquer para M .27
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Contradição: por um lado, temos a informação de que, ao analisar a
adeia C (M4), se a máquina M4 parar, então M4 exe
uta umaseqüên
ia in�nita de movimentações. Por outro, que ao analisar a
adeia C (M4), se M4 não parar, então M4 pára. Tem-se, portanto,uma 
ontradição. Logo, a nossa hipótese ini
ial não é válida, ou seja,LP não pode ser uma linguagem re
ursiva.
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Não existe solução para se determinar se uma 
erta máquina (ouprograma) pára ao pro
essar uma dada entrada. Ou seja, a linguagemLP = {C (M )w | M pára 
om a entrada w}é inde
idível.Naturalmente, esses resultados são válidos apenas para os 
asos demáquinas e entradas arbitrárias, não 
onhe
idas a priori.Eventualmente, esses problemas podem ser resolvidos para
ombinações de máquinas e/ou entradas predeterminadas.
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LINGUAGENS RECURSIVAMENTEENUMERÁVEIS
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Uma linguagem L é dita re
ursivamente enumerável (ousimplesmente irrestrita) se for a
eita por pelo menos uma Máquinade Turing M . Ou seja:1. Para toda 
adeia w ∈ L,M pára e a
eita w ;2. Para toda 
adeia z ∈ Σ∗ − L,M pára e rejeita z ou exe
uta umaseqüên
ia in�nita de movimentações.Uma linguagem L é dita estritamente re
ursivamenteenumerável se, para toda e qualquer Máquina de Turing M quea
eita L, existir pelo menos uma 
adeia z ∈ Σ∗ − L, tal que M ini
ieuma seqüên
ia interminável de movimentações em seu pro
essamento.
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• Equivalên
ia entre Máquinas de Turing e gramáti
as irrestritas;

• Toda linguagem re
ursiva é também re
ursivamente enumerável;

• Existem linguagens que são re
ursivamente enumeráveis mas nãosão re
ursivas;
• Existem linguagens que não são re
ursivamente enumeráveis.
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A linguagem LP , 
onforme demonstrado anteriormente, é umalinguagem não-re
ursiva. A demonstração de que LP é umalinguagem re
ursivamente enumerável, feita a seguir, basta paraprovar que a 
lasse das linguagens re
ursivas 
onstitui sub
onjuntopróprio da 
lasse das linguagens re
ursivamente enumeráveis.LP = {C (M )w ∈ Σ∗ | M pára 
om a entrada w}onde

• C (M ) é a 
odi�
ação de uma Máquina de Turing 
om �talimitada, 
ujo alfabeto de entrada é Σ, 
omo 
adeia sobre opróprio alfabeto Σ;

• w ∈ Σ∗ é uma 
adeia de entrada qualquer de M ;
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Para provar que LP é re
ursivamente enumerável, basta mostrar queLP é a
eita por uma Máquina de Turing N , a qual pode ser obtida
onforme o algoritmo a seguir.

• Entrada: a linguagem LP ;
• Saída: uma Máquina de Turing N que a
eita LP ;

• Método:1. N simula a operação da Máquina M no pro
essamento da
adeia de entrada w , onde C (M )w é a 
adeia de entrada deN . N possui duas �tas: na primeira é gravada a 
adeia

γ = C (M )w que se pretende analisar; a segunda é usada
omo área de trabalho de N , e servirá para guardar, em 
adainstante, o estado 
orrente de M ;2. Duas possibilidades podem a
onte
er durante opro
essamento de N : 40



� M pára 
om a entrada w . Neste 
aso, N deverá en
errarsua operação a
eitando C (M )w ;� M ini
ia uma seqüên
ia in�ndável de movimentações 
omw . Neste 
aso, N inevitavelmente também ini
iará,
orrespondentemente, 
om C (M )w , uma seqüên
iainterminável de movimentações.Assim, M a
eita w se e somente se N a
eita w . Logo, LP é umalinguagem re
ursivamente enumerável.
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